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MATHÉMATIQUES. 


MÉMOIRE  DE  LÉONARD  EILER  SIR  L'UTILITÉ  DES 
MATIIÉMATIOllES  SliPÉRIElRES. 

Tbaduit  du  latin  par  m.  Edouard  LÉVY, 

Uépétiteur  de  mathématiques  au  lycée  de  Strasbourg. 


Note  du  rédacteur. 

Pour  bien  comprendre  le  but  du  Mémoire  suivant , 
quelques  renseignements  historiques  nous  semblent  né- 
cessaires. 

Frédéric  II ,  que  les  Prussiens  surnomment  avec  un 
juste  orgueil  Frédéric  Y  Unique ,  est  le  génie  le  plus  vaste 
qui  ait  jamais  occupé  un  trône.  Forcé  de  combattre, 
avec  des  moyens  assez  bornés,  la  ligue  des  trois  puissances 
continentales,  il  sortit  victorieux  de  la  lutte,  à  Taide  d'une 
tactique  nouvelle,  d'armes  perfectionnées,  et  d'habiles 
combinaisons  stratégiques,  conserva  ses  conquêtes ,  agran- 
dit son  royaume,  consolida  son  empire.  Il  enrichit  la 
Prusse  de  fabriques,  d'usines,  de  banques  de  crédit  fon- 
cier -,  donna  le  premier  exemple  d'une  législation  codi- 
fiée, de  certaines  institutions  libérales,  et  de  la  plus  libé- 
rale de  toutes,  la  tolérance.  Bezahict  was  ihr  soUl , 
ufid  glauhef  was  ihr  wolU  :  Payez  ce  que  vous  devez  ; 
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croyez  ce  que  vous  voulez.  Tel  était  son  dicton  favori . 
devenu  la  maxime  de  tout  gouvenieaieiit  juste  et  éclairé. 
11  admit  dans  les  rangs  de  sou  armée  le  jeune  d'FLtalloudc , 
coaccusé  de  l'infortuné  clicvalier  de  la  Barre,  et  ouvrit 
un  asile  aux  jésuites  expulsés  de  France.  Frédéric,  au 
milieu  des  plus  cruelles  vicissitudes,  chassé  de  sa  capi- 
tale, liarcelé  de  toutes  parts,  réduit  au  désespoir,  ne 
cessa  de  s'intéresser  au  jfrogrès,  entretint  des  relations 
avec  toutes  les  notabilités  intellectuelles  contemporaines, 
et ,  dans  sa  Correspondance  avec  Voltaire,  se  montra,  pour 
la  forme  et  le  fond,  à  la  hauteur  d'un  tel  correspondant. 
Excellent  historien  des  événements  du  temps,  écrivain 
classique,  versificateur  abondant,  sinon  poëte,  habile 
flûtiste,  compositeur  d'opéra  ,  il  estimait  aussi  les  grands 
mathématiciens,  et  accueillait  avec  faveur  Euler,  d'Alem- 
bert,  Lagrange.  Toutefois,  n'ayant  appris  que  les  élé- 
ments des  sciences  exactes,  ou  lui  avait  inculqué,  dans  sa 
jeunesse,  des  idées  fausses  sur  les  branches  élevées,  et  il 
croyait  que  les  théories  infinitésimales  satisfaisaient  plu- 
tôt à  une  curiosité  de  l'esprit  qu'à  un  besoin  de  la  raison. 
Lors  de  l'arrivée  d'Eulcr  à  Berlin,  en  174Ï1  Jordan  (*), 
président  de  l'Académie,  engagea  l'illustre  géomètre  à 
dissiper  cette  erreur  du  grand  roi.  C'est  dans  cette  inten- 
tion qu'Euler  écrivit  ce  Mémoire  en  latin,  langue  fami- 
lière à  Frédéric.  On  ne  sait  s'il  l'a  lu. 

La  connaisancc  de  l'existence  de  ce  Mémoire  ne  date 
que  de  1792.  Merian,  geudie  de  Jordan,  en  donna  com- 
munication à  l'Académie  de  Berlin ,  dont  il  était  membre , 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  le  Discours  ci-joint.  L'auto- 
graphe est  aujourd'hui  dans  la  collection  de  M.  Fried- 


[')  Jordan  (  Charles-Étiennc) ,  d'une  famille  française  prolcslaiiU 
ixllcc,  no  à  Berlin  le  27  aoùl  1700,  cl  y  est  mort  le  i'i  mai  17/16  ;  Frédéric 
lui  (il  celle  éjjilaphc  :  ^  i-S^l  innii  des  musrs  et  du  >ai 
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laender,  et  son  fils  G.  Fiicdlaendor  a  édile  ce;  Mémoire  à 
IJerliu,  en  18475  M.  Crelle  la  inséré,  la  même  année, 
dans  son  précieux  Recueil. 

Lorsque  des  hommes  qui  doivent  une  existence  brillante 
uniquement  à  leur  réputation  scientifique,  à  la  science 
qu'ils  ont  acquise  à  l'Ecole  Polytechnique;  lorsque  ces 
hommes,  oublieux  de  leur  origine,  détruisent  étourdiment, 
certes  sans  le  vouloir, la  réputation  immense,  universelle, 
([ue  l'Ecole  doit  uniquement  à  la  culture  des  hautes  mathé- 
matiques, appliquées  au  tant  que  possible  aux  théories  fon- 
damentales de  la  physique,  de  la  chimie  et  des  services  pu- 
blics 5  lorsque  l'erreur  du  grand  Frédéric  est  proclamée  par 
ces  hommes  comme  un  principe  d'enseignement,  nous 
croyons  que  la  traduction  fidèle  du  Mémoire  d'Euler, 
que  nous  devons  au  talent  et  à  l'obligeance  d'un  jeune 
professeur,  ne  manque  pas  d'à-propos. 


DISCOURS  LU  EN  FRANÇAIS  A  L'ACADEMIE  DE 
BERLIN,  LE  i5  SEPTEMBRE  1762; 

Par   MERIAN  (*). 

J'ai  trouvé,  dans  les  papiers  délaissés  par  feu  M.  Jor- 
dan, père  de  ma  femme,  ce  petit  Mémoire  du  grand 
Euler,  écrit  de  sa  propre  main,  que  je  vais  avoir  l'hon- 
neur de  vous  liie. 

Aussitôt  qu'il  frappa  mes  regards,  je  me  rappelai  par- 
faitement le  but  dans  lequel  il  fut  composé,  comme  j'en 
tenais  le  récit  de  la  bouche  même  de  M.  Euler,  et 
comme  j'ai  eu  depuis  plus  d'une  occasion  de  le  vérifier. 

Quand  Frédéric  II,  encore  jeune  prince,  commença 
ses  études  de  géométrie,  son  esprit  précoce  et  ardent  vou- 
lut anticiper  sur  tout.  Ayant  parcouru  d'un  œil  fugitif 

(*)  Mcrian  (Jean-Bernard),  célèbre  philosophe  ,  né  à  Liechstall,  can- 
ton de  Bail',  le  jS  scplcnibrc  1723,  et  morl  à  Berlin  le  \i  lévrier  1807. 
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les  dilî'c  l'en  les  parties  des  matliémaliques  ,  il  désira  de 
savoir  rapplicalion  et  l'usage  de  chacune  de  ces  parties, 
mais  surtout  celui  de  la  géométrie  transcendante.  Sa  cu- 
riosité infatigable  fatigua  ses  maîtres.  L'un  d'eux,  soit 
cpie  lui-même  n'en  sût  pas  plus  loin,  soit  pour  se  débar- 
rasser des  importunités  du  jeune  questionneur,  s'attacha 
à  lui  persuader  que  le  calcul  infinitésimal  n'était  qu'une 
alTaire  de  pure  ostentaliojT .  sans  utilité  réelle,  que  la  mé- 
thode ordinaire  suflîsait  à  tout ,  et  cpie  celle  des  infini- 
ment petits  n'aboutissait  qu'à  des  subtilités  infiniment 
vaines  et  stériles. 

Cependant,  malgré  le  soin  qu'on  avait  pris  de  le  nour- 
rir de  ce  préjugé,  son  esprit  était  trop  pénétrant  pour  v 
acquiescer  sans  réserve,  et  ne  pas  se  douter  qu'on  pouvait 
1  avoir  induit  en  erreur.  Pour  se  détromper  entièrement, 
il  eût  fallu,  sans  doute,  qu'il  se  familiarisât  un  peu  avec 
ce  nouveau  calcul ,  ou  que  du  moins  il  en  acquît  les  no- 
tions les  plus  essentielles  j  mais  il  ne  tarda  pas  à  avoir 
bien  d'autres  choses  à  calculer. 

Ce  qui  fait  voir  combien  ce  préjugé  influait  peu  sur  sa 
conduite,  c'est  qu'à  peine  monté  sur  le  trône,  il  fit  tout 
son  possible  pour  attirer  chez  lui  les  premiers  géomètres 
de  l'Europe,  et  récompensa  royalement  ces  mêmes  tra- 
vaux qu'on  lui  avait  dépeints  comme  étant  si  inutiles  et 
si  frivoles.  Il  n'eût  pas  tenu  à  lui  que  toute  la  famille 
des  Bernoulli,  le  père  et  les  deux  fils,  ne  se  transplantât 
dans  notre  capitale,  où  il  l'appela  sous  les  conditions 
les  plus  honorables  et  les  plus  lucratives  (*).  M.  Euler  s'y 


(*)  Napoléon,  qui  avait  tant  de  qualités  communes  avec  Frédéric  II, 
avait  sur  lui  l'avantage  d'avoir  cultivé  et  aimé  les  sciences  exactes.  C'est 
lui  qui  apporta,  d'Italie  en  France,  le  premier  exemplaire  de  la  Gronicirie 
(lu  compas,  de  INIascheroni.  Il  estimait  les  grands  mathématiciens  et  les 
comprenait;  il  nomma  I,a[;raii{;e  el  IMonge,  i\Ieinl)res  du  vSénat  dont 
L.Tplace  était  chancelier. 
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rendit  de  Pélcrsbourg,  cl  fut  succédé  depuis  par  M.  de 
Lagrangc.  M.  de  Maupertuis  a  longtemps  présidé  à  celte 
y\cadéraie. 

Tout  cela  n'empèelia  pourtant  pas  le  roi  d'entretenir 
des  doutes  au  sujet  de  la  géométrie  sublime.  Dès  le  eom- 
menccment  de  son  règne,  c'était  encore  la  matière  la  plus 
fréquente  de  ses  conversations  avec  les  savants  qui  l'en- 
touraient,  et  dans  le  commerce  desquels  il  se  délassait  des 
soins  du  gouvernement.  Ce  fut  alors  que  M.  Jordan  s'é- 
dressa  à  M.  Euler,  nouvellement  arrivé,  pour  lui  deman- 
der un  court  exposé  des  principaux  avantages  qui  résul- 
taient pour  les  sciences  de  l'analyse  des  infinis,  afin  de 
pouvoir  s'en  servir  dans  l'occasion.  Personne  n'était  plus 
propre  pour  celte  tâche  que  M.  Euler.  Il  savait  répandre 
la  plus  grande  clarté  sur  les  matières  les  plus  abstruses, 
et  descendre  des  plus  hautes  régions  de  la  géométrie  jus- 
qu'à la  portée  la  plus  commune.  C'est  ce  qu'on  voit  dans 
ses  Lettres  françaises  à  une  princesse  d'Allemagne,  et  c'est 
ce  que  l'on  retrouvera  dans  ce  Mémoire  latin. 

Au  reste,  je  ne  sais  quel  emploi  M.  Joixlan  a  fait  de 
ce  Mémoire,  s'il  l'a  traduit  en  français  pour  le  mettre 
sous  les  yeux  du  roi ,  ou  bien  s'il  s'est  borné  à  lui  en  rap- 
porter le  contenu. 

Mais  ce  qui  prouve  combien  il  importe  de  donner  de 
bonne  heure  à  la  jeunesse,  et  surtout  aux  jeunes  princes, 
des  idées  justes  de  toute  chose ,  ou  du  moins  de  ne  leur  en 
donner  jamais  de  fausses,  c'est  que  le  roi  Frédéric  a  été 
toute  sa  vie  flottant  et  incertain  au  sujet  du  calcul  infini- 
tésimal, et  que  cette  fluctuation  paraissait  l'embarrasser, 
et  quelquefois  véritablement  l'inquiéter. 

Je  parle  ici  d'après  ma  propre  expérience.  La  première 
fois  que  je  parus  devant  ce  grand  prince,  il  me  fît,  sur 
ce  sujet,  des  cjuestions,  en  m'enjoignant  de  lui  dire  en 
conscience  ce  que  j'en  pensais.  Je  répondis  avec  la  nio- 


doslic  (jui  mo  couveuail,  que  j'avais  malheureuseinent 
trop  négligé  mes  études  mathématiques,  après  avoir  eu  le 
bonheur  d'en  poser  les  fondements  dans  naa  patrie  sous 
les  Bernoulli  ;  que  eependant  je  croyais  eu  avoir  assez 
retenu  pour  pouvoir  assurer  à  Sa  Majesté  que  le  calcul 
infinitésimal  était  une  des  plus  belles  et  des  plus  sublimes 
découvertes  de  l'esprit  humain  5  qu'il  avait  fait  faire  des 
pas  de  géant  à  la  géométrie,  tant  pure  que  mixte,  ou  ap- 
pliquée à  la  physique-,  que,  par  son  moyen,  on  était  par- 
venu à  résoudre  des  problèmes  absolument  inaccessibles 
à  l'arithmétique  et  à  l'algèbre  communes,  et  qu'il  facili- 
tait la  solution  d'une  infinité  d'autres,  qui,  selon  l'an- 
cienne méthode,  exigeraient  les  plus  longues  et  les  plus 
pénibles  opérations.  Pour  le  lendrc  plus  sensible,  je  citai, 
le  mieux  que  je  pouvais ,  quelques  exemples ,  entre  autres 
le  mouvement  accéléré  ou  retardé  des  planètes  et  des  co- 
mètes autour  du  soleil.  Enfin ,  me  servant  d'un  argument 
populaire,  je  le  priai  de  vouloir  bien  considérer  que,  si 
ce  calcul  n'était  pas  un  objet  de  la  plus  haute  impor- 
tance, il  serait  inconcevable  que  les  plus  grands  hommes, 
les  Newton,  les  Leibnitz,  les  Bernoulli,  s'en  fussent  oc- 
cupés avec  tant  de  zèle,  et  se  fussent  disputé  l'honneur  de 
son  invention  avec  tant  de  chaleur  et  d'animosité;  ni  que 
leurs  plus  illustres  successeurs,  les  Euler,  les  Clairaut, 
!es  d'Alembert,  consacrassent  leurs  veilles  et  leur  vie  en- 
tière à  le  perfectionner  et  à  en  reculer  les  bornes.  Quoi- 
({ue  le  roi  parût  assez  satisfait  de  cet  éclaircissement,  il 
y  revenait  sans  cesse,  et  fit  encore,  en  ma  présence,  les 
mêmes  questions  à  M.  deLagrange,  lequel  y  fit  à  peu  près 
les  mêmes  réponses,  quoi(jue  beaucoup  mieux  juotivées 
et  exprimées. 

Mais  voyons  plutôt  ce  <[ue  iM.  Euler  y  avait  n'pondu 
longtemps  auparavant. 
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Personne  ne  révoque  en  doute  rulilité  des  nialhénia- 
liques;  car  elles  sont  indispensables  à  plusieurs  sciences 
et  arts  dont  nous  avons  besoin  chaque  jour.  Cependant  on 
croit  généralement  que  ce  caractère  d'utilité  est  propre 
aux  parties  inférieures  et,  pour  ainsi  dire,  aux  éléments 
des  mathématiques.  Quant  à  la  partie  que  l'on  appelle,  à 
juste  titre,  supérieure,  on  nie  qu'elle  puisse  trouver  d'u- 
tiles applications.  C'est  comme  la  toile  daraignée  ,  pense- 
l-on  ;  elle  n'est  d'aucun  usage,  k  cause  de  sa  trop  grande 
finesse.  Et  pourtant  les  mathématiques,  en  général,  ont 
pour  objet  la  recherche  des  quantités  inconnues.  A  cet 
ellet,  elles  nous  montrent  des  méthodes,  pour  ainsi  dire, 
des  chemins  qui  nous  mènent  à  la  vérité;  déterrent  les 
vérités  les  plus  enfouies,  et  les  mettent  en  lumière.  Ainsi, 
d'une  part,  elles  donnent  plus  de  vigueur  à  l'esprit  5  de 
l'autre,  elles  étendent  le  champ  de  nos  connaissances. 
Peut-on  se  donner  trop  de  peine  pour  un  tel  résultat?  La 
vérité  est  par  elle-même  d'un  grand  prix  5  d'ailhuirs  toutes 
les  vérités  se  tiennent  entre  elles,  et  il  n'en  est  pas  une 
qui  soit  dépourvue  d'utilité,  même  lorsque  d'abord  cette 
vérité  parait  sans  usage.  On  objecte  que  les  mathéma- 
tiques supérieures  pénètrent  trop  profondément  dans  la 
recherche  de  la  vérité.  Ceci  est  plutôt  un  éloge  qu'une 
critique. 

Mais  ne  nous  arrêtons  pas  à  ces  mérites  trop  abstraits. 
JNous  pourrons  largement  prouver  que  l'analyse  supé- 
rieure a  des  droits  non  moins  incontestables  que  les  ma- 
thématiques élémentaires  au  titre  de  science  utile,  qu'elle 
est  même  d'un  usage  beaucoup  plus  étendu;  et  que  les 
mathématiques,  loin  d'être  trop  avancées,  laissent,  au 
contraire  ,  beaucoup  à  désirer  dans  l'intérêt  de  ces  mêmes 
sciences ,  pour  lescjuelles  les  premiers  rudiments  semblent 
suffire.  Je  veux  donc  démontrer,  dans  ce  Mémoire,  qvie, 
si  les  mathématiques  élémentaires  sont  utiles,  les  malhé- 
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niali(|ues  supérieures  ne  le  sont  pas  moins,  el  même  que 
le  degré  d'utilité  va  toujours  croissant,  à  mesure  que  l'on 
s'élève  dans  l'élude  de  cette  science  ^  que  cette  science, 
enfin,  est  trop  peu  avancée  pour  ses  applications  les  plus 
vulgaires.  Pour  atteindre  mon  but,  je  passerai  en  revue 
les  sciences  dont  l'utilité,  dont  la  nécessité  est  hors  de 
doute,  telles  que  la  mécanique,  l'hydrostatique,  l'astro- 
nomie, l'artillerie,  la  physique  et  la  physiologie.  Je  prou- 
verai ,  jusqu'à  l'évidence,  que  les  plus  utiles  de  ces  sciences 
ont  le  plus  besoin  de  l'analyse  supérieure-,  que  si  parfois 
le  fruit  que  nous  en  retirons  est  au-dessous  de  nos  espé- 
rances, c'est  presque  toujours  parce  que  les  mathématiques 
transcendantes  ne  sont  pas  assez  avancées. 

Je  commence  par  la  mécanique,  et  par  là  je  ne  veux 
pas  dire  cette  partie  qui  analyse  les  mouvements  les  plus 
compliqués  et  les  ramène  aux  premières  lois  du  mouve- 
ment ^  nul  doute  que  l'analyse  la  plus  subtile  ne  soit  alors 
indispensable.    Mais,   quoique  cette  partie  de  la  méca- 
nique soit  d'une  utilité  extième,  elle  encourt  ordinaire- 
ment le  reproche  dont  je  veux  laver  les  mathématiques 
supérieures.  Je  veux  donc  parler  ici  de  la  mécanique  pla- 
cée d'ordinaiie  au  rang  des  éléments,  de  cette  science  qui 
crée  des  machines  de  toute  espèce  pour  nos  usages  ordinai- 
res, et  qui  jouit  d'une  réputation  de  grande  utilité.  Dans 
cette  partie  plus  grossière  de  la  mécanique,  on  considère  les 
jnachines  au  point  de  vue  de  l'équilibre;  on  ne  détermine 
que  la  force  ou  la  puissance  égale  au  poidsquelondoitsou- 
tenir  à  l'aide  de  la  machine.  Mais  on  devrait  considérer  le 
mouvement  du  poids,  principalement  dans  la  pratique,  et 
on  le  néglige  complètement.  Les  auteurs  qiii  ont  traité 
cette  partie  de  la  mécanique  nous  apprennent  quelle  est 
la  force  nécessaire  dans  chaque  machine  pour  soutenir  le 
poids  à  l'état  d'équilibre;  maisquand  le  poids  doit  se  mou- 
voir, ils  se  conlentent  de  nous  enseigner  qu'il  faut  une 
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force  plus  grande.  Lors  même  qu'en  réalilé  le  poids  doit 
se  mettre  en  mouvement,  ils  ne  disent  pas  si  ce  mouve- 
ment doit  être  retardé  ou  accéléré-,  ils  nont  aucun  égard 
aux  circonstances  qui  produisent  ce  mouvement.  Aussi ,  les 
praticiens  savent-ils  bien  que  rarement  une  machine  ré- 
pond à  leur  espérance.  Bien  plus,  ces  déceptions  sont 
mises  sur  le  compte  de  la  théorie,  et  les  machines  cju'elle 
invente  n'inspirent  guère  de  confiance  tant  qu'elles  n'ont 
pas  reçu  la  sanction  de  la  pratique.  Cette  théorie  élémen- 
taire des  machines  est  donc  imparfaite  (*)  ;  et  en  même 
temps  on  reconnaît  la  nécessité  d'une  théorie  plus  sûre, 
et  s'accordant  mieux  avec  la  pratique.  Mais  ce  n'est  pas 
de  la  mécanique  vulgaire  qu'il  faut  attendre  un  tel  ser- 
vice; elle  ne  traite  que  des  principes  de  statique;  elle  n'a 
d'autre  objet  qvie  l'équilibre.  S'agit-il  d'expliquer  un 
mouvement;  c'est  pour  elle  une  barrière  infranchissable. 
Si  vous  voulez  perfectionner  la  théorie  des  machines,  étu- 
diez le  mouvement  qui  succède  à  l'équilibre  rompu;  dé- 
terminez la  force  qui  sollicite  le  mobile,  et  surtout  les 
causes  extérieures  qui  résistent  au  mouvement;  telles  que 
le  frottement  et  la  résistance  de  l'air.  C'est  donc  à  la  mé- 
canique supérieure  qu'il  faut  recourir;  à  celle  qui  analyse 
les  mouvements  les  plus  compliqués.  Or,  c'est  ici  que  l'on 


{")  11  ne  faut  pas  oublier  que  ceci  a  été  écrit  vers  le  milieu  du  xvin*' 
siècle,  avant  que  Carnot,Navier,  Coriolis,  MM.  Poncelet,  Combes  ,  Morin 
eussent  si  considérablement  perfectionné  la  science  des  machines;  et  ne  pas 
oublier  non  plus  que  la  théorie  des  forces  vives  appliquée  à  l'évaluation  du 
travail  mécanique  a  pour  points  de  départ  Leibnitz ,  Euler,  Daniel  Ber- 
noulli.  Soyons  persuadés  qu'on  n'a  rien,  absolument  rien  inventé;  à  moins 
de  regarder  comme  une  invention,  une  méthode  pour  embrouiller  l'en- 
seignement élémentaire  ,  méthode  obscurcissante  qui  n'a  pas  même  le  mé- 
rite de  la  nouveauté.  Elle  repose  sur  la  mesure  Leibnitzienne  de  la  force  ; 
conception  métaphysique  ,  idée  complexe  ,  combattue  par  d'Alcmbert,  et 
qu'on  prétend  placer  à  l'entrée  de  la  science!  Toute  méthode  peut  être 
inlpo^;ép;  mais  acceptée,  non. 
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a  besoin  du  calcul  infinilésimal,  et  do  l'analyse  la  plus 
élevée;  et  même  elle  suffît  à  peine  à  expliquer  les  mouve- 
ments des  machines  les  plus  simples,  malgré  tous  les  per- 
fectionnements, soi-disant  inutiles,  qu'elle  a  reçus  jusqu'à 
ce  jour.  J'ai  démontré  tout  cela,  jusqu'à  la  dernière  évi- 
dence, dans  un  Mémoire  que  j'ai  publié  à  Saint-Péters- 
bourg (*)  sur  les  macliines  simples  et  composées;  j'y 
détermine,  par  l'analyse  supérieure,  les  mouvements  et 
leurs  effets  dans  tous  les  cas  possibles,  et,  comme  un 
grand  nombre,  et  même  une  intinité  de  machines  sem- 
blables ou  difïérentes  peuvent  servir  au  même  but,  j'y 
enseigne  le  moyen  de  découvrir  celle  qui  produit  son 
effet  avec  la  moindre  perle  de  temps  ou  de  force,  pro- 
blème dont  la  solution  est  d'une  application  continuelle 
dans  la  vie,  et  cette  solution  repose  sur  les  théories  les 
plus  profondes  de  l'analyse  et  du  calcul  infinitésimal.  La 
mécanique  pourrait  nous  fournir  une  foule  d'autres  argu- 
ments, pour  prouver  que  les  mathématiques  supérieures 
nous  offrent  un  grand  nombre  d'applications  dans  la  vie 
ordinaire  -,  mais  les  quelques  lignes  qui  précèdent  me 
paraissent  suffire  grandement  à  démontrer,  ainsi  que  je 
me  l'étais  proposé,  que  les  mathématiques  supérieures 
sont  indispensables  à  la  mécanique,  et  même  que  la  mé- 
canique élémentaire,  si  utile  de  l'aveu  général,  ne  saurait 
se  soutenir  ni  faire  un  pas  sans  leur  appui. 

Je  passe  donc  à  l'hydrostatique,  dans  laquelle  je  com- 
prends aussi  l'hydraulique,  science  qui  rend  journelle- 
ment tant  de  services  à  l'homme;  personne  ne  Tignore. 
Portons  notre  attention  plus  spécialement  sur  la  partie  à 
laquelle  on  attribue  ces  services,  sur  l'hydrosiatique  ordi- 
naire, dite  élènientairc.  C'est  là  surtout  que  les  praticiens 


(*)  De  lHachinaïuni  tiini  smipliciuni  (juam  contposituruin  nsti  mtixitnr  lucio. 
(Coinm.  Pclrii)).,  \,  i7'i7;  P-  fi?) 
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se  plaignenl  (U*  ce  qiw  le  succès  rcpoiul  si  rarcniciilà  la 
théorie.  Ces  plaintes  sont  loin  dêlro  dénuées  de  fonde- 
ment ;  car  la  théorie  des  eaux  courantes  que  l'on  explique 
dans  les  écoles  est  presque  entièrement  erronée ,  et  l'on 
doit  s'étonner  qu'elle  ne  soit  pas  phis  en  désaccord  avec 
l'expérience.  Il  serait  donc  de  l'intérêt  général  de  substi- 
tuer une  théorie  exacte  à  cette  théorie  fausse,  mais  les 
mathématiques  élémentaires  seraient  fort  impuissantes 
pour  cette  tâche  :  l'assistance  de  l'analyse  supérieure  peut 
seule  nous  permettre  d'aborder  une  pareille  œuvre.  On 
pourra  facilement  s'en  convaincre  en  lisant  l'excellent 
livre  que  le  célèbre  Daniel  Bernoulli  a  publié  sur  l'hy- 
drodynamique (*)  ;  il  nous  y  fait  découvrir  les  lois  natu- 
relles Cjui  régissent  les  fluides  en  mouvement,  et  en  facili- 
tent l'application .  Ensuite  son  père,  avec  cet  esprit  si  ingé- 
nieux qui  l'avait  déjà  rendu  célèbre,  démontra  les  mêmes 
lois  par  d'autres  principes,  et  crut  corroborer  la  vraie 
théorie  des  eaux  en  mouvement.  Dans  ces  deux  Traités,  le 
calcul  infinitésimal  se  rencontre  à  chaque  pas.  C'est  donc 
à  notre  ignorance  de  l'analyse  supérieure  que  nous  de- 
vons nous  en  prendre ,  si  nous  sommes  parvenus  si  tard  à 
une  théorie  vraie  de  l'hydraulique.  C'est  donc  par  les  pro- 
grès de  l'analyse  que  cette  théorie  pourra  s'élever  à  son 
plus  haut  point  de  perfection,  et,  par  conséquent,  à  son 
maximum  d'utilité. 

Que  l'astronomie  soit  une  des  parties  les  plus  utiles  des 
mathématiques,  tout  le  monde  l'accordera  facilement.  Or 
cette  utilité  est  liée  à  l'exactitude  de  la  théorie,  à  l'accord 
de  celle  théorie  avec  les  phénomènes  célestes  5  donc  évi- 
demment cette  utilité  croît  avec  le  perfectionnement  de  la 
science.  Tant  que  le  vrai  système  des  corps  célestes  et  de 
leurs  mouvements  fut  inconnu,  l'arithmétique,  les  élé- 

(*)  Dan.  Bernoulli:  Hj  drodjnnmici,  Slrasb.  1738;  iii-.'|. 
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mcnls  de  géométrie  el  tl'optiqiic  sullisaienl  à  l'astronome. 
Mais,  en  découvrant  les  lois  véritables  du  mouvement  des 
corps  célestes,  Kepler  sentit  lui-même  tout  d'abord  que 
les  mathématiques  élémentaires  n'étaient  plus  à  la  hau- 
teur de  l'astronomie.  Newton  vint  ensuite  achever  mira- 
culeusement l'œuvre  de  Kepler;  et,  poiu-  cela,  quel  ar- 
senal de  calculs  n'emprunta-t-il  pas  aux  mathématiques 
supérieures?  Nul  n'en  peut  douter,  après  avoir  parcouru 
son  incomparable  ouvrage.   Nous  y  apprenons  que  les 
planètes  tracent  des  ellipses  autour  du  soleil ,  et  que  les 
aires  décrites  par  leurs  rayons  vecteurs  sont  proportion- 
nelles aux  temps.  Donc,  pour  construire  les  Tables  des 
mouvements  des  planètes,  il  faut  connaître  la  quadrature 
de  l'ellipse,  ce  qui  n'est  certes  pas  du  ressort  des  mathéma- 
tiques élémentaires.  D'autres  problèmes ,  des  plus  utiles 
et  des  plus  nécessaires,  servent  à  déterminer  les  orbites 
mômes  des  planètes  d'après  les  observations,  et  ceux-là 
exigent  encore  plus  impérieusement  le  secours  de  l'ana- 
lyse supérieure.  On  pourrait  encore  moins  s'en  passer 
dans  la  recherche  des  trajectoires  des  comètes  {voir  mes 
Mélanges  de  Berlin,  tome  VII)  (*).  D'un  autre  côté,  la 
théorie  de  la  lune,  quoique  étendue  et  rallermie  par  les 
démonstrations  aussi  solides  qu'heureuses  de  Newton, 
n'a  pu  cependant  être  menée  à  bonne  fin.  C'est  que  l'a- 
chèvement de  cette  théorie  exige  la  solution  de  problèmes 
de  mécanique  si  nombreux  et  si  difficiles,  que  l'analyse 
inlinilésimale,  toute  avancée  qu'elle  paraisse,  ne  saurait 
V  suffire.  Enfin,  on  sait  que  les  observations  nécessitent 
des  corrections  à  cause  de  la  réfraction.  Or  une  Table  de 
réfraction  ne  peut  être  construite  à  l'aide  de  l'expérience 
seule;  il  faut  que  la  théorie  détermine,  pour  une  hauteur 


(  *  )  Eiilonis  :  Dclrrminatio  orbitœ  conuliv  ann.  \-\)  ohscnaliv,  in  Misccll. 
H.Tul.,  Vil,  p.   I. 
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ipclcoiiquc,  les  tirets  de  la  rofraciion  ,  et  cotU!  théorie  est 
obligée  d'cmprunlcr  à  l'analyse  supérieure  ses  calculs  les 
plus  délicats.  Le  célèbre  Bougucr  (*)  nous  l'apprend 
clairement  dans  son  Mémoire  édité  à  Paris  sur  ce  sujet. 
De  tout  ce  qui  précède,  on  peut  conclure  d'abord  que  l'as- 
tronomie a  le  plus  grand  besoin  de  l'analyse  infinitési- 
male, et  ensuite  que  l'analyse  elle-même  est  encore  loin 
d'être  assez  avancée  pour  ses  applications  à  l'astrono- 
mie. 

L'artillerie  est  mise  ordinairement  au  nombre  des 
branches  des  mathématiques,  et  c'est  à  ce  titre  qu'elle 
rend  le  plus  de  services  dans  l'art  de  la  guerre.  Outre 
quelques  problèmes  de  géométrie  bien  connus,  qui  ont 
pour  but  de  déduire  du  diamètre  le  poids  du  boulet ,  et 
réciproquement,  on  y  considère  principalement  le  che- 
min décrit  par  le  projectile  que  lance  le  canon,  et  l'on 
conclut  les  règles  suivant  lesquelles  il  faut  diriger  le  ca- 
non ,  pour  que  le  boidet  frappe  un  lieu  donné.  Or  on  sup- 
pose, dans  cette  recherche,  que  le  projectile  décrit  une 
parabole,  ainsi  que  Galilée  l'a  démontré.  Mais  cela  n'est 
pas  conforme  à  la  vérité  dès  que  le  mouvement  n'a  pas 
lieu  dans  le  vide.  On  est  donc  induit  grandement  en  er- 
reur par  les  règles  et  les  Tables  fondées  sur  celte  hypo- 
thèse, leuis  auteurs  mêmes  l'avouent;  ils  rejettent  l'er- 
reur sur  le  compte  de  la  théorie,  et  s'imaginent  qu'elle 
n'a  de  valeur  que  lorsque  la  pratique  la  corrige.  Or  l'air 
nous  parait  être  ini  fluide  trop  subtil  pour  produire  une 
résistance  sensible;  et  pourtant,  dans  les  mouvements 
très-rapides,  tels  que  ceux  des  boulets  et  des  bombes,  la 
résistance  de  l'air  est  assez  grande  pour  que  le  projectile 
décrive  une  courbe  très-ditierente  de  la  parabole.  Pour 
corriger  celte  erreur  notable,   pour  suppléer  à  l'emploi 

(*)   Essai  d'Optique.  Paris  ,  i729;iii-8. 
Anii,  de  Mathcinai. ,  t.  XII.  (Janvier  i8J3.)  2 


(  i8  ) 
inopporliiii  de  la  parabole,  il  faut  inlroiluire  la  courbe 
véritable  suivant  laquelle  le  projectile  se  meut  dans  Fair. 
Newlon  paraît  avoir  fait  beaucoup  d'eft'orts  pour  la  dé- 
couvrir, et  cependant  son  exircme  habileté  dans  l'analyse 
supérieure  ne  lui  suffit  pas  pour  résoudre  ce  problème.  11 
laissa  l'honneur  de  cette  découverte  au  célèbre  Jean  Ber- 
noulli  (*).  INous  voyons  combien  doit  être  versé  dans  les 
malhémaliques  supérieures  celui  qui  veut  résoudre  des 
questions  d'artillerie.  Sous  d'autres  rapports,  l'artil- 
lerie était  indigne,  jusqu'à  ce  jour,  du  nom  de  science, 
tant  était  grande  son  ignorance  des  principes  qui  la  con- 
cernent. Outre  le  mouvement  des  projectiles,  elle  n'avait 
pas  encore  assez  étudié  la  force  et  l'action  de  la  poudre, 
et  c'est  là  le  pivot  de  la  science.  C'est  de  nos  jours  seule- 
ment qu'un  habile  anglais,  Robins  (**),  a  trouvé,  par  une 
suite  de  profonds  raisonnements,  la  véritable  ihéoi'ie  de 
la  force  de  la  poudre  à  canon.  Il  calcule  d'abord  la  force 
que  développe  l'inllammation  de  la  poudre,  et  la  vitesse 
qu'elle  imprime  au  boulet  ;  puis  il  détermine  le  mouve- 
ment même  du  projectile.  Les  expériences  n'ont  pas  peu 
contribué,  sans  doute,  à  ses  résultats;  mais,  s'il  n'avait 
eu  à  sa  disposition  l'analyse  supérieure,  il  lui  eût  été 
impossible  d'imaginer  ces  expériences,  ni  d'eu  rien  con- 
clure. 

Deux  mots  suffiront  pour  la  navigation;  car  personne, 
j'imagine,  n'osera  contester  ici  l'utilité  des  mathéma- 
tiques supérieures.  Si  nous  considérons  la  marche  du 
navire  porté  par  l'Océan,  nous  penserons  tout  d'abord  à 
la  courbe  loxodromique,  dont  l'invention  ne  peut  assu- 
rément être  attribuée  aux  mathématiques  élémentaires. 
Cette  courbe  sert  à  résoudre  la  plupart  des  problèmes  qui 


(  *  )  D(?  Mulu  corporum  gravium  pcndulorum  cl  piojcctiliiim. 
(**)  Rol)ins  :  New  principlcs  qf  gunncry .  London,  17V-' i  i'»--^- 


(  19  ) 
s  ollïcnl  à  ({UK()iu[iu.-  veut  éliulicr  1  aride;  réglor  la  course 
du  navire.  J^a  théorie  entière  de  la  navigation,  théorie 
qui  pose  les  bases  de  la  construction  et  de  la  conduite  des 
vaisseaux,  est  tellement  ardue,  exige  une  connaissance  si 
profonde  de  la  mécanique  et  de  l'hydrostatique,  que  le 
secours  de  l'analyse  supérieure  y  est  de  première  néces- 
sité. La  détermination  de  la  position  que  le  navire  occu- 
pera dans  l'eau  demande  un  calcul  considérable.  Veut-on 
en  déduire  la  forme  que  doit  avoir  le  navire,  et  mesurer 
la  charge  qu'il  doit  porter  pour  que  l'équilibre  soit  stable, 
pour  que  le  navire  supporte  la  traction  des  voiles  et  ré- 
siste au  chavirement  ;  c'est  alors  qu'il  faut  en  venir  à  des 
calculs  de  la  plus  gi'ande  profondeur.  ^  eut-on  eniSn  dé- 
couvrir l'art  de  disposer  les  voiles  et  de  conduire  le  na- 
vire à  son  but,  malgré  le  vent  contraire^  on  n'y  parvien- 
dra jamais  sans  l'aide  de  l'analyse  supérieure.  On  trouve 
tout  cela  de  la  dernière  évidence  en  lisant  l'excellent  ou- 
vrage de  BernouUi  (*)  sur  la  manœuvre  des  vaisseaux. 
J'ai  traité  la  même  matière  avec  plus  de  développements 
dans  deux  livres  que  j'ai  publiés  sur  la  science  de  la  navi- 
gation. Ainsi ,  nul  doute  ne  peut  subsister  maintenant  sur 
ce  sujet. 

La  physique,  cette  science  qui  étudie  tous  les  phéno- 
mènes de  la  nature,  fùt-elle  dépourvue  de  toute  utilité 
manifeste,  que  cependant  Télévation  et  la  grandeur  du 
but  attacheraient  encore  à  cette  science  tout  homme  qui 
aimerait  la  vérité,  et  par  cela  seul,  toutes  les  sciences  qui 
donnent  à  la  physique  plus  d'étendue  et  de  perfection  de- 
vraient être  à  nos  yeux  d'une  importance  extrême.  Mais 
la  physique  est  la  source  la  plus  profonde  en  résultats 
utiles  pour  la  vie  ordinaire.  Que  dira-t-on  alois  des  ma- 


(  *  )    Essai     d'une     nouvelle    théorie     dr     la     niaini'tifre    des    vaisseaux. 
15;ilo,  171/)  ;  in-4. 
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lliéniali(|ues  supéiiourcs,  si  je  prouve  que,  sans  elles,  il 
n'y  a  pas  de  progrès  possible  eu  physique?  D'abord  la 
plupart  des  phénomènes  que  nous  savons  expliquer  ap- 
partiennent aux  mathématiques  aussi  bien  qu'à  la  pliy- 
sique  :  tels  sont  ceux  qui  sont  expliqués  par  la  mécanique, 
l'hydrostatique,  Taéromélrie,  l'optique  et  l'astronomie. 
Ensuite,  daus  tous  les  phénomènes  où  l'on  observe  quel- 
que modification  de  la  matière,  ne  faut-il  pas  surtout 
avoir  égard  au  mouvement?  voir  par  quoi  et  de  quelle 
façon  il  est  produit?  quelles  variations  il  subit?  etc.  5  toutes 
études  qui  exigent  des  connaissances  profondes  de  la  mé- 
canique, et  une  étude  encore  plus  profonde  de  l'hydrody- 
namique, dès  qu'il  y  a  fluidité.  Or  toutes  les  modifications 
de  la  matière  observées  dans  la  nature  sont  dues  au  mou- 
vement; il  est  donc  clair  que  la  mécanique,  c'est-à-dire 
la  science  du  mouvement,  est  nécessaire  pour  expliquer 
même  le  plus  simple  changement  qui  se  produit  dans  l'u- 
nivers. Si  l'on  envisage  de  près  les  phénomènes  qui  pa- 
raissent les  plus  simples  ,  si  l'on  veut  les  ramener  aux 
lois  de  la  mécanique,  ils  présentent  tant  de  complication, 
qu'il  est  impossible  de  les  expliquer,  même  en  faisant 
usage  de  l'analyse  supérieure,  ('e  cas  se  présente  principa- 
lement dans  la  physiologie,  qui  étudie  les  mouvements 
des  êtres  vivants.  Dans  son  état  actuel ,  cette  branche  de 
la  physique  nous  oifre  des  phénomènes  qu'il  est  impos- 
sible d'expliquer,  et  qui  exigeraient  des  notions  complètes 
sur  les  mouvements  des  solides  et  des  liquides ,  jointes  à 
une  connaissance  profonde  de  l'analyse  supérieure.  Oui 
oserait  s'aventurer,  sans  de  pareilles  ressources,  à  des  re- 
cherches sur  le  mouvement  imprimé  au  sang  par  le  coeur, 
et  sur  la  marche  du  sang  dans  les  artères  et  dans  les  veines? 
Avant  d'al)order  une  iclle  explication  ,  il  fiut  arriver  à  la 
solution  de  problèmes  nombreux  et  dilliciles,  solution 
pour  laquelle  l'analyse  supérieure  est  encore  impuissante. 


(|aulquc  avaiicc'c  (|uc]lf  paraisse.  Tout  cela  sciubieia  plus 
clair  ([uc  le  jour,  si  l'on  veut  lire  les  auleurs  qui  ont  es- 
sayé de  donner  une  explication  rationnelle  des  phéno- 
mènes de  la  pliysi([uc  et  de  la  physiologie.  Je  me  conten- 
terai de  citer  le  livre  de  Borclli  {*)  sur  le  mouvement  des 
êtres  vivants.  On  y  voit  presque  à  chaque  page  combien  il 
a  besoin  de  toute  la  force  de  l'analyse  pour  arriver  à  son 
but,  et  souvent,  lorsque  ce  secours  lui  fait  défaut,  il  s'ar- 
rête découragé,  et  zie  sait  où  chercher  un  appui.  Borelli 
était  pourtant  fort  instruit  dans  les  mathématiques  de 
son  temps",  mais  elles  n'ont  reçu  que  plus  tard  les  déve- 
loppements nécessaires  pour  les  recherches  de  ce  genre. 

Je  crois  avoir  amplement  atteint  le  but  que  je  m'étais 
proposé,  de  rendre  évidente  l'extrême  utilité  de  l'analyse 
supérieure.  D'autres  arguments,  en  grand  nombre,  pour- 
raient confirmer  ma  démonstration  5  je  pourrais  prouver 
que  l'analyse  donne  à  l'esprit  plus  de  vigueur  et  le  r(  nd 
plus  apte  à  la  recherche  de  la  vérité.  Mais  les  ennemis 
des  mathématiques  trouveraient  ici  matière  à  discussion. 
Mes  premiers  arguments  sont  irréfutables,  et  je  m'y 
arrête. 


CONCOURS  D'AGREGATION  AUX  LYCEES,  ANRiEE  1813 


Par  m.   dieu. 

Agrégé  ,  doc  leur  es  sciences. 


Composition  d'analyse. 
Trouver  V équation  des  surfaces,  telles  que ,  si,  d'un 
point  donné  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  un 


(*)  J.-Alph.  Rorolli  :  De  Molu  animalium. 

(  **  )  Nous  ne  donnerons,  de  ceUe  année,  que  la  composition  d'analyse, 
atlendu  que  celle  de  mécaniciue  n'clail  autre  chose  que  lanalysc  du  pen- 
dule conique. 


(     22    ) 

plaTi  langent ,  le  rectangle:  de  cette  perpendiculaire  et 
de  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  de 
contact  IM  et  un  plan  P  mené  par  le  point  A  ,  soit  équiva- 
lent au  carré  de  AM, 

Si  Ton  prend  A  pour  origine  des  coordonnées  rectan- 
gulaires ,  et  le  plan  P  poui-  celui  des  xj  \  x^  y,  z  étant  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  M  d'une  des  surfaces 
demandées , 

—  px  —  qy 


\!x'  4- J -  -+-  z%      ±         L.  '-        et       ±zsji+  //■•  +  q- 

représentent  respectivement  AM,  la  distance  de  A  au 
plan  tangent  en  M ,  et  la  portion  de  la  normale  en  INI ,  qui 
est  définie  dans  l'énoncé  ;  mais  il  faut  prendre,  devant  les 
deux  dei'nières  expressions,  le  signe  pour  lequel  elles  sont 
positives. 

Les  surfaces  cherchées  sont  donc  celles  qui  satisfont ^ 
soit  à  l'équation 

x'^  -\-y-  -h  z'^  =  z(z  —  px  —  qj ] 

(0 

dz  dz 

zx  -—  ~\-JZ  -— 

dx  dy 

soit  à  l'équation 

^1  _j_j--  ^  z"-  =r  —  z[z  —  px  —  qy] 

.   .  I  ou 

dz  dz 

zx  — — \-  yz  — X-  —  r^  —  2  z^ 

dx  dy 

Par   la  méthode  de  M.  Jacohi ,  1  intégrale  de  l'équa- 
tion (i)  se  déduit  do  celles  des  équations  simultanées 

dx        dy  dz 

zx       XY  X-  H-  r-' 


(  .3 
(jui  sont 


J 


et  cette  intégrale  est 

(3)  jtM 


(f  désignant  une  fonction  arbitraire. 
On  obtient  de  même  l'équation 

(4)  ■''^'  =  {■^'  -^  y  ■+-  z')- 

dans  laquelle  i^  désigne  encore   une  fonction  arbitraiie, 
pour  l'intégrale  de  l'équation  (2). 

Les  surfaces  comprises  dans  les  équations  ['.])  et  (4) 
présentent  deux  caractères  communs  : 

i''.  Elles  oiitj  pour  centre,  le  point  A  5  car  ces  équa- 
tions ne  cbangent  pas  quand  on  remplace  ,r,  y^  z  par 
_.r,   _j,   —z. 

1'^ .  Le  plan  P  ou  xy  est  wi  plan  diamétral  princi- 
pal ;  car  ces  équations  donnent  deux  valeurs  de  :;  égales, 
et  de  signes  contraires  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  X,  y. 

Si  Von  coupe  les  surfaces  comjyrises  dans  Vcqua- 
tion  (3)  par  des  plans  conduits  suii'ant  Az^  on  a  tou- 
jours un  cercle  dont  le  centre  est  A.  En  elfet,  pour  avoir 
l'équation  d'une  de  ces  sections  par  lapport  à  Az  et  à  la 
trace  Kx'  de  son  plan  sur  jrj,  il  suffit  de  faire  dans  l'équa- 
tion 

X  =  x'  cos  0 ,     j'  =  ^'  sin  ô 

(0  désignant  l'angle  x' Ax  compté  de  Ax  \ers  A^'"):  ce 
qui  donne 

x'-  4-z'  =  «^(tangO), 

é(|uation  qui  représente  une  circonférence,  si 

<p(tangO)>o; 


(  ^4  ) 

roiiginc  A  soiilcmeni ,  si 

(p(tangO)  =  o, 
v.l  qui  ne  représente  rien,  si 

y(tang&)<o. 

Enfin,  on  voit  facilement  que  l'origine  est  un  poinl 
isolé  des  surfaces  comprises  dans  l'équation  (4)- 


EXPOSITION  AMLYTIQIE  DES  POINTS  M  IPOllTION  El 
DES  RAPPORTS  COMPOSÉS  SEGMEIXTAIRES. 


I.   hwolution. 

\.  Définition.  Si  ion  porte  sur  une  droite,  à  partir 
d  un  point  fixe  pris  pour  origine,  des  longueurs  propor- 
tionnelles aux  racines  d'une  équation  algébrique  de  de- 
gré m,  ayant  égard  à  leurs  signes,  les  points  ainsi  déter- 
minés sont  dils  points-racines. 

Observation.  Aux  racines  égales  correspondent  des 
points  conjugués  multiples*,  aux  racines  imaginaires,  des 
points  imaginaires  qui  donnent  des  résultats  réels,  lors- 
que les  racines  sont  combinées  symétriquement  \  résultats 
dont  il  faut  tenir  compte  quand  il  s'agit  de  ce  genre  de 
combinaisons. 

2,  Définition.   Soit 

n^jf"  -\-  n,x"—^  -I-  .  .  .  +  ti„^.,  =  o 

une  équation  algébrique  donnant  lieu  à  un  système  de 
n  points-racinesj  prenons  une  distance  quelconque  /,  (pii 
détermine  un  point  que  nous  désignons  par  C  ;  le  prodnit 
des  distances  du  point  C  aux  ///  points-racines  est  é\idcuv- 


(  '^-^  ) 

ineiil  éi;al  à 


l-n .+.  _  /'«->  +  .  .  .  -j- 


ce  produit  est  la  puissance  du  point  C  relativement  au 
système  des  ni  points-racines.  Le  point  C  peut  se  nommer 
poin  t-p  o  ten  tiel. 

Observation.  La  puissance  de  l'origine  est  ( — i)'"  -^i^. 

3.  Définition.  Si  plusieurs  systèmes  de  points-racines, 
placés  sur  la  même  droite,  ont  la  même  puissance  par 
rapport  au  même  point-potentiel  C ,  ces  systèmes  équiva- 
lents sont  dits  en  inuolution ,  et  le  point-potentiel  porte 
le  nom  de  centre  cTinvoIution ,  ou  simplement  de  point 
central. 

4.  TnÉoniîME.  Etant  donné  un  système  de  n  équa- 
tions algébriques 

(i)       P-i-Q,  =o,     P-t-Q2=o,...,     P-t-Q„  =  o, 

P,  Q ,  Q2  5  •  •  •  7  Q'>  ^ont  des  J'onctiofis  algébriques  en- 
tières de  X.  Si  les  n  —  i  équations 

(2)     Q,  — Q,  =  o,     Q,-Q3  =  o,...,     Q,  — Q,.  =  o, 

ont  des  racines  communes ,  les  n  systèmes  de  points- 
racines  donnés  /)ar  les  équations  (1)  sont  en  involulion , 
par  rapport  à  chaque  point  déterminé  par  une  des  ra- 
cines communes  au  système  (2). 

Démonstration .  Soit  /•  une  des  racines  communes  au 
système  (2)5  celte  valeur  étant  mise  à  la  place  de  x  dans 
chacune  des  équations  du  système  (i)  donne  des  résultats 
égaux ,  car  la  dilîérence  entre  deux  quelconques  de  ces 
résultats  est  nulle  5  mais  chacun  de  ces  résultats  est  la 
puissance  du  point  déterminé  par  /',  par  rapport  à  un 
système  de  poinls-racijies,  §  !2 ,  donc  C  est  un  point  cca- 


(  26  ) 

tral ,  et  loiis  les  n  syslènics  àc.  points-racines  sont  en  invo- 
lution. 

Corollaire.  Si  Ton  veut  ajouter  un  nouveau  système 
de  p  points  en  involulion  avec  les  n  systèmes,  il  est  évi- 
dent qu'on  peut  prendre  p —  i  de  ces  points  à  volonté. 
Si  le  point  C  fait  partie  des  p  —  i  points,  le  p''"'"'  point 
est  situé  à  l'infini  ;  car  zéro  entre  alors  comme  facteur 
dans  le  dénominateur  de  la   fraction   (jui   détermine  le 

5.  Les  trois  systèmes  des  points-racines  donnés  par  les 
équations 

P  +  Q,  =ro,       P-f-Q3  =  o,      p +  Q,  (i  — /«)  + wO,  =  o, 

sont  en  involution*,  car  les  deux  différences  Q, — Q2 , 
m  (Qi  —  Q2)  étant  égalées  à  zéro,  ont  les  mêmes  raci- 
nes (4). 

Si  P,  Qi,  Q2  sont  des  fonctions  entières  à  deux  varia- 
Lies  j?,  y  ;  alors  les  tiois  équations  représentent  trois 
courbes  algébriques  passant  par  les  mêmes  points-,  car  la 
troisième  équation  s'obtient  en  ajoutant  la  première,  mul- 
tipliée par  I  —  77?,  à  la  seconde,  multipliée  par  m.  Fai- 
sant 

j=  o 

dans  les  trois  écjuations,  on  a  trois  équations  dont  les 
points-racines  sont  les  intersections  des  trois  courbes 
avec  l'axe  des  .r;  et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les 
systèmes  sont  en  involulion.  On  a  donc  le  tliéorème  sui- 
vant. 

<».      riIÉORIiME. 

R  =  o ,     S  =  o ,     (  I  —  /«  )  R  +  /«  S  =  o 

riant  les  équations  de  trois  courbes  algébriques ,  une  sé- 
cante quelconque  les  coupe  en  trois  systèmes  de  points 
(pli  sont  en  iin'olution^  et  il  y  a  autant  de  centres  tC in- 
volution que  réqiuiiion  \\  —  S  =  o  «  de  racines. 


(  ■>■!  ) 

Le  lliéorcrnc  <lc  Desargues  est  eompiis  clans  ce  llieo- 
rème  général. 

Ohsctvaùon.  On  a  un  tliéorèine  analogue,  si  R,  S 
étant  des  fonetions  à  trois  variables  ,  les  équations  repré- 
sentent des  surfaces. 

7,  Les  coniques  étant  toujours  le  principal  sujet  d'in- 
vestigations géométriques,  et  ces  courbes  n'étant  rencon- 
trées par  une  droite  qu'en  deux  points  ,  on  n'a  guère  étu- 
dié que  l'involutioïi  d'un  système  de  deux  points-racines 
chacun. 

8.  Une  équation  réciproque  de  degré  2  n  donne  uji 
système  //  de  deux  points-racines  en  involution  relative- 
ment à  l'origine,  la  puissance  étant  1. 

0.   Soient  les  trois  équations 

«I  x^  H-  <7^  .r  H-  «3  =  o , 
h^  X-  4-  b-,x  -j-  b,i  =  o , 
Ci  ,r^  -i-  c,x  -\-  Ci  z=  o  ; 

pour  (pie  les  trois  systèmes  de  deux  points-racines  soient 
en  involution,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  équations 

a,        62 \        a,        6; 

«1        b,  j        bi        b^  ' 


/  ^/2        c\  \        a,,       c, 
x[ H =  0 


aient  une  racine  commune  5  ce  qui  donne  la  relation 
(i)  déterminant  ((?,  ^jc,)  =  o  ; 

et,  lorsque  cette  relation  subsiste,  les  trois  systèmes 
sont  en  involution.  Le  centre  d'involutlon  est  déterminé 
par  Fécpiation 

rt,  b ,  —  a.  b,        rt,  fj  —  (i:,c, 
a-,  b,  —  O;  b,,       a^c,  —  r/,  c..  ' 


(  ^«  ) 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  valeurs 
égales  de  x,  on  retrouve  l'équation  (i). 

En  éliminant  x'  et  x  entre  les  trois  équations,  on  a 
encore  léquation  (1)5  donc  une  de  ces  équations  est  une 
conséquence  des  deux  autres  5  de  sorte  (ju'on  a  la  relation 

c,  =  rt|  +  nbi ,      c-iZ=.  a^i-k-  nb, ,      c^  =  «3  +  nb^. 

Donnant  à  n  une  valeur  quelconque,  même  imaginaire, 
on  trouve  tous  les  couples  de  points  en  involution  avec  les 
deux  premiers  couples. 

Obseivation.  L'équation  (1)  n'est  autre  que  l'équa- 
tion (i)  de  M.  Cliasles  [Géométrie  supérieure,  page  i55). 

10.   Reprenons  l'équation 

<-/,  jc"  -f-  a^x"~^  -f-  .  .  .  -f-  f/„  =:  o  ; 

soient  «j,  «îv*")  °^n  les  n  racines;  / — a,,  / — a,,..,,  / — a„ 
sont  les  n  distances  du  point  C  aux  n  points-racines,  ^  2. 
Une  fonction  symétrique  de  ces  distances  s'exprime  en 
fonction  de  /,  et  des  coelTicienls  de  Téqualion.  Les  sys- 
tèmes de  points-racines  pour  lesquels  cette  fonction  est 
constante,  relativement  au  même  point  C,  sont  dans  une 
relation  involutive.  On  n'a  étudié  jusqu'ici  que  les  pro- 
duits qui  donnent  des  propriétés  géométriques  d'un  énoncé 
simple,  et  aussi  les  sommes  qui  se  rattachent  aux  points 
de  moyenne  distance  :  mais  toute  fonction  symétrique  ren- 
ferme quelque  théorème  de  géométrie.  On  peut  même  dire 
que  les  principales  propriétés  des  lignes  et  des  surfaces 
ne  sont  que  l'expression  graphique  de  quelque  fonction 
symétrique.  La  théorie  de  ces  fonctions  est  le  fondement 
de  toute  la  géométrie  supérieure.  Aussi  n'a-t-on  pas  man- 
qué de  retrancher  cette  théorie  du  nouvel  enseignement; 
car  nous  ne  devons  connaître  d'autre  supériorité  que  celle 
de  nos  faiseurs.  Soit. 


(  ^-9  ) 
II.  Happons  composes  scgiiicntaires. 

11.  Le  produit  cli;  plusieurs  rapports  géométriques  est 
un  rapport  composé.  Soit  une  équation  de  degré  in  don- 
nant autant  de  points-racines.  Décomposons  ces  in  ra- 
cines en  n  groupes  de  deux  racines  cliacun -,  prenant  la 
didéience  de  deux  racines  dans  chaque  groupe,  on  aura  // 
segments.  Désignons  le  produit  de  ces  n  segments  par  P; 
faisant  une  seconde  décomposition  semblable,  on  par- 

vn*nt  a  un  autre  produit  li..  Le  rapport  -  ou  -  est   un 

rapport,  composé  segmentaire. 

12.  Lcmme. 

a  —  i  =  r, 

n         b  ah 

13.  Théorîîme.  Si,  dans  un  rapport  composé  seg- 
mentaire, on  remplace  chaque  racine  a.  par  -i  p  étant 

a. 

UJi  nombre  donné ,  îc  rapport  reste  le  même. 

Démonstration.    Si   en   remplaçant   chaque   racine  a 

par-ï    le   produit    que  nous    désignons   par  P  devient 

P  R 

( — p)"-  ç  ■>  le  produit  R  devient  ( — p)"  —,  S  étant  le  pro- 

duit  des  m  racines    (lemme  12).   Donc  le  rapport  ne 
change  pas. 

14.  Lemmc.  Soit  l'équation 

rt,  X'"  H-  Oi  .r'"-'  -h  .  .  .  H-  r/„  .r  -J-  r/,„_^,  =  o  ; 
si  l'on  a  la  relation 


a,. .  a„ 


]}  riant  un  nombre  (loniu-;  pour  //   impair,  1  équation  a 
une   racine  égale  à   — />,  et  les  //  —  i  autres  racines  se 

partagent  en groupes  de  deux  racines,  dont  le  pro- 


(luit  est  /? -,   pour  n  pair,  les  racines  se   partagent  en  - 

groupes  de  deux  racines,  dont  le  produit  est  p. 

Observation.  Celte  équation  est  dite  réciproque ,  dans 
le  sens  général.  On  applique  ordinairement  cette  déno- 
mination à  une  équation  lorsque  p  =i.  Nous  conservons 
le  sens  général. 

-15.  Corollaire.  Une  équation  réciproque  do  degré  2 /i 
est  une  involution  de  n  groupes  de  deux  points-racines, 
l'origine  étant  le  centre  d  involution.  Formons  un  rap- 
port composé  segmentai re  avec  un  nombre  p  de  ces  ra- 
cines. Remplaçons,  dans  ce  rapport,  cliaque  racine  par 
son  inverse,  on  aura  un  rapport  composé ,  qui  sera  encore 
segmentaire,  car  les  inverses  sont  aussi  i  acines  de  V équa- 
tion^ et  ce  second  rapport  segmentaire  sera  égal  au  pre- 
mier (13). 

Happori  segmentaire  binaire. 

16.  Un  rapport  binaire  est  le  produit  de  deux  rapports. 
(Considérons  quatre  points-racines  donnés  par  les  racines 
a,  (3,  oTi,  (3,,  que  ces  points  suivent  Tordre  croissant  de 
grandeur  de  gauche  à  droite;  on  peut  former  trois  rap- 
ports binaires, 

(g,  -a)(P.-^)  (p,-a)([j-a,)         (P-a)(a.-p.) 

(p,  -  «)  (a,  -  fi)  '        (P  _  a)  (p,-a,)'       (a,  -  a)  (fi  -  p.)' 

J)ans  chaque  rapport,  chacune  des  racines  parait  deux 
fois.  Le  premier  et  le  troisième  l'apport  sont  positifs,  et 
le  deuxième  est  négatif.  Ces  trois  rapports  sont  mainte- 
nant connus  sous  le  nom  (K-  rapports  an/ianno/iiqncs  ^ 


(3.  ) 

lors(}uc  le  lappoil  est  éi^al  à  — i,  on  le  nomme  raj^port 
harinoniqiie. 

Ohseivation .   Chez  les  anciens,  le  second  raj)porl  s"é- 
crivait  aussi 

(P,  -  a)  [u,-J) 

Il  étail  positif,  et  devenait  luuinonique ,  lorsqu'il  était 
égal  à  -f-i  ;  mais  alors  il  n'y  a  plus  de  symétrie  dans  l'ex- 
pression. C'est  ce  qui  a  engagé  M,  Chasles  à  changer  le 
signe  et  à  écrire  j3  —  «i ,  au  lieu  de  «j  —  jS.  D'ailleuis  le 
célèbre  géomètre  ne  fait  point  usage  de  la  notation  des 
points-racines.  Cette  notation  rendrait  peut-être  plus 
mnémoniques  les  précieuses  et  nombreuses  équations  qui 
se  rattachent  aux  rapports  harmoniques,  et  qui  sont  con- 
signées dans  la  Géométrie  supérieure.  L'idée  des  points- 
racines  appartient  à  M.  Gauss  [voirl.  I,  p.  444)- 


REMARQUES  SUR  LE  CALCUL  DES  DÉRIVÉES  DES  FONCTIO^S 

:r"   ET   rt'5 


Par  m.   SCULOMILCH, 

Professeur  à  Dresde. 


La  manière  ordinaire  de  développer  les  dérivées  de  x" 
et  a''  consiste  à  recourir  à  la  formule  du  ])inôme  démon- 
trée par  quelques  considérations  relatives  aux  combinai- 
sons. Mais,  comme  les  formules  qu'il  s'agit  de  développer 
sont  fort  simples,  il  vaut  mieux  éviter  l'emploi  d'une 
Ibrmule  plus  compli(|uée;  cela  se  lait  facilement  à  l'aide? 
de  la  formule  tout  à  fait  élémentaire 


^'         a  — h 

comme  nous  le  ferons  voii 


H-  a"'-'  -\-  n'"-^  h''  -f- .  .    +  h" 


{  32  ) 

1.  Quant  à  la  dcrivéo  de  la  fonction  x"\  on  a 

d(.7f)        ,.      (x-hS)'"  —  .r'"         ,.      (.r-h^)"'  —  jT 

— =  lim  ^ X =  lim  ^ : 

(Ix  à  X  -{-  S  —  X 

et,  en  faisant  usage  de  la  formule  (i),  on  trouve  sur-le- 
champ 

— ^ — '■  =  w/.r"'-'. 
clx 

Après  avoir  démontré  cette  formule  pour  le  cas  d'un 
exposant  positif  et  entier,  il  est  très-facile  de  la  générali- 
ser par  des  méthodes  connues  :  on  fera 

p 
x'I  =  y, 
})ar  conséquent, 

xP  =  j>-'/, 
ce  qui  donne 

d{xP)  _  r/(j?)    clf 

(Ix  dy       dx 

2.  Pour  développer  la  dérivée  de  la  fonction  a^,  il  est 
nécessaire  de  démontrer  que  l'expression  (  i  -h  -  1  con- 
verge vers  une  limite  déterminée  quand  on  fait  croitie  à 
l'infini  le  nombre  s.  Cela  se  fait  de  la  manière  suivante  : 
En  supposant  a^hy  l'équation  (i)  donne  l'inégalité 

d'" b"* 

;-  '^  ma"*''      ou     a'"  —  b'"  <^ni  [a  —  /;)  rt™"^'  ; 

a  —  tj 

on  tire  de  là 

(3)  [„_„,(,,_/,)]„'"-'<//"; 

Cl,  en  prenant 

a  =:  \  -\ 7       /^  =  I  -4 

1»!     I  •         IJI 


(  33  ) 
on  a  immédiatement 

(4)     (-,7r^y"'<(-,^)"- 

Cela  prouve  que  la  quantité  (  iH — j  croit  toujours,  si  s 

est  un  nombre  positif  et  entier  qui  devient  infiniment 
grand. 

Prenons  maintenant 


I         , 

rt  u=  I  H ,      0  .T=  I      el     m  =  n  -i-  i: 

in 

alors  l'inégalité  (3)  se  change  en  celle-ci  : 

-(i-l-—  )   <i,     on     (i  +  -L)   <;2. 

2\        in  j  \        m  /     ^ 

11  s'ensuit 

/  I      \  -"  /  1  \2n  — 1 

I+—        <4     et        iH- )         <4, 

en  vertu  de  la  formule  (4)- 

La  quantité  (  n — j   reste  donc  toujours  inférieure  au 

nombre  4  ^  on  en  conclut  qu'il  doit  exister  une  limite  dé- 
terminée vers  laquelle  converge  l'expression  dont  il  s'agit; 

celte  limite  est  comprise  entre  les  nombres  (  i  H — )    =2 

et  4",  en  la  désignant  par  e,  nous  aurons 

lim  I  i-l —  \  =  c, 

pourvu  que  s  soit  un  nombre  positif  et  entier.  La  dé- 
monstration, pour  le  cas  de  s  fractionnaire  ou  négatif, 
se  fait  de  la  même  manière,  comme  on  le  voit  dans  les 
Traités  du  calcul  différentiel. 
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SOLUTION  DE  LA  QIESTION  167 

(voir  t.  VI ,  p.  394)  ; 

Pau  m.   h.   FAURE. 


On  sait  que  le  lieu  géométrique  clos  projections  ortho- 
gonales du  centre  de  la  leniniscate  de  Beriioulli  sur  les 
tangentes  a  pour  équation  polaire 

^  -  2 

p  ^  =   rt  '  CCS  3  (»  , 

l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  étant 

a'-  =  p'  ces  2&). 

M.  W.  Roberts  propose  de  démontrer  que  la  longueur 
d'un  quadrant  de  cette  podaire  est  égale  à  trois  fois  la  dif- 
férence entre  lare  infini  de  l'hyperbole  équilatère  et  son 
asymptote. 

Cette  question  se  trouve  résolue  par  l'auteur,  dans  le 
tome  X  des  annales  de  M.  Liouville  ]  il  l'a  déduite  d'une 
proposition  plus  générale,  au  moyen  des  fonctions  ellipti- 
ques. Nous  allons  la  démontrer,  en  suivant  une  autre  mar- 
che que  nous  appliquerons  à  l'équation  a'"=  p"'cosmo), 
qui  comprend  l'hyperbole  équilatère  comme  cas  particu- 
lier. On  reconnaît  facilement  la  forme  de  cette  courbe; 
elle  se  compose  de  m  branches  infinies,  ayant  pour 
asymptotes  des  droites  qui  font  avec  l'axe  polaire   des 

3  TT  5  TT  {l  m  1  )  TT 


auiiles  égaux  a  ?    ,     »  •  •  •  »    ^^ —•  Un 


2  m        im        2  m  2  m 

trouve  pour  équation  de  la  première  podaire. 


(35  ) 

Si  1  on  proiotle  de  même  le  centre  de  noire  courbo  sur 
la  tangente  à  celle-ci,  on  trouvera,  pour  la  deuxième 
podaire, 


SoitE  l'excèsdela  longueurd'une  asymptotede  lacourbc 
représentée  par  a'"  =^  ,o''  cos m w  ,  sur  la  branche  de  courbe 
correspondante,  et  soit  S  la  longueur  d'une  demi-boucle  de 
la  deuxième  podaire.  Nous  allons  démontrer  que 

m  —  I   „ 

E  = S. 

7.m  —  I 

En  effet,  si  l'on  calcule  1  aie  de  la  podaire  d'après  la  for- 
mule 

S  =  /  V  cl^'  H-  p'  dtjr , 
on  trouvera 

J   s'i  —  z'"- 
en  posant 

p  =  «z""~'. 

La  même  formule  donne,  pour  l'aie  de  l'autre  courbe, 


en  posant 
Or 


P  =  ;• 


Z'\'l  —  Z-'"  2  J     y/,. 


--  dz 


Pour  avoir  la  différence  entre  deux  longueurs  très- 
considérables,  portées,  la  première,  sur  l'asymptote,  à  par- 
tir du  centre ,  et  la  seconde  sur  la  courbe  a"'=p'"'  cos nio), 

3.. 


(  :^6) 

à  parlii  du  sommet,  il  faut  voir  te  que  devient  la  dilVé- 

reiice  p  —  S  lorsque  p  est  infini ,  ou S'  pour   z  =  o. 

Or 


S'  = (w  —  \)a  j  -—=^  —  E. 

z  z  z  J  s/y  —  z"" 

Nos  intégrales  doivent  ètie  prises  entre  o  et  i.  Entre 

ces  limites,  les  deux  quantités  qui  précèdent  le  signe    i 

s'évanouissent;  donc  , 

Par  suite,  puisqu'il  faut  renverser  les  limites  pour  lune 
ou  l'autre  de  ces  intégrales, 

„        m  —  1 

E  = S. 

im  —  I 

Dans  le  cas  particulier  de  la  question,  il  faut  faire 

/«  =  2  , 

ce  qui  donne 

E=^S,     ou     S=3E. 


SIR  14  LOCUTION  :  DIVISER  INE  DROITE  U  EXTREME  ET 
MOYENNE  RAISON 

(Toir  t,  ni,  p.  S). 


Cette  locution  française  est  une  traduction  littérale  de 
la  locution  grecque  :  uK^t»/  koû  ftîrov  xôyov  nfcùv.  On  ren- 
contre cette  expression  au  moins  quinze  fois  dans  Eu- 
clide,  et  tous  les  manuscrits,  soit  de  cet  auteur,  soit  des 
auteurs  grecs  qui  ont  écrit  après  lui,  ne  varient  pas  sur 


(  ^7) 
cette  expression,  et  la  lapporlenl  de  la  même  manière. 
Ainsi,  il  y  a  certitude  que  nous  possédons  la  véritable 
Leçon  d  Euclide.  On  cite  contre  celte  Leçon  un  texte  arabe 
{tome  m,  page  8)  ;  mais  l'autorité  d'une  traduction  fian- 
çaise  d'un  texte  qui  est  la  traduction  arahcà\ui  texte  grec 
ne  peut  prévaloir  contre  le  texte  grec  lui-même,  imprimé 
depuis  i533  [Bas.  in-folio,  curcl  Simon is  Grynaei). 

Cette  Leçon ,  traduite  littéralement  en  français,  est  une 
réunion  de  mots  ne  présentant  aucun  sens.  C'est  que,  pro- 
bablement, on  a  ici  affaire  à  une  locution  du  genre  ellip- 
tique. On  en  trouve  de  semblables  dans  toutes  les  langues, 
cl  surtout  dans  les  langues  anciennes.  Chaque  manuscrit 
étant  jadis  le  produit  d'un  travail  isolé,  on  avait  intérêt  à 
économiser  les  mots  pour  gagner  du  temps,  et  aussi  pour 
ménager  la  place  ;  car  la  matière  sur  laquelle  on  écrivait , 
papier  ou  parchemin,  était  rare  et  assez  chère.  Pour  com- 
pléter l'expression  elliptique  d'FAiclide,  il  faut  s'aban- 
donner aux  conjectures.  En  voici  ime  qui  me  parait  assez 
vraisemblable. 

Soit  une  droite  divisée  d'une  manière  quelconque  en 
deux  segments  inégaux  «  et  è,  et  soit  ^^a;  les  trois  quan- 
tités «,  b,  a-\-b  sont  écrites  suivant  leur  ordre  de  gran- 
deur :  Z>,  qui  est  au  milieu,  est  la  quantité  moyenne  ^  a 
et  a -h  ^,  aux  extrémités,  sont  les  quantités  extrêmes. 
Combinées  deux  à  deux,  ces  trois  quantités  donnent  lieu 
à  six  raisons,  parmi  lesquelles  il  n'y  en  a  que  deux  qui 
puissent  devenir  égales,  savoir:  la  raison  tirée  de  Tcx- 

trêmcrt,  ou  y  5  et  la   raison  tirée  de  la  moyenne  h.,  sa- 

0 

b 
voir    r  :  ou  peut  avoir 

a  b 


b        a  +  b 
La  raison  y  aura  pris  le  nom  de  raison  de  lejclrctnc,  ou 


(  :^8  ) 

simplemeni  extrême  raison  :  et  la  raison  r  ■>    raison 

^  '  a  -\-  b 

fie  la  moyenne  ou  moyenne  raison.  Il  s'agit  donc  de  par- 
tager une  droite  de  manière  que  la  moyenne  raison  soit 
égale  à  l'extrême  raison,  et  plus  brièvement  encore,  par- 
tager une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison.  Il  faut 
donc  conserver  cette  locution  ancienne  ,  aujourd  hui  gé- 
néralement comprise ,  et  qui  a  pour  elle  le  droit  de  pres- 
cription. 

Si  on  voulait  s'exprimer  en  langage  moderne,  il  fau- 
drait dire  :  Partager  une  droite  en  deux  segments 
formant  auec  cette  droite  une  proportion  continue.  C'est 
la  formule  adoptée  par  Lorenz  (Jean-Frédéric),  dans  son 
excellente  traduction  allemande  des  quinze  Livres  d'F.u- 
clide^  1781. 

Dans  la  géométrie  moderne,  cette  section  segmentaiie 
n'est  guère  employée  que  pour  la  construction  du  déca- 
gone, et  n'a  aucune  importance  dans  la  géométrie  seg- 
mentaire,  parce  qu'elle  ne  se  projette  j)as  coniqueme/it , 
mais  cylindriquement.  Cette  dernière  projection  est  l'ob- 
jet implicite  de  la  septième  proposition  du  quatorzième 
Livre  (*).  Les  six  dernières  propositions  du  treizièmeLivre 
consacrées  à  la  construction  des  cinq  corps  réguliers,  con- 
tiennent des  applications  de  la  section  continue  j  de  même, 
le  quinzième  Livre,  qui  traite  aussi  de  la  même  construc- 
tion. D'ailleurs,  on  sait  que  le  quatorzième  et  le  quinzième 
Livres  ne  sont  évidemment  pas  d'Euclide  ;  on  les  attribue  à 
llypsiclès,  géomètre  d'Alexandrie,  du  second  siècle  de 
notre  ère. 

Il  est  à  remarquer  que  les  quinze  Livres  ne  contiennent 
aucune  proposition  relative  à  la  circonscription  des  cinq 
corps  réguliers  à  la  sphère. 

(  *)  M.Chasles  voudrait  qu'on  réuiiil  loulcslos  propositions  géométriques 
qui  se  rîip|)ortcnl  à  rcUc  proportion  (  Uisloirc  dr  la  Gcoinétric ,  p.  5i3). 


(  3.)  ) 

Le  célèbre  Paccioli  Lucas  de  lîorgo,  lièie  inineui  (*)  de 
J'ordre  des  Franciscains,  a  publié,  en  italien,  un  ou- 
vrage spécial  sur  la  proportion  continue,  sous  ce  litre: 
Divitia  pvoporlione  opéra  a  tulti gliùigcgni perspicaci  c 
ciiriosi  necessnria  que  ciascun  stiidioso  dl  Philosophia , 
Prospcttiva,  Pictura,  Sculptwa,  Anhileclnra,  Mitsica , 
a  allre  Mallicnutticc ,  siua'ùsiina,  soltile ,  e  adniirabilc 
docLrina  coiisequira,  e  delcctarssi,  cou  varie  (jneslionc 
de  secretissiina  sciciilia. 

L'ouvrage  est  imprimé  à  Venise,  en  iSop  (**)  ;  Kéistner 
en  donne  une  description  très-détaillée,  très-instructive 
[Histoire  des  Mathématiques ,  tome  I ,  page  417^1 796  '-,  en 
allemand).  J'ai  constaté  l'extrême  exactitude  de  cette  des- 
cription sur  l'exemplaire  qui  se  trouve  à  la  Bibliothèque 
impériale  sous  l'inscription  V.  545.  Le  frère  Lucas  donne 
cinq  raisons  pour  justifier  l'épi  tliète  de  divine  donnée  à  la 
proportion  :  «  La  prima  e  cJie  leijia  una  sola  e  non  piuj 
e  7ion  possibi/e  di  lai  asegnare  altre  specie  ne  difjeren- 
tie.  La  quale  unita  fia  el  supremo  epitete  de  epso  idio 
secunda  tutta  la  scola  theologica  e  anche  pliilosophica. 
La  secunda  convenccntia  e  delà  Saiicta  Trinita.  Cio  e  si 
comme  in  diwinis  una  medesima  substantia  fia  Jra  tre 
persone,  Padre,  Figlio  e  Spirilo  Sancto.  Cosi  una  me- 
desima proportione  de  qnesta  sorte  scmpre  conuen  se 
trovi  fra  tre  terndni ^  e  mai  ne  in  piu,  ne  in  manco  se  po 
relrus'are  (page  4)  ('*'**).  Les  trois  autres  raisons  portent 
aussi  le  cachet  de  la  profession  et  du  siècle  de  ce  savant 
moine,  d'un  esprit  très-distingué,  et  qui  comptait  Léonard 


(  "  )  Les  Coidc'lieis  prenaient  par  humilité  le  nom  de  Frères  mineurs. 

(**)  Il  n'existe  pas  d'édition  antérieure  ;  on  en  trouve  sept  exemplaires 
dans  les  Bibliothèques  publiques  de  Paris,  deux  à  la  lîibliothèqiie  Impé- 
riale ,  deux  à  l'Arsenal ,  deux  à  la  Mazarine,  un  à  Sainle-Genovicve.  Mous 
devons  ce  renscif;nemcnt  au  savant  prince  Balthasar  Boncompajjni. 

i'^**)  Les  pa[;('s  ne  sont  numérotées  qu'au  recto. 


(  4o  ) 

de  Vinci  parmi  ses  nombreux  amis.  C'est  même  l'illustre 
artiste  qui  a  dessiné  les  figures  de  la  Divina  propor- 
tione,  où  l'on  trouve  représentés  divers  polyèdres,  l'un  de 
soixante-douze  faces ,  de  l'invention  de  Paciolus ,  et  aussi 
les  formes  très-bien  exécutées  des  lettres  capitales  de 
l'alphabet  latin,  et  des  dessins  d'architecture  suivant  des 
proportions  qui  n'ont  aucun  rapport  à  la  proportion 
divine,  comme  Montucla  dit  erronément  [Histoire  des 
Mathématiques,  t.  P"",  p.  55i).  Dans  la  dédicace  à  Petro 
Sederino,  gonfalonnier  perpétuel  à  Florence,  on  lit  que 
Paciolus  a  présenté  un  opuscule  [libellwn)  de  Divina 
proportionc  à  Louis  Sforce,  duc  de  Milan,  et  il  ajoute  : 
Tanto  ardore  ut  schemata  quoque  sua  Vincii  nostri 
Leonardi  nianibus  scalpta.  Quod  oplicen  ifistructiorem 
reddere  possent  addiderini. 

On  trouve  plusieurs  emplois  ingénieux  de  la  section 
continue  dans  Touvrage  suivant  :  Euclidis  Megaren- 
sis  (*),  niatheniatici  clarissimi  Elementa,  libris  XV  ad 
germanatn  geometriœ  intelligentiam  e  dis^ersis  lapsihus 
temporis  injuria  contrac lis  restituta.  Ad  impletis  prœter 
majoruni  spem ,  quœ  hactenus  deerant  solidorum  regula- 
rium  conferentiis  ac  inscriptionihus.  Accessit  decimus 
sextus  liber  de  solidorum  regulariurn  sibi  inviceni  in- 
scriptoruin  collationibus.  Noi^issinie  coUatisunt,  decimus 
septimus,  et  decimus  octavus  pj'iori  editioni quodammodo 
polliciti,  de  componendorum ,  inscribendorum  et  con- 
ferendorum  comj)ositorum  solidorum  inventis ,  ordine  et 
numéro  absoluti.  Authore  D.  Francisco  Flussate  Can- 
dollo  ad  Carolum  IX,  Cliristianissimum  Galliarum  llc- 
gem.  Lutetia  Parisiorum,  anno  1601. 

La  première  édition  est  de  Paris,  i566  j  la  seconde  de 

(  •  )  On  a  longtemps  confondu  le  géomètre  d'Alexandrie  avec  son  homo- 
nyme, le  philosophe  de  Mégare. 


(  4i  ) 

Lyon,  1578.  C'est  clans  le  seizième,  dix-sepliènie,  dix- 
liuilième  Livre  que  l'auteur  traite  des  solides  demi-régu- 
liers etdes  polyèdres  réguliers  inscrits  lesuns  dans  les  autres, 
et  circonscrits  les  uns  aux  autres.  Il  étaitfils  deGustave  de 
FoixIII,comtedeCandolIe,ducdeRandan,delabranchede 
l'illustre  maison  de  Foix,  dont  était  le célèbreGaston,  d'une 
bravoure  si  brillante,  et  qui  fut  tué  à  la  bataille  de  Ravenne 
en  1 5 1 2 .  François,  d'abord  commandeur  des  ordres  du  roi , 
s'étant  ensuite  destiné  à  l'état  ecclésiastique,  fut  nommé, 
en  iSjo,  évèque  d'Aire  (Landes).  II  est  mort  à  Bordeaux 
le  4  février  i594,  dans  sa  quatre-vingt-dixième  année.  Il  a 
fondé,  dans  cette  ville,  au  collège  de  Guyenne,  une  chaire 
de  mathématiques,  à  donner  au  concours  devant  des  juges 
compétents.  Chaque  candidat  était  tenu  de  faire  deux  lec- 
tures pendant  deux  jours  consécutifs  :  le  premier  jour,  il 
devait  donner  une  proposition  nouvelle  de  son  invention, 
sausdépasserleonzièmeLivred'Euclide;et,lejoursuivant, 
une  seconde  proposition,  aussi  de  son  invention  ,  concer- 
nant la  théorie  des  polyèdres ,  à  démontrer  par  les  quinze 
Livres.  En  1703,  un  des  candidats  contesta  à  son  concur- 
rent la  nouveauté  de  ses  propositions.  On  convint  de  s'en 
rapporter  à  l'Académie  des  Sciences,  qui  consacra  deux 
séances  à  cet  examen ,  et  décida  que  les  propositions  n'é- 
taient pas  nouvelles  [Histoire  de  V Académie j  1703, 
page  76).  On  ne  dit  pas  en  quoi  consistaient  ces  proposi- 
tions. Les  archives  du  collège  de  Guyenne  renferment 
peut-être  des  renseignements  curieux  sur  ce  mode  de  con- 
cours, qui  subsistait  encore  en  1710.  Quoi  qu'il  en  soit, 
il  faut  convenir  que  le  noble  prélat  du  xvi^  siècle  avait 
un  amour  plus  intelligent,  un  sentiment  plus  vrai  du 
but  de  la  science,  que  certains  léglcinentateurs  de  notre 
siècle  éclairé. 

Note.  Dans  la  séance  du  samedi  ■îf\  mars  1703,  l'Académie  reçut  un 
Mémoire  contenant  ces  deux  théorèmes  proposés  comme  nouveaux  par 
l'un  des  aspirants  à  la  chaire  du  collège  de  Guyenne: 
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Ad  //riniam  scssioncni  iheorenin.  —  In  iiiangulo  œquilatero ,  pci pi'iidicu- 
laris  ab  utrius  anguli  apicc  ad  basini  diicla,  polt-ntia  est  utrani  lihcl  basis 
segmentum,  est  ejusdem  triangulis  liitus  est  potenliâ  ad  semidiamclrum  circuli 
</ui  idem  Iriangulam ,  inscribitur  (*). 

Ad  sccundam  sessionem  iheorema.  —  Si  in  cubo  describanlur  et  icosœdrutn 
et  dodccaëdrum ,  quadratum  ex  icoscedri  uno  latere ,  erit  œquale  rectangulo 
px  duobus  lûteribus  quorum  unum  est  lalus  cubi ,  aliud  la  tus  dodecaedri. 

Un  des  concurrents  prétendait  que  ces  deux  propositions  n'étaient  pas 
de  l'invention  du  premier  aspirant,  la  première  étant  prise  du  livre  treize 
d'Euclide,  proposition  douze,  l'autre  du  seizième  livre,  proposition 
quinze,  et  que  n'ayant  pas  satisfait  à  la  fondation,  il  doit  être  exclu  de 
la  chaire  disputée. 

Dans  la  séance  du  samedi  suivant,  3i  mars  i7o3,  l'Académie  a  jugé  que 
des  deux  propositions  de  l'aspirant,  ni  lune  ni  l'autre  ne  devait  être 
censée  de  son  invention. 

Nous  devons  ce  renseignement  à  l'illustre  doyen  des  géomètres  physi- 
ciens, ornement  de  deux  Académies,  et  qui  sonde  avec  succès  les  pro- 
fondeurs du  monde  planétaire  et  les  mystères  de  l'univers  moléculaire; 
qui  commente  les  principes  ardus  de  A'cwton,  explique  les  passages  obscurs 
des  agronomes  de  l'antiquité,  expose  les  méthodes  bucoliques  des  Mo- 
ilernes  ;  le  tout  dans  un  style  si  pur,  si  français,  qu'on  se  croit  transjjorté 
dans  notre  grand  siècle  littéraire.  Puisse  l'illustre  M.  Biot,  qu'il  n'était 
l>as  nécessaire  de  nommer,  agréer  l'expression  de  notre  reconnaissance. 
Ayant  conservé  sous  les  glaces  de  l'âge  une  verdeur  juvénile,  une  activité 
rare  même  chez  les  savants  jeunes  d'années,  il  met  autant  d'empresse- 
ment à  encourager  les  faibles,  que  d'autres  à  décourager  les  forts. 


MELANGES. 


1.  Sous  Henri  III,  il  existait  à  Paris  un  imprimeur 
nommé  Pierre  le  Voirrier,  qui  était  imprimeur  du  roi, 
spécialement  pour  les  mathématiques.  C'est  ce  qu'on  voit 
par  Touvrage  suivant  :  Mauricii Brcssi (jralianopoh'tatii, 
Rcgii  et  Rauiei  matheinaticanini  Lutctiœ  proj'essoris , 
Melrices  aslro/ioniicœ,  Uhri  quatuor,  llœc  tnaxintani 
parlent  nova  et  reruni  astrotioniicarum  et  geographica- 
runi ,  per  plana  spliœrîcaque  trîangula  tiùnensionis  ratio 
vetcrique  conipendio  cxpcditior  et  conipendiosior.    .itl 

(*  )  PolrntiK ,  cariT. 
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Pomponiuni  Belleweuin  Sacri  Consistorii  Consiluirmni , 
liegisque  Legatium.  Par.^  i58i,  apitd  yEgid.  Gorbi- 
niwi. 

A  la  fia  de  l'ouvrage  on  lit  :  Excudat  Pet  rus  le  Voiv- 
rier^  in  m.alhema.tic'is  typographus  rcghis.  Parisiis,  aniio 
i58i,  mense  Augustin  iu-folio  de  84  pages. 

Bressius  s'est  servi  du  théorème  de  Ménélaus,  dit  de 
Ptolémée,  relatif  au  triangle  coupé  par  une  transversale, 
pour  démontrer  plusieurs  théorèmes  (lib.  IV,  prop.  i3). 
Ce  Livre  traite  des  triangles  sphériques;  on  y  trouve  des 
propositions  qui  ont  été  communiquées  à  l'auteur  par  son 
ami  Jean  Saville,  Anglais  célèbre,  fondateur  d'une  chaire 
de  géométrie,  occupée  par  Newton,  lîressius  aussi  occu- 
pait, au  Collège  de  France,  une  chaire  semblable,  fondée 
par  le  célèbre  P.  Ramus.  Car  l'ouvrage  se  termine  ainsi  : 
Hœc  ferme  sunt,  amplissime  Belleurœ ,  quœ  ad  reruni 
asirononncaî'um  diinensioiietn  usai  fore  duxi.  Nanique 
alla  probîemata  quœ  curiosœ  inuestigationis  potius  sunt 
quam  utdis  et  fructuosœ  tanqnam  a  proposilo  aliéna , 
de  industria  prœtermisi.  Quœ  quidem  coinnientabor, 
duni  Christianissinù  litterarwnque  aniaiitissinii  Gallo- 
rum  Régis  HenricillI  et  macaritœ  P.  Rami,  professons 
quondani  Regii,  niunijicentia  fruerer  otio.  Viri  auteni 
et  génère  et  genio  nobilis,  diviidque  Francorwn  poetœ 
Pétri  Ronsardi fruerer  hospitio. 

L'épi thète  niacarilœ ,  appliquée  à  un  huguenot  égorgé 
à  la  Saint-Barthélémy,  montre  que  Bressius  était  de  cette 
secte,  ou  bien  qu'il  trouvait  dur  de  damner  l'auteur 
d'une  fondation  qui  le  faisait  vivre.  Il  demeurait  chez 
Ronsard,  gentilhomme  riche,  et  très-instruit.  On  a  même 
reproché  à  ses  vers  d'être  trop  savants 5  reproche  tiès- 
fondé,  mais  qu'on  a  rarement  à  faire. 

Pompone  de  Bellièvie,  fils  d'un  premier  président  au 
parlement  de  Cirenoble,   né  en  i53(j,   surintendant  dos 
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finances,  cl  nioil  chancelier  en  160^,  éiail  un  grand  pro- 
tecteur des  sciences.  Dans  ces  temps  de  troubles,  lors- 
ffu'on  faisait  quelques  difficultés  aux  professeurs  sur  leurs 
émoluments ,  ils  avaient  recours  à  Bellièvre,  et  en  obte- 
naient du  secours  (Kastner,  Histoire  des  Mathématiques, 
tome  I,  page  626-796). 

2.  Les  doubles  signes  _  et  ^  sont  de  Bouguer  [Cor- 

rcspondajicc  niathéniatique  et  physique  de  quelques  cé- 
lèbres géomètres,  elc.  \  par  Fuss ,   tome  I,  page  3o4). 

3.  Dans  le  xv!*-"  siècle,  on  s'est  beaucoup  occupé  delà 
construction  des  Tables  de  sinus.  La  plupart  des  calcu- 
lateurs descendaient  par  bisseciions  successives  de  l'arc  de 
1 5  degrés  à  l'arc  d'une  minute  environ.  Cet  arc  de  1 5  degrés 
portait  le  nom  singulier  de  hardnga.  Ainsi,  le  premier 
kardaga  était  i5;  le  second  kardaga,  3o  degrés,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  90  degrés,  qui  était  le  sixième  kardaga. 
On  croit  que  ce  mot  est  une  corruption  du  mot  arabe  har- 
liia,  parvum  quid?  Karata  veut  dire  couple  diviseur  :  ce 
mot  désignerait  une  partie  de  la  circonférence. 

Les  Grecs  désignaient  les  trois  cent  soixantièmes  parties 
par^à':*/,  qui  veut  dire  parties ^  et  les  Latins  aussi  se  sont 
servis  du  mot  partes.  Jamais  ils  n  ont  employé  le  mol 
gradus  pour  désigner  un  degré  de  la  ciixonférence.  Ce 
mot  degré  ne  nous  vient  pas  du  latin ,  comme  on  est  porté 
à  le  croire,  mais  il  dérive  de  l'arabe  derug,  oii  il  signifie 
un  échelon,  partie  d'une  échelle,  et  aussi  partie  de  la 
circonférence. 

Le  mot  grade,  pour  la  centième  partie  du  cadran, 
date  de  l'établissement  du  système  métiique.  L  illustre 
auteur  de  la  Mécujiique  céleste  emploie  la  division  déci- 
male du  ctTcle  et  du  jour;  division  que  les  astronomes 
on!  abandonnée.  Il  est  bi/.arie  f|ue  les  astronomes,  (|ui 
ont  tant  insisté  pour  introduire  la  division  décimale  dan,- 
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les  usages  de  la  vie  civile,  raient  repoussée  de  chez  eux', 
où  elle  est  pourtant  plus  utilecpie  partout  ailleurs,  puis([ue 
toute  la  seienee  ne  consiste  qu'en  calcu/s. 

m  THÉORÈME  DE  FERMAT; 

D'aprksM.  HERMITE. 

(Journal  de  Mathoniatiqties,  tome  XIII,  page  lô;  i8/|8.  ) 


1 .  Lemiue.  Lorsqu'un  nombre  premier  est  de  la  forme 
4  -f-  I ,  il  existe  un  carx'é  qui ,  augmenté  de  i ,  donne  une 
somme  divisible  par  ce  nombre  premier. 

2.  Lenmie.  Le  nombre  fractionnaire  -r  étant  converti 

0 

en  fraction  continue,  on  trouve  toujours  deux  réduites 
consécutives  dont  les  dénominateurs  sont ,  l'un  inférieur, 
et  l'autre  supérieur  à  J^. 

3.  Théorème  de  Fermât.    Un  nombre  premier  de  la 

forme  4  -+"  i  ^^^  toujours  la  somme  de  deux  carrés. 

Démonstration.  Soitjt?  ce  nombre  premier,  on  a  donc 
(  lemme  \  ) 

a-  -\-  i  =  p; 

-  étant  converti  en  fraction  continue ,  on  arrive  à  deux 
P 

réduites  consécutives  —  •>  —,->  où  ji<'Jp  et  n' ^  p 
(lemme  2).  Donc,  d'après  la  théorie  connue, 


on  en  déduit 


H -,      où     £  <  I  ; 

nn 


P 
na  —  mp  =  s .  —  , 

{nn  —  mpY  =  p.^^'^'', 
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—  et  £-  sont  des  fractions  i  donc 

(na  —  nipY  <:^p; 
mais 

donc 

[na  —  "'/■>y  +  ''"  <C  ^7^5 
ou  bien 

//^  [n^  -h  i)  —  />>  (  2  ««/«  —  '"^p)  <C  2y^- 

a*  H-  I  est  un  multiple  de  /j,   Toxpression  à  gauche  est 
donc  un  nuiltiple  de />>  moindre  que  ayy.  Donc 

[na  —  mpY  +  n'  z=  p.  C.   Q.   F.   I). 

4.  Eulcr  a  démontré  que  la  décomposition  du  nombre 
premier  p  =  4  -h  i  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  ma- 
nière [voir  tome  VII,  page  38)-,  et,  d'après  la  formule 
de  Gauss  (voir  tome  IX ,  page  807 ),  lorsqu'un  nombre  ne 
peut  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en  doux  car- 
rés, il  est  premier. 


THÉORÈME  SllR  LA  SOMME  DE  DEUX  CARRES; 

D'après  EULER. 


Théorème,  a^  -+-  b-  n'a  aucun  danseur  premier  de  la 
forme  ^n  —  i ,  à  moins  que  a  et  b  aient  un  tel  diviseur 
pour  facteur  commun. 

Démonstration,  a  et  b  n'étant  pas  divisibles  par  4  n —  i , 
il  s'ensuit  (Fermât)  que  a''"~- — b''"~'^  sera  divisible  par  le 
nombre  premier  j\n  — i  ;  donc  rt'*"-^-f-i*"~*  ne  sera  pas 
divisible  parce  nombre  premier.  Mais  à^ -\-b^ e^i  un  fac- 
teur de  a''"~'^  -\-b'"'~^  -^  donc,  etc.  [Correspondance  ma- 
thématique et  physique^  t.  I.  p.  1 16.  Lettre  à  Goldbach, 
de  Berlin  ,  6  mars  1 74^)- 
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Dans  la  même  Lettre,  on  trouve  cotte  simple  démonstra- 
tion du  théorème  de  Fermât. 

1.  Lenune.  p  étant  un  nombre  premier,  on  a 

(i)  {a  -\-b)P  —  nf  —  hi' =  p. 

2.  Letnine.   Si 

ni'  —  a  =  p, 
on  aura  aussi 

(«  +  ,)/'_(«  H_  ,)  =p. 
Démonstration.  Dans  la  congruence  (i),  laisons 

il  vient 

[a  -^  i)i'  —  aP  —  i  =z  p, 
ou  bien 

{a  -h  l)P  —  (rt  +  i)  _  [uP  —  n)  =  p; 

mais,  par  hypothèse, 

aP  —  a  =  p. 
Donc,  etc. 

3.  Théorème  de  Fermât,  p  étant  un  nombre  premier, 
on  a 

al'  —  a  =z  p. 
Démonstration.  On  a 

donc,  d'après  le  lemme  2, 

2^ — i-=p,      3p  —  3  =  p,     etc. 


THÉORË}IE  DE  MINIMIIM,  DANS  LE  TÉTRAÈDRE,  DE  }\.  STEINER. 


i.   Lemme.   a  est  un  point  fixe,  D  une  droite  sur  la- 
quelle on  prend   deux  points  /» ,  t-,  la  distance  bc  est 


T*i- 
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constante-,  le  périmètre  du  triangle  ahc  est  un  minimum 
lorsque  ab  =  ac ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  lorsque  le 
milieu  de  bc  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a 
sur  bc. 

2.  Théorème.  Sur  la  droite  A  sont  situés  deux  points 
fixes  a,  b  j  sur  la  droite  B,  on  prend  deux  points  c,  d ;  la 
distance  cdest  constante  j  l'aire  de  la  pyramide  abcd  est 
un  minimum  lorsque  le  milieu  de  cd  est  le  point  oii  la 
plus  courte  distance  entre  A  ef  B  rencontre  B.    (Steiner.) 

Démonstration,  acd^  bcd^  cab^  dab  sont  les  quatre 
faces  de  la  pyramide.  Les  aires  acd.^  bcd  sont  constantes  : 
il  s'agit  donc  de  chercher  en  quel  cas  la  somme  des  aires 
cab  et  dab  est  un  minimum,  ou  dans  quel  cas  la  somme 
des  perpendiculaires  abaissées  de  c  et  «?  sur  A  devient  un 
minimum.  A  cet  eflet,  par  un  point  quelconque  e  pris 
sur  A,  menons  un  plan  perpendiculaire  sur  A,  et  proje- 
tons sur  ce  plan  les  points  c,  d  en  c\  d'  ■.  la  distance  d  d' 
est  constante  -,  et  les  droites  ec',  ed'  sont  évidemment  égales 
aux  perpendiculaires  abaissées  de  c  et  d  sur  A.  Or,  d'a- 
près le  lemme,  ec'  +  ed'  est  un  minimum  lorsque  le  mi- 
lieu é  de  c'  d' est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  e 
sur  c'  d'  \  alors  ee'  est  la  projection  de  la  plus  courte  dis- 
tance; donc ,  etc. 

3.  Corollaire .  Prenant  sur  deux  droites  deux  longueurs 
constantes  ,  et  considérant  ces  longueurs  comme  les  arêtes 
opposées  d'un  tétraèdre,  le  volume  du  tétraèdre  est  con- 
stant et  son  aire  est  un  minimum,  lorsque  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  partage  les  deux  longueurs  en 
parties  égales,  et  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  est  un 
maximum. 
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COIVCOLRS  D AGRÉGATION  AIX  LYCÉES,  ANNÉES  1842 
ET  1848  {*); 

Par  m.  dieu, 

Agrégé,  docteur  es  sciences. 


1848.  —  Composition  d'analyse. 

Parmi  toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur  l, 
qui  se  terminent  à  deux  points  donnés  A,  B,  déterminer 
celle  qui  a  le  plus  grand  moment  d'inertie  par  rapport 
à  AB.  Calculer  Vaire  de  la  portion  de  plan  comprise 
entre  la  courbe  et  la  droite  AB,  ainsi  que  l'aire  de  la 
surface  qui  serait  engendrée  par  la  courbe  si  elle  tour- 
nait autour  de  cette  droite  en  faisant  une  résolution 
complète. 

r 


AB  étant  prise  pour  axe  des  x,  et  la  perpendiculaire 
en  A  pour  axe  des  y,  le  moment  d'inertie  dont  il  s'agit 

est  représenté  par  i  J^ ds ,  et,  d'après   les  principes  du 

c/O 


(*)  La  même  courbe  répond  au  problème  de  mécanique  de  i8'|2  et  au 
problème  d'analyse  de  18^8;  c'est  pour  cela  que  nous  les  avons  réunis. 

Ann.  df  MatJuhtiat  ,  t.  XII.  (Février  i8.53.)  4 
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calcul  des  varia  lions,  la  courbe  dcniaudéc  doil  être  dé- 
terminée au  moyen  de  l'équaliou 

7^  ctani  une  constante  qui  dépend  de  la  longueur  don- 
née /. 

En  intervertissant  l'ordre  des  opérations  indiquées  par 

les  signes  c?  et  |  ,  et  faisant,  pour  plus  do  facilité,  varier:»: 

et  y^  on  déduit  de  cette  équation 

J    j^j[2J-hD,.(A-j')'|:j+^^.D..(A-J-^jrf.V  =  0, 

attendu  que  Ox  et  dy  sont  nulles  aux  limites. 

Suivant  les  principes  auxquels  nous  venons  de  ren- 
voyer, on  a  une  équation  ditférentielle  de  la  courbe  de- 
mandée, en  posant 

On  peut  égaler  à  zéro  soit  le  coefficient  de  dx,  soit 
celui  de  dy^  car  les  deux  équations  ainsi  formées  rentrent 
l'une  dans  l'autre^  il  faut  choisir  la  moins  compliquée. 

Une  première  intégration  donne 

ds 
dx 

c  étant  une  constante  arbitraire  ^  et  1  on  tire  facilement  de 
cette  équation 

(,)  c|^  =  ±v/(>-r'f-c'. 

A^vant  d'aller  plus  loin,  il  convicijl  de  remarquer  : 

i".   Qu'à  cause  du  double  signe  dont  le  radical  est  af- 
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feclc,  CL  (.le  ce  que  la  qiianlilé  sous  le  radical  ne  couliciil 
que  t',  il  sullu  de  supposer  c  ^  o; 

2".  Que  /^  doit  surpasser  c^  pour  que  de  très-petites  va- 

liurs  de  j''  ne  rendent  pas  -~  imaginaire 5 

3".  Que  X  ne  peut  être  négative,  parce  que,  rlx  étant 
positive  quand  x  croît  de  zéro  à  AB  et  y^  étant  nécessaire- 
ment croissant  à  partir  de  zéro,  si  X  était  négative,  le 
radical  croîtrait  toujours  et  dj  ne  changerait  pas  de  signe, 
attendu  qu'il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  passer  d'un 
signe  à  l'autre  devant  le  radical  5  de  sorte  que  y  ne  pour- 
rait devenir  nulle  pour  x=  AB,  tandis  qu'il  faut  au 
contraire  que  cela  ait  lieu. 

Il  résulte  de  ces  remarques  que  la  valeur  y/?>  —  c  est  un 
maximum  de  y  qui  ne  peut  la   dépasser  en  croissant  à 

partir  de  zéro,  sans  que—  ne  devienne  imaginaire.   On 

posera,  par  conséquent, 

(2)  y=\/'k  —  c  .  sin  ^. 

En  substituant  celte  expression  à  y  dans  l'équation  (i), 

on  obtient 

c  d'o 


dx 


V^ 


v/' 


si  l'on  regarde  (p  comme  croissant  à  partir  de  zéro,  et  si 
l'on  convient  de  passer  du  4-  au  —  devant  le  radical  de 
l'équation  (i)  lorsque  y  passe  par  sa  valeur  maximum 

qui  répond  à  (p  =  -•  Puis  on  a 


2 


F  étant  la  caractéristique  de  la  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce 

4. 


(  5.  ) 
D'après  la  valeui'  précédente  de  r/.r,  léquatioii 


devient 


'•.do.\J  \ 


\  —  c 


ds  =:  i/>  H-  c.do.\/  I sin'a»  —  f/,r, 

'V  )^  -I-  c         ^ 

et  l'on  a 

E  étant  la  caractéristique  de  la  fonction  elliptique  de  se- 
conde espèce  j  ainsi  la  rectification  de  la  courbe  cherchée 
se  ramène  à  celle  delellipse  dont  les  demi-axes  sont  v  X  -f-  c 
et  V2C. 

y  devient  nulle  pour  çp  =  t:  :,  donc  on  doit  avoir 

et 

ce  qui  détermine  ).  et  c  [*). 

Les  valeurs  àe  j  et  de  dx  donnent 

c  sin  (j)  dff 


ydx 


\/^: 


sin'()> 


et  en   intégrant  cette   expression  depuis  (p  ^  o  jusqu'à 
cp  =  u,  on  trouve,  pour  l'aire  de  la  portion  de  plan  com- 

(*)  On  emploie  encore  ici  les  notations  île  Legendre  ;  les  l'onctions  F 
et  E  ont,  comme  on  sait,  pour   f3  =  7r,    des    valeurs  doubles  de  celles 

qu'elles    ont    pour    ?  =  -  >     et     ces     dernicres     sont     exprimées     par 

^{\/W)'-i^)^ ' • "V^- 
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prise  entre  la  courbe  et  AB, 

c  [log  {\j\  -h  c  -f-  y/)-  —  c )■  —  log  2c]. 

La  différentielle  de  l'aire  de  la  surface  engendrée  par 
la  courbe  tournant  autour  de  AB  est  •i.izyds-^  or  les  va- 
leurs de  j  et  de  ds  en  fonction  de  ip  donnent 


r h  COS-  œ 

iTiyds  =  2  71-  (X  —  f) .-____^-______  .  sin  ^rf^; 


v/^. 


COS^(p 


et,  en  intégrant  entre  les  limites  qui  viennent  d'être  in- 
diquées ,  on  a 


2  71-  y^A- 


pour  l'aire  de  la  surface  de  révolution  dont  il  s'agit. 
Enfin ,  on  a  encore 


-^  = [)^  — ^X  — rjsin'tpJsio^- 
Rien  n'est  plus  facile  que  de  se  faire,  d'après  les  ex- 

dy       d'y 
pressions  de  X ,  )  , -— et  — ; —  en  fonction   de  la  variable 
^  ^  ^  dx        dx' 

auxiliaire  (jp,  une  idée  exacte,  tant  de  l'arc  limité  à  A  et  B 
qui  répond  à  la  question  ,  que  de  toute  la  courbe  qui  sa- 
tisfait à  l'équation  (i).  En  ellet  : 

i".   (5  croissant  de  o  à  tt,  x  croît  de  o  à  AB,  j  croit 

• 

d'abord  de  o  à  sjl  —  c  (  maximum  qui  répond  à  x=^  — \-, 

puis  décroît  jusqu  a  o,  —  décroît  de a , 

,  AB         d-Y 

en  passant  par  zéro  quand  x  =  — r  et  ~^  reste  constam- 
ment négative; 


2 

AB 
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2".  r  a  la  même  valeur  et  ^-drs  valeurs  de  signes  eon- 

dx  ° 

U  aires  pour  des  valeurs  de  cp  équidiffércntes  de  -  aux- 
quelles répondent  des  valeurs  de  x  équidiffércntes  de 

3°.  Enfin  cp  =  ûi  et  '^  =  Çi  -h  Att,  '^1  étant  entre  zéro 
et  TT,  et  k  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  donnent 
des  valeurs  de  x  qui  diffèrent  entre  elles  de  Att,  et  des  va- 

leurs  de  r,  — -  et -; — qui  sont  égales   et  de  même    sisrne, 

ou  égales  et  de  signes  contraires  suivant  que  h  est  pair  ou 
impair. 

Donc  : 

L'arc  AMB  est  concai^e  vers  sa  corde  AB,  et  formé  de 
deux  parties  symétriques  par  rapport  ci  Vordonuée  CIM 
die  son  milieu  M. 

La  courbe  est  composée  d'une  infinité  de  parties  égales 
à  AMB ,  situées  les  unes  du  côté  des  y  positives,  les  autres 
du  côté  des  y  négati^^es ,  comme  une  sinusoïde ,  et  les 
points  tels  que  A,  B,  etc.,  sont  en  même  temps  des 
centres  et  des  points  d'inflexion. 

1842.  —  Composition  de   mécanique. 

Démontrer  qu  un  fil  flexible  homogène  et  sans  masse 
peut  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ses  ex  (rémirés 
fixes,  en  conseivant  une  fgure  jyermancate,  et  déter- 
miner cette  fgure  j  on  fait  abstractiofi  de  la  résistance 
de  l'air  et  des  frottements. 

Soient  A,  B  les  extrémités  fixes  du  fil  j  s'il  tournait 
efï'ectivement  autour  de  AB,  en  conservant  une  figure 
constante  AMB,  ses  points  décriraient  des  circonférences 
dont  Ai)  serait  Taxe  commun,  et  ils  auraient  tous,  au 
même  instant  ,  la  même  vitesse  angulaire,  qui  ne  vaiie- 
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rait  pas,  d'ailleurs,  avec  le  temps,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
forces  appliquées.  Or,  chaque  sommet  du  polygone  infi- 
nitésimal qu'il  est  permis  de  substituer  à  la  courbe  dans 
le  raisonnement,  peut  être  considéré  comme  un  point 
libre,  si  on  lui  applique  à  chaque  instant  une  force  égale 
à  la  résultante  des  tensions  des  côtés  contigus;  et  cette 
force  ne  diffère  pas  de  la  force  centripète  due  au  mouve- 
ment circulaire  uniforme  du  sommet  autour  de  AK -,  de 
sorte  que  sa  direction,  qui  est  comprise  dans  le  plan 
osculateur,  coupe  cette  droite.  Donc  le  deuxième  élément 
de  la  courbe,  à  partir  de  A,  est  dans  le  plan  du  premier 
et  de  AB  5  le  troisième  dans  le  plan  du  deuxième  et  de  AB  ; 
et  ainsi  de  suite.  Ainsi ,  lajigitre  AMB  est  plane,  en  ad- 
mettant qu'elle  existe. 

Si  l'on  désigne  par  T  la  tension  du  (il  au  point  (x,  )), 
par  s  la  longueur  de  la  partie  qui  est  entre  ce  point  el 
l'extrémité  A,  enfin  par  w  la  vitesse  angulaire  constante 
de  tous  les  points  autour  de  AB  ;  et  si  l'on  prend  pour 
axe  des  x  la  droite  AB,  et  pour  axe  des  y  la  perpendicu- 
laire élevée  en  A  à  cette  droite  dans  le  plan  mobile  AMB  ; 
les  composantes,  suivant  les  axes  de  la  force  qu'il  sulTi- 
rait  d'appliquer  à  (.r,  j)  pour  pouvoir  considérer  ce  point 

comme  libre ,  sont  représentées  par  D, .  T  -7-  5   D, .  T  -;^  ^ 

^  ^  as  as 

et  celles  delà  force  centripète  par  o,  — W"j^.  Si  la  courbe 
AMB  existait,  on  aurait  donc,  d'après  ce  qui  précède, 
les  deux  équations 

(l.r  dy 

D,.T--  =  o,      D,.T-^  +  w'v  =  o; 
as  as 

et,  réciproquement,  le  théorème  énoncé  sera  démontré 
si  l'on  peut  avoir  une  courbe  qui  satisfasse  à  l'équation 
déduite  de  celles-ci  par  l'élimination  de  T,  et  ([ui  passe 
en  A  ,  1). 


(  56-  ) 

De  la  première  de  ces  deux  ckjualions  on  tlédiiit  immé- 
diatement 

a.T 

6"j  désignant  une  eonstante  arbitraire. 

En  eirectuant  les  dérivations  qui  ne  sont  qu'indiquées, 

multipliant  ensuite  par  -^»  -^respectivement, puis ajou- 


.^...*.,.     v..x^v*..v 

r" 

ds 

'   ds  '"■' 

V^^ 

tant , 

on  a 

ds 

+  w 

^  ds 

o. 

dont 

l'intégrale  est 

(2) 

T: 

=    ^2 

en  désignant  par  Cg  une  seconde  constante  arbitraire. 

Enfin,  par  l'élimination  de  T  entre  les  équations  (i) 
et  (2) ,  il  vient 

ds 

si  Ion  remplace  c,  par  c  —  -.    et  Cg   par  /— • 

Or  cette  équation  est  identique  à  la  première  des  équa- 
tions différentielles  quon  a  eues  pour  la  courbe  du  pro- 
blème pi'écédent  j  donc  le  tliéorème  dont  il  s'agit  main- 
tenant est  démontré,  ainsi  que  cela  a  été  annoncé  plus 
haut,  puisque  non-seulement  on  peut  faire  passer  la 
courbe  par  les  points  A,  B,  mais  encore  l'astreindre  à 
une  autre  condition  quelconque. 

11  convient  de  remarquer  qu  il  peut  y  avoir  de  A  à  B 
deux,  ou  même  un  nombre  (juelconque  d  arcs  tels  que 
AMB. 
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NOTE  SIR  LA  THÉORIE  DES  FOYERS; 

Par    JM.     Eumonu    LAGUERRE-VERLY, 

Klèvc  (institution  Barbet). 


I. 

1 .  Considérons  trois  coniques  ayant  un  même  foyer  F., 
et  sur  une  droite  arbitraire  FZ  passant  par  ce  foyer,  pre- 
nons trois  points  A ,  B  et  C ,  correspondant  respective- 
ment aux  trois  coniques.  Menons  par  chacun  de  ces  points 
deux  tangentes  à  la  conique  correspondante,  et  joignons 
les  six  points  de  contact  au  foyer  :  nous  obtiendrons  ainsi 
trois  couples  de  droites  ayant  pour  bissectrice  commune  la 
ligne  FZ;  donc  ils  formeront  un  faisceau  en  involution. 

En  généralisant  par  l'homographie  cette  propriété , 
nous  obtiendrons  le  théorème  sviivant  : 

Théorème  I.  Si  trois  coniques  sont  tangentes  à  deux 
mêmes  droites  se  coupant  en  O  ,  et  que^,  sur  une  droite 
07j  passant  par  ce  point,  on  prenne  trois  points  A,  B,  C 
correspondant  aux  trois  coniques  ^  si,  par  chacun  de  ces 
points ,  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  correspon- 
dante,  en  joignant  les  six  points  de  contact  ainsi  obte- 
nus au  point  O,  on  obtiendra  un  faisceau  en  involution. 

Remarque.  Si  les  trois  coniques  se  réduisent  à  une 
seule,  on  retombe  sur  la  proposition  suivante,  due  à 
M.  Chasles  : 

Si  trois  cordes  d'une  conique  se  coupent  en  un  même 
point ,  les  six  points  qu  elles  interceptent  sur  la  conique 
sont  en  involution  j  cest-ii-dirc  qu'en  joignant  ces  six 
points  à  un  point  quelconque  de  la  conique ,  on  a  un 
faisceau  en  involution. 


(  ^'S  ) 

8i  les  trois  points  A,  H  cl  C  se  coufoiicleiit ,  on  obtient 
le  théorème  énoncé  tome  XI,  page  292. 

J'indiquerai  encore  les  deux  théorèmes  suivants  : 
THÉORi;ME  II.  Si  une  conique  'variable  est  assujeftic 
à  rester  tangente  ti  deux  droites  fixes  A  et  13,  le  lieu  des 
pôles  d'une  droite  D  passant  par  le  point  de  rencontre 
de  A  et  de  \Spar  rapport  à  cette  conique  variable,  est  une 
droite  H  passant  par  ce  même  point  de  rencontre.  Les 
quatre  droites  D,  A,  H,  ]^  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. 

Théouème  III.  Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans 
un  même  angle,  et  que,  par  un  point  pris  dans  leur 
plan,  on  leur  mène  six  tangentes,  les  deux  tangentes 
menées  à  une  même  conique  couperont  la  polaire  du 
sommet  de  l'angle,  relatii^ement  à  cette  conique,  en  deux 
points  ;  et  si  l'on  joint  nu  sommet  de  l'angle  les  six 
points  de  rencontre  ainsi  obtenus ,  on  aura  un  fnsceau 
en  im'olution . 

2.  Cojiiques  bicon focales.  Une  conique  ayant  deux 
foyers  fixes  peut  être  considérée  comme  tangente  à  quatre 
droites  fixes;  les  théorèmes  relatifs  aux  coniques  biconfo- 
cales  peuvent  donc  être  étendus  aux  coniques  inscrites 
dans  un  même  quadrilatère.  Je  citerai  quelques  exemples 
de  cette  transformation. 

Soient  trois  coniques  biconfocales  \  par  un  point  exté- 
rieur menons-leur  six  tangentes.  Ces  tangentes  auroni 
deux  à  deux  la  même  bissectrice;  donc  elles  formeront  un 
faisceau  en  invokition.  En  généralisant  par  homographie, 
on  obtiendra  la  proposition  suivante,  corrélative  d'un 
théorème  de  jM.  Sturm  : 

Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadri- 
latère ,  et  que ,  par  un  point  pris  dans  leur  plan ,  on  leur 
mène  six  tangentes,  ces  six  tangentes  formeront  un  fais- 
ceau en  im'olution. 


(  %  ) 

Le  problème  suivant  :  Conslniire  une  conique  inscriic 
dans  un  quadrilaièrc  et  passant  par  un  point  donné  A, 
a  en  général  deux  solutions. 

Si  au  point  A  on  mène  les  deux  tangentes  aux  deux  co- 
niques satisfaisant  à  la  question  ,  et  (ju'on  joigne  ce  point 
à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  on  obtiendra  un 
faisceau  harmonique. 

3.  Considérons  n  coniques  situées  dans  un  même  plan, 
les  ^n  foyers  de  ces  coniques  seront  /\n  sommets  de  n 
quadrilatères  respectivement  circonscrits  à  ces  courbes, 
et  les  côtés  opposés  de  ces  quadrilatères  convergeront  tous 
vers  deux  mêmes  points  P  et  Q  situés  sur  la  droite  de 
l'infini  (*). 

Observation.  Chaque;  côté  renferme  un  foyer  réel  et  un 
foyer  imaginaire. 

Il  suit  de  là  que  : 

Si  Von  transforme  lionio graphiquement  n  coniques 
situées  dans  un  même  plan ,  aux  foyers  de  ces  coniques 
correspondront  les  sommets  de  n  quadrilatères  respecli- 
i^ement  circonscrits  à  ces  coniques  transformées  j  et  les 
côtés  opposés  de  ces  quadrilatères  se  couperont  en  deux 
mêmes  points  P  eZ  Q  situés  sur  la  droite,  répondant 
homo graphiquement  à  celle  de  V infini. 

Inversement,  cette  remarque  peut  servir  à  résoudre  ce 
problème  : 

Deux  points  A  et  13  étant  pris  dans  le  plan  d'une  co- 
nique,  transformer  la  figure  homo graphiquement ,  en 
sorte  que  les  points  correspondant  à  A  et  B  soient  des 
foyers  de  la  conique  transformée. 

On  peut  remarquer,  de  plus,  que  si  un  cercle  se  tiouve 
dans  le  plan  des  coniques  données,  il  se  transforme  sui- 
vant une  conique  passant  par  les  deux  points  fixes  P  et  Q. 


'  )  E-\pressi(iii  C'm|)lo\('('  [uii:  M.  I'oikl'IcI, 
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Comme  applicalion  de  ce  principe,  considérons  trois 
coniques  inscrites  dans  un  même  angle:  si  nous  joignons 
le  sommet  de  cet  angle  aux  douze  foyers  de  ces  coniques , 
nous  obtiendrons  ainsi  six  couples  de  droites  ayant  une 
bissectrice  commune;  donc  trois  quelconques  d'entre  elles 
forment  un  faisceau  en  involution. 

On  tire  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théouème  I\'.  Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans 
un  même  angle  A ,  et  que  par  deux  points  extérieurs  P 
et  Q  on  leur  mène  des  tangentes ,  les  tangentes  menées 
de  ces  deux  points  à  une  même  conique  formeront  un 
quadrilatère  donnant  deux  couples  de  sommets  opposés^ 
et  nous  aurons^  en  considérant  les  trois  coniques ,  six 
couples  de  sommets  j  en  joignant  trois  quelconques  de 
ces  couples  au  sommet  K ,  on  obtiendra  un  faisceau  en 
involution. 

II 

Ix's  deux  droites  représentées  par  les  équations 

(j  — ^)  +  V'— I  (•'^  — «)  =  o 
et 

(j-P)-  s/3r;(,r-a}  =  o, 

([ue  nous  avons  considérées  dans  l'étude  des  foyers  des 
coniques  (t.  XI,  p.  290),  jouissent  d'une  propriété  irès- 
rcmarquablc,  contenue  dans  la  proposition  suivante  : 

Si  un  angle  constant  tourne  autour  du  point  (a ,  (3) , 
SCS  côtés  et  les  droites  représentées  par  les  équations 

(J—  P)+  V^— '  i-^  —  ^)  =  o> 

[y-  fi)-  y/—'  {-^  —  y.)—o, 

forment  dans  chaque  position  de  l 'angle  mobile  un  fais- 
ceau dont  le  rapport  anhnrmoniquc  est  constant.  Si 
r angle  mobile  est  droit ,  le  Jdisccau  esf  harmonique. 


(  «•  ) 

Les  conséquences  de  ce  principe  sont  nombreuses.  Con- 
sidérons un  angle  constant  tournant  autour  du  foyer  d'une 
conique,  les  cordes  interceptées  dans  la  conique  envelop- 
pent deux  coniques  confocales  et  doublement  tangentes  à 
la  première. 

On  tire  de  celte  proposition  le  théorème  suivant  : 

TnÉ0Rr:ME  V.  Si  un  angle  O  est  circonscrit  à  une 
conique ,  et  qu'un  angle  variable  tourne  autour  du 
point  O  de  manière  que  ses  côtés  fassent  dans  chacune 
de  ses  positions ,  auec  les  cotés  de  l'angle  fixe ,  un  fais- 
ceau dont  le  rapport  anhannonique  soit  constant,  les 
cordes  interceptées  dans  la  conique  par  les  côtés  de 
l'angle  variable  envelo])pent  deux  coniques  inscrites 
dans  l'angle  O  et  doublement  tangentes  à  la prendère. 
(Chasles,  Géométrie  supérieure ,  page  448.) 

Je  citerai  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  VI.  Si  un  angle  variable  tourne  autour 
d'un  point  fixe  O  pris  dans  le  plan  d'une  conique ,  eu 
sorte  que  ses  côtés  fassent  constamment ,  avec  deux 
droites  passant  par  ce  point,  un  faisceau  harmonique , 
les  cordes  interceptées  dans  la  conique  par  les  côtés  de 
l'angle  variable  enveloppent  deux  coniques. 

Si  le  point  O  est  sur  la  conique,  la  corde  interceptée 
passe  par  un  point  fixe. 

TnÉouiLME  \II.  Si  un  angle  variable  tourne  autour 
d'un  point  pris  sur  une  conique ,  en  sorte  que  ses  côtés 
fassent  constamment ,  avec  deux  droites  passant  par  ce 
point ,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharnionique  soit 
constant,  la  corde  interceptée  dans  la  conique  par 
l'angle  variable  enveloppe  une  autre  conique  double- 
ment tangente  à  la  première  au  point  O.  (Chasles, 
Géométrie  supérieure ,  page  45o)  (*). 

(*)  Ces  théorèmes  m'ont  été  communiques  avant  la  publication  do  la 
Géométrie  nif/éridirr. 


(6.  ) 

Dans  ce  (jui  pircèdc ,  nous  sommes  partis  d'un  tliéorème 
particulier  pour  nous  élever  au  théorème  général  5  mais  il 
ariive  souvent  que  ce  dernier  est  plus  simple  et  plus  fa- 
cile à  démontrer  5  alors  on  peut  en  tii'er  le  théorème 
particulier. 

On  verra  un  exemple  de  celte  méthode  dans  ce  qui  va 
suivre. 

III. 

Définition.  Soit  un  poiïit  a,  /3  pris  dans  le  plan  d'une 
conique ,  les  droites  représentées  par 

(  J  —  P)  ^-  V  —  I  i>  —  =«)  =  o  :      (  J  —  P)  —  \J—i  {x  —  c^)  =  o 

couperont  la  conique  en  quatre  points  donnant  deux 
cordes  réelles.  Quoique  les  théorèmes  suivants  s'appli- 
quent aussi  aux  cordes  imaginaires,  nous  ne  considére- 
rons que  les  premières;  pour  abréger,  je  les  nommerai 
les  droites  directrices  du  point  a,  (S.  Soient  X=o  et 
Y  =  o  les  équations  de  ces  deux  droites,  l'équation  de  la 
conique  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(x-aV4-(j-.8)==/XY;      . 
donc  : 

Théorème  VIII.  Le  carré  de  la  distance  dun  point 
de  la  conique  à  un  point  fixe  a,  j3  est  au  produit  des  dis- 
tances de  ce  même  point  aux  deux  droites  directrices  cor- 
respondantes, dans  un  rapport  constant. 

Remarque.  Si  le  point  F  coïncide  avec  l'un  des  foyers 
de  la  conique,  les  deux  droites  directrices  se  confondent 
toutes  deux  avec  la  directrice  correspondante. 

Si  la  conique  cat  un  cercle,  une  des  droites  directrices 
est  toujours  à  l'infini. 

Considérons  une  conique  dans  un  plan,  et  soient  A, 
A',  B,  B'  (juatrc  points  pris  aibitrairement  sur  cette  co- 
nique; menons  la  droite  AA'ol  joignons  un  point  quel- 


(  ^>3  ) 
conque  de  la  conique  aux  quatre  points  A,  A',  B,  IV^  nous 
obtiendrons  ainsi  (juatre  droites  coupant  la  corde  A  A'  aux 
quatre  points  A,  A',  ^,  b' ^  et  si  nous  joignons  ces  quatre 
points  à  un  point  fixe  O  pris  dans  le  plan,  les  quatre 
droites  AO,  A'O,  Z^O,  h'O  forment  un  faisceau  dont  le* 
rapport  anharmonique  sera  co)istant. 

Maintenant,  si  nous  transformons  homograpliiqi.iement 
cette  figure,  en  sorte  que  les  deux  droites  OA  et  OA'  se 
projettent  suivant  les  droites  dont  les  équations  sont 

(j  —  S)  +  y/  —  I  (•'^  —  «)  =  o,     {y  ~p)  —  V—  I  G^  —  a)  =  o, 

a  et  (3  étant  les  coordonnées  du  point  correspondant  au 
point  O,  on  obtiendra  le  théorème  suivant  : 

Théouème  IX.  Soient  F  h/2  point  fixe  pris  dans  la 
plan  d'une  conique,  A  et  A'  deux  points  pris  sur  cette 
conique^  un  angle  dont  les  côtés  passent  constamment 
par  les  points  A  et  A',  et  dont  le  sommet  se  meut  sur  la 
conique,  intercepte  sur  ujie  des  droites  directrices  cor- 
respondant au  point  F  un  segment  rni  de  ce  point  sous 
un  angle  constant. 

Remarque.  Ce  théorème  a  encore  lieu  quand  le  point  F 
coïncide  avec  l'un  des  foyers  de  la  conique  5  je  ferai  re- 
marquer que,  dans  ce  cas,  l'angle  constant  est  la  moitié 
de  Fangle  AFA'. 

Si  les  points  A  ,  A'  et  le  pôle  de  la  droite  directrice  que 
l'on  considère  sont  en  ligne  droite,  l'angle  constant  est 
droit. 

Parmi  les  applicatioTis  que  l'on  peut  faire  du  théorème 
précédent,  je  citerai  la  suivante  : 

Trois  segments  étant  donnés  sur  une  droite,  détei- 
miner  le  point  du  plan  d'oii  ces  trois  segments  sont  ^>us 
sous  le  même  angle. 

Ce  problème  peut  se  résoudre  au  moyen  de  la  règle  et 
du  compas. 
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4.  Problèmk.  Un  système  ilang/cs  A,  lî ,  C,  etc., 
situés  (fans  un  plan,  étant  liés  par  une  équation  quel- 
conque F  (A,  B,  C,...)  =  o,  trouver  la  relation  qui  lie  les 
angles  correspondants  A',  B',  C,  etc.,  quand  on  trans- 
forme la  figure  honio graphiquement. 

Solution.  Soient  P,  Q  les  deux  points  correspondant , 
sur  la  seconde  figure ,  aux  deux  points  qui ,  dans  la  pre- 
mière figure,  sont  situés  respectivement  sur  la  droite  de 
l'infini  et  sur  les  deux  droites  j  =  xi,  J  =  —  xi. 

Les  deux  côtés  de  l'angle  A'  dans  la  seconde  figure  et 
les  droites  A'  P,  A'  Q  formeront  un  faisceau  dont  nous  dé- 
signerons le  rapport  anharmonique  par  a  ;  désignons  de 
même  par  b,  c,  <:/,  etc.,  les  rapports  correspondant  aux 
autres  angles,  la  relation  cherchée  est 

/    log  a  log  b  iog  c  \ 

(i)         F     — ^-^       — =5      — =•••     =0, 

la  caractéristique  log  désignant  des  logarithmes  népé- 
riens. 

N.  B.  M.  Chasles,  dans  sa  Géométrie  supérieure, 
page  446 ,  §  623,  ne  donne  la  solution  de  ce  problème  que 
quand  les  angles  A,  B,  C,  etc.,  ont  même  sommet  ou 
quand  ils  sont  égaux. 

On  pourrait  se  proposer  la  même  question  pour  un  sys- 
tème d'angles  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace; mais  la  question  est  alors  plus  complexe  et  de- 
mande quelques  développements  que  nous  ne  pouvons 
donner  ici . 

Remarque.  Il  suit  de  là  que  toute  relation  entre  des 
angles  est  projective;  pour  ne  donner  qu'un  exemple, 
nous  prendrons  ce  théorème  élémentaire  : 

La  somme  des  angles  d'un  polygone  plan  est  un  mul- 
tiple de  deux  droits. 

Si  on  le  transforme  homographiquement  au  moyen  du 
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problème  précédent,  ou  trouvera  le  théorème  de  Caniol 
relatif  aux  segments  qu'une  transversale  intercepte  sur 
les  côtés  d'un  polygone. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  conséquences  que  l'on  en 
peut  tirer  pour  les  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux 
coniques,  et  notamment  aux  théorèmes  que  M.  Poncelet 
a  donnés  à  ce  sujet  dans  ses  Propriétés  projectwes. 

Nous  donnerons  prochainement  les  démonstrations  de 
ces  diverses  propositions  et  du  théorème  suivant: 

5.  Théouème  X.,  (Nous  ix^^oionsivi  foyers  cV une  sur- 
face de  révolution  du  second  ordre  les  deux  foyers  com- 
muns à  toutes  les  sections  faites  suivant  Taxe.)  —  Le  lieu 
des  foyers  des  surfaces  de  révolution  circonscrites  ii  une 
surface  du  second  ordre  est  un  système  de  trois  coniques 
situées  dans  les  trois  plans  principaux  de  la  surface  (*). 

On  déduit  comme  corollaire  le  théorème  de  M.  Steiner 
sur  les  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à 
un  ellipsoïde. 

6.  Théorème  X.1.  Soit  un  cône  circonscrit  à  une  sur- 
face du  second  ordre  j  tout  plan  cyclique  du  cône  cou- 
pera la  surface  suivant  une  conique  dont  le  sommet  du 
cône  sera  un  foyer. 

Nous  joignons  ici  un  exemple  pour  éclaircir  la  for- 
mule (i)  (p.  6^). 

7.  Soient  un  cercle  et  deux  points  A  et  B  pris  arbitrai- 
rement sur  ce  cercle,  M  un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence, et  O  son  centre;  on  aura 

2.AMB=  AOB. 

Si  nous  transformons  la  figure  homographiquement,  le 
cercle  se  projettera  suivant  une  conique,  le  point  O  se  pro- 
jette en  O',  et ,  Comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  points  P 

f  *)  Ce  sont  les  courbes /^oZaZ/wç  de  M.  Chaslcs. 

-  f^ 
Ann.  de  MaLhciviit.  ,    I.   XII,   (Février   i853.)  '^ 
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el  Q  seront  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
cette  conique  par  le  point  O'  5  A  et  B  se  projetteront  en  A' 
et  B'.  Cela  posé,  joignons  les  points  A'  et  B'  au  point  O',  el 
appelons  aie  rapport  anliarraonique  du  faisceau CP,  O'A', 
O'B',  O'Q  (en  regardant  les  droites  OP  et  OQ  comme 
conjuguées). 

Joignons  les  quatre  points  A',  B',  P,  Q  à  un  point  quel- 
conque M  de  la  conique,  et  appelons  b  le  rapport  anhar- 
monique  du  faisceau  MA',  MP,  MB',  MQ  (en  regardant 
les  droites  MP  et  MQ  comme  conjuguées)  5  d'après  la  for- 
mule (i),  nous  devons  avoir 

lo-^è   \  log« 

21     ^=       —  p=^, 


\2  V' —  I  /  2  \/ —  I 


ou 


2  log  b  =  logr/, 
el  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

b-'  =  a  ; 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Si  quatre  points  conjugués  deux  à  deux  sont  sur  une 
conique,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  suivant 
lequel  ces  points  sont  "vus  du  pôle  de  la  droite  qui  joint 
deux  points  conjugués  est  égal  au  carré  du  rapport  an- 
harmonique  du  faisceau  suivant  lequel  ces  quatre  points 
sont  vus  d'un  point  quelconque  de  la  conique. 


NOTES  RECTIFICATIVES  SIR  LE  THÉORÈME  DE  M.  STAIDT , 
ET  SIR  LE  THEOREME  DE  GIDERMANN.  EXERCICE  DE  CALCUL. 


1.  Staudt,  tome  XI,  page  299.  Le  lemme  §  I  (21)  s'ap- 
pli(|iie  à  un  fjuadrilatèrc  quelconque,  et  la  formule  est 

(AD)^+  (BC)-^— (AC)'— (BD)^ 


(  (>7) 
On  a  mis,  par  en eur  typographique,  AB  au  lieu  de  Al) 

Au  §  X  on  lit  :  La  cotnparnison  de  toutes  les  faces 
deux  à  deux  donne  cinquante- quatre  ternies  analogues. 
Il  faut  lire  quatrc'vingt-seize  termes,  car  3.4-4  =  48. 
On  dit  avec  justesse  au  §  XII  que,  dans  le  cas  général,  le 
nombre  des  termes  positifs ,  ainsi  que  le  nombre  de  termes 
négatifs,  est  3  m»,  et  pour  deux  tétraèdres,  ni  =  n  =  /\. 

Nous  devons  cette  correction  à  l'obligeance  de  M.  Cor- 
nélius Kcogli,  savant  Irlandais  habitant  Bordeaux. 

2.   GuDERMAKN,  tomc  XI,  page  4io.  Après  la  forjiuile 


^"='*^-  V  7 


tanff  X 


lang  j; 


il  faut  ajouter  que  tangx  étant  moindre  que  l'unité,  on 
peut  faire  tangx=  sinz,  et  alors 


X  =^  log 


/  i  -h  sins 
y    I  —  sinz 


C'est  ce  que  M.  Gudermanu  note  par  i)  (z)  ;  et,  dès  lors, 

.,  «  ,  abc         abc 

il  laut  cnanerer  partout  -•>-■>-  en  -r-,  -y ■>  -i- 

^       '-  222  444 

Cette  observation  est  de  M.  Lebesgue,  ainsi  que  la 
suivante. 

3.  Exercice  de  calcul j  tome  XI,  page  448.  Les  deux 
équations 

ax-  -+-  by  +  cz^  -t-  2  c/yz  -f-  2  exz  -+-  ifxy  =  i , 
P,  ^'-t-P./H-PsZ^H-  2Q,j'2'+  2Q,a;'z'-f-2Q3a:'j'z=  i, 

représentent  la  même  surface  rapportée  à  deux  systèmes 
d'axes  rectangulaires.  En  prenant  pour  chacune  l'équa- 
tion aux  axes  principaux,  comme  les  deux  surfaces  sont 
les  mêmes ,  on  a  immédiatement  les  trois  relations 
demandées. 


5. 
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THÉORÈME  SÏR  LE  MOUVEMENT  D'UN  TRIANfilE  DANS  IN 
PLAN; 

Par   m.  SERUET  (Paul), 


Professeur. 


Théorème.  Soient  a,  b^  c  les  trois  côtés  d'un  triangle 
ABC  qui  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  son 
plan,  mais  sans  varier  de  forme  ni  de  grandeur^  à  une 
époque  quelconque  du  mouv^ement ,  soient  f(„^,J\i,^,f(^^ 
les  rayons  de  courbure  des  courbes  enveloppées  par  les 
trois  côtés  a,  b,  c,  rcspecti\^ement  aux  points  où  ces  côtés 
les  touchent  actuellement  ^  on  aura  la  relation 

"■•/{a)  +  ^-/(i)  +  ^-/(c)  ==  constante  =  28, 
S  désignant  la  surjace  du  triangle. 


Lemmc,  Si  les  deux  premiers  côtés  AB,  AC  dnn 
triangle  donné  sont  constamment  tangents  respective- 
luenl  à  deux  cercles  donnés  dont  les  centres  sont  c,  & ,  le 
troisième  côté  BC  enveloppera  un  troisième  cercle  ayant 
son  centre  en  o.  (Bobilier.) 

Soient,  en  ellcl,  (3,  y  les  points  actuels  de  contact  des 
côtés  AC,  AB  sur  leurs  cercles  respectifs,  et  soit  o  l'inter- 
section des  deux  rayons  />|3  ,  ry,  perpendiculaires  aux  cô- 


(  (h)  ) 

tés  AC,  ABi  le  poiuL  o  sera,  d'après  an  théorème  connu  , 
le  centre  instantané  de  rotation  pour  la  position  actuelle 
de  la  figure;  et  si  l'on  abaisse  oa  perpendiculaire  sur  CB, 
le  point  a  sera  le  point  où  BC  touche  son  enveloppe.  Pour 
démontrer  que  cette  enveloppe  est  un  cercle,  il  me  suffira 
de  prouver  que  la  normale  o  a  va  passer  par  un  point  fixe , 
et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  voir;  car,  sur  la  ligne  fixe  bc  ^ 
décrivons  un  segment  capable  de  l'angle  i8o'^  —  A  ,  et  soit 
a  le  point  où  la  droite  oa  va  couper  cette  circonférence, 
qui  demeure  invariable  dans  le  mouvement  du  triangle; 
nous  aurons 

angle  Co  a  =  B  ,      bo  y.  z=z  C. 

Donc  le  point  a  divise  l'arc  de  cercle  constant  cah  dans 
un  rapport  constant;  donc  le  point  a  est  fixe. 

Par  conséquent,  toutes  les  normales  à  la  courbe  enve- 
loppe du  côté  libre  BC  vont  concourir  en  un  point  fixe  a  ; 
donc  cette  courbe  enveloppe  est  un  cercle  ayant  le  point 
a  pour  centre. 

Remarque.  Bobilier  arrive  à  la  même  conclusion  au- 
trement et  d'une  manière  très-élégante  [voyez  sa  Géo- 
métrie, page  297),  en  prouvant  que  la  distance  acx  reste 
constante;  mais  il  ne  va  pas  plus  loin ,  et  ne  cherche  pas 
la  relation  qui  peut  exister  entre  les  trois  rayons. 

Cherchons  maintenant  une  relation  entre  «  ,  &  ,  c  et 

Pour  cela,  l'aire  du  triangle  ABC  étant  la  différence 
entre  la  somme  des  aires  des  triangles  o  AC  ,  o  AB ,  et  celle 
dti  triangle  o  BC ,  on  a 

(  1  )  i  .  o  [i  4-  f   07  —  <■« .  o  a  =  2  S. 

En  outre,  le  quadrilatère  inscrit  ocab  nous  donne,  en 
vertu  du  théorème  de  Ptoléméc , 

(2,1  n/)  ,(tc    ]■  ne  .nb  —   oii.bc=:.o. 


(  70  ) 
Mais,  le  triangle  abc  étant  semblable  au  triangle  ABC  à 
cause  de  l'égalilé  des  angles,  on  peut  remplacer  dans  (2) 
les  lignes  «c  ,  ab  ^  bc  par  leurs  proportionnelles  AC  ,  AB , 
RC ,  ou  & ,  c ,  rt  ;  donc  on  aura ,  à  la  place  de  (  2  ) , 

(2')  b  .oh  -\-  c.oc  —  o  .on  z=.  o. 

Ajoutant  (i)  et  (2')  membre  à  membre,  il  vient 

b.b^  -\~  ce-/  —  a.ay.=:  2  S  ; 

ou  bien,  en  prenant  convenablement  les  signes, 

«•/;<.)+ /^  •/(*)  + ^•/(c)  =  2  S.         C.  Q.  F.  D.  (*) 


SOLITIO^  DES  QIESTIONS  258  ET  259 

(  Toir  t.  XI,  p.  3o8)  : 

Par  m.    GARLIN, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  professeur  au  lycée  de  Lyon. 


\ .  Étant  données  deux  surfaces  du  second  ordre,  con- 
centriques et  de  mêmes  axes,  qui  s'entrecoupent,  trouver 
1  aire  du  cône  ayant  le  centre  pour  sommet  et  la  courbe 
de  l'intersection  pour  base. 

2.  Exprimer,  par  des  intégrales  abélienncs,  la  longueur 
d'un  arc  de  la  courbe  de  l'intersection.  (Strebor.) 

vSoient 

a?         b^        c' 

,    ,  x^         y"^         Z' 

^v  ^  +  ^  +  .-^^  =  '' 

(*)  Le  théorème  stibsiste  pour  un  polyjjone  plan  quelconque,  on  con- 
sidérant chaque  c6té  comme  représentant  une  force,  en  grandeur  et  en 
flirccfion,  et  appliquant  le  llicurcnir  des  moments.  Tm. 


(  7»  ) 
les  équations  des  deux  surfaces.  Si  on  les  lelraaehe  l'une 
de  l'autre,  on  obtient 


(3) 


équation  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  commun 
des  deux  surfaces ,  et  pour  base  la  courbe  de  leur  inter- 
section. Pour  rectifier  cette  dernière  courbe  et  pour  ob- 
tenir Taire  du  cône,  nous  prendrons  pour  variable  la 
longueur  u  de  la  génératrice  de  ce  cône,  en  sorte  que 

(4)  lÛ  =  X'  -\- J-' -If-  z' . 

Nous  supposerons  que  les  deux  surfaces  soient  des  el- 
lipsoïdes, rien  n'étant  plus  aisé  que  de  voir  les  modifica- 
tions à  introduire  quand  une  de  ces  surfaces  ou  toutes  les 
deux  deviennent  des  hyperboloïdes. 

Si  entre  les  équations  (i)  et  (2)  on  élimine  successive- 
ment a:*,  y^  et  z%  on  trouve,  pour  les  projections  de  la 
base  du  cône  sur  les  plans  coordonnés, 

(5) 

(6) 

(7) 

On  peut  remarquer  que  ces  équations  représentent  des 
cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  axes 
coordonnés.  Par  conséquent,  les  questions  proposées  re- 
viennent à  trouver  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  résul- 
tant de  l'intersection  de  ces  cylindres,  et  l'aire  du  cône 
ayant  cette  courbe  pour  base  et  l'origine  des  coordonnées 
pour  sommet. 

Les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  la  base  du 
cône  avec  les  plans  coordonnés  sont  données  par  les  équa- 
tions suivantes  : 


(7^) 


(8) 
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(ro) 


b^a'-'  —  a'^b'' 

Pour  que  les  valeurs  (8)   soient  réelles,   il  faut  oi  il 

suffit  qu'on  ait 

c  ^  c'     et     a'  '^  a; 
car  alors  on  a 

ca'  ^  ac', 

et,  par  conséquent ,  le  dénominateur  est  toujours  positif. 

D'après  ces  deux  inégalités,  la  réalité  des  valeurs  (9) 
n'entraîne  que  la  nouvelle  condition  h'  ^b. 

Dès  lors,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  (lo)  sont 
toujours  imaginaires.  En  c/Tet,  d'après  les  conditions  ci- 
dessus,  on  peut  avoir  indilïéremraent 

ba'  ^  ab'      ou      ba'  <^  ab' . 

Or,  si  bn'  ^  nh\  comme  b  <^  b\  la  valeur  de  x  est 
imaginaire.  Si,  au  contraire,  ba'  <^ab' ,  comme  rt'^rt, 
c'est  j  qui  est  imaginaire.  Donc,  pour  que  les  deux  sur- 
faces du  second  ordre  se  rencontrent,  il  faut  et  il  sullii 
(fuc  leurs  axes  satisfassent  aux  inégalités 
n  <  a',  b  <  //,  .■  >  c'. 
D'après  la  discussion  précédente,  ou  rccouuait  que  l.t 


(  73  ) 
base  (lu  cône  est  symétrique  par  rappori  aux  deux  plans 
principaux  passant  par  l'axe  des  z  ;  celte  courbe  à  double 
courbure  a  cjuatre  sommets  qui  sont  les  points  où  (;lle  ren- 
contre les  plans  XZ  et  YZ.  Cette  courbe  se  compose  ainsi 
de  quatre  brandies  identiques,  et,  par  conséquent,  pour 
les  questions  que  nous  avons  à  résouche,  il  suffit  décon- 
sidérer une  de  ces  quatre  branches  et  de  quadrupler  en- 
suite. 

En  cherchant  par  la  méthode  ordinaire  le  maximum  et 
le  minimum  de  la  valeur  de  u  donnée  par  l'équation  (4), 
en  se  rappelant  que  les  variables  x,  /,  z  sont  liées  par  les 
équations  (i)  et  (2),  on  trouve  que  les  valeurs  maxima  et 
minima  correspondent  aux  rayons  vecteurs  des  deux  som- 
mets d'une  de  ces  branches.  Ces  valeurs,  commodes  à 
calculer,  sont  précisément  les  limites  des  intégrales  que 
nous  allons  chercher  maintenant. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  rectification  de  la  base  du 
cône.  Les  équations  (1),  (2)  et  (4)  donnent  les  valeurs 
suivantes  de  x'^,j^,  z^  en  fonction  de  ti^ 


") 


et  on  a  les  relations 

A  =  a' a'^c'- b"  —  b-c''), 

B  =  a' b' c' a"  {c'' ~  b'') -h  rra"  b''c"{b' —  c'), 
2)  (  C  =  b'b''{(r-c''—c'a"), 

D=a'b'c'b''{ri''—c")  -\-  b'n" b'-c" {c' —  a'), 

Y,  =  c-c'-{b'a"—  fvb"), 

F  =  ft-b'c'c"'  {b''  —  rt'-)  -+-  c-n'-b'-r'  (rr  —  b'). 


Al/ 

+  B 

0 

Cn 
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(75  ) 
Alors  les  cyliiulies  (5)  et  (6)  se  réduisenl  aux  plans 


l5)  z  =  ztcc'\/ T, 


parallèles  à  XY;  le  radical  du  second  membre  est  réel, 
d  après  les  conditions  établies  entre  les  axes  des  deux  sui- 
faces.  Ainsi  la  courbe  d'intersection  est  un  des  parallèles 
donnés  par  l'équation  (i  5)  -,  le  rayon  de  ces  cercles  est 

/       c'—  c" 

an   i/ ; —' 

V    ca  ^  —  a-c- 

valeur  réelle.  La  question  est  donc  ramenée  dans  ce  cas  à 
trouver  la  longueur  de  la  circonférence  d'un  cercle  de 
rayon  connu,  ce  qu'on  sait  faire.  D'ailleurs,  le  cône  con- 
sidéré étant  de  révolution,  la  génératrice  u  est  constante, 
et,  par  conséquent,  on  ne  peut  pas  la  prendre  pour  va- 
riable, comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  général.  La 
formule  (i3)  est  effectivement  illusoire. 

L'aire  conique  est  facile  à  calculer  d'après  ce  qui  pré- 
cède. En  effet,  en  représentant  par  du  l'aire  du  triangle 
infinitésimal  formé  par  deux  génératrices  consécutives  et 
par  l'élément  de  la  base  du  cône ,  on  a 

a  sin  0 


0  étant  l'angle  du  rayon  vecteur  u  avec  la  tangente  à  la 
base  du  cône.  Or 


cos  0 


xdx  -t-  ydy  -h  zdz       du. 
u  ds  ds 


/         du-         I      , — 

sm  9  =  1/  1 =  — -  s^da 

V  ds'        ds 


'  —  du'  ; 
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DIVISION  PRATIQUE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  EN  PARTIES 
ÉGALES; 

Par   m.    IIOUSEL, 


Processeur. 


On  trouve,  dans  le  Traité  de  la  construclion  et  des 
principaux  usages  des  instruments  de  mathématiques, 
parBiON,  page  22  [4''  édit.,  Paris,  i752(*)],  la  règle  pra- 
tique suivante  pour  diviseï-  une  circonférence  en  un  nom- 
bre n  de  parties  égales  :  Divisez  le  diamètre  AB  en  autant 
de  parties  égales  qu'on  veut  en  avoir  sur  la  circonférence; 
des  points  A  et  B  comme  centres,  et  avec  AB  comme  rayon , 
décrivez  deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  C,  puis 
joignez  le  point  C  à  la  seconde  division  du  diamètre  ^ 
cette  ligne  prolongée  ira  couper  la  circonférence  en  D, 
et  BD  sera  la  portion  demandée  de  la  circonférence. 


Dans  la  iigure,  on  a  pris  /^  =  8. 

Mais  il  est  important  de  savoir  quelle  approximation 
donne  ce  procédé,  et  c'est  ce  que  nous  allons  chercher. 
Posons 

AMC  =  a.      ACM  -—  ê     et     DOB  =r  y. 


(  *  )  Beaucoup  de  ces  instruments  ont  été  changés  et  très-perfectionncs , 
d'autres  ne  sont  plus  en  usage.  Un  nouvel  ouvrage  de  ce  genre  serait  une 
excellente  acquisition  pour  les  mathénialiques  appliquées  M.  Schncitler 
A  publié  un  tel  ouvrage  h  I.cipsig;  la  -.'^  édition  est  do  i85a.  Tm. 


(  7B) 
Dans  le  liiaiiylt*  MCA,  on  a  la  propoitioii 

?R  3. 

sin  a  :  sin  5  :  :  2  R  :  2  R  —  2  .  —  :  :  I  :  I 1 

n  n 

car 

ACc=  2R  =  AB, 

et  d'ailleurs 

6  =:  I20  —  a. 

Ensuite,  comme  DM0  =  i8o  —  a,  le  triangle  DM0 
donne 

sin  M  :  sin  (  a  —  7  )  :  :  R  :  R  —  2  —  i  :  1  : 1 


On  a  donc 


et 


sin  a  :  sin  (  1 20  —  a  )  ;  :  i  ;  i . 


sin  a  :  sin  (a  —  7  )  ^  •  1 1 1 ^• 

n 


En  divisant  chaque  équation  par  sin  a.  On  a  d'abord 


Oi 


2 
1  :  sm  1 20  cet  a  —  cos  1 20  !  I  i  :  1  —  -• 

n 


v/3  I 

sin  I  20  = —     et     cos  120  = 

2  2 


V  3  .  cet  a  4-  1        n  — 

2  2 

et 


-5                 in  —  4                rt  — 4                       rt  — 4 
y/ci  col  a  = I  = .      col  a  =  =- • 


Ensuite 


4 

1  :  cos  7  —  sin  7  cf)!  «  :  :  I  :  I  — ^^  • 


ce  qui  doiuic 


cos  7  - 
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jin  -y  (  rt  —  4  ) "  —  4 


n\li  " 

Soi  t  cos  y  =  .r  ;  on  a 

(i  —  jc')  (rt  —  4'' _(''  — 4)'       ,     2x('/î  — 4) 

— — — 1-  .r- , 

r      frt  — 4)''l      2j:(rt  —  4)     2  («  —  4)' 

j_  3rt'        J  «  3«' 

d'où 

x'I'in-  ^  (/?  — 4)']  — 6«(«  —  4)  jr  +  2(rt  — 4)'=:o, 

et  enfin 

,  -,    3«  +  v'w^H- i6(rt  — 2) 

-----(«-4)--   3«^H-(«-4r — 

On  rejette  le  signe  —  qui  donnerait  des  cosinus  négatifs 
dans  les  valeurs  do  n  suffisamment  petites. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  comparer  les  valeurs  approxima- 
tives aux  valeurs  exactes  : 


Différences. 

O 

n  = 

3, 

exact. 

O 

n  =r 

4, 

exact. 

—  5' 48" 

n  z:^ 

5, 

7  =  7 '"57'  12" 

au 

lieu 

de 

72", 

o 

n  =r 

6, 

exact. 

5'  22 

n  = 

7' 

Y  =r  5  I  .  3  I  .    5 

au 

lieu 

(le 

5i.25'43", 

1 1 .  i4 

n  = 

8, 

7  =  45 • ' ' • ' 4 

id. 

45, 

16.40 

n  = 

9' 

Y  =  4^ • ' 6 . 4o 

ut. 

40, 

2  1  .24 

//  = 

10, 

7  =  36 . 2 1 .  24 

id. 

36, 

25.  I  4 

n  =r. 

115 

7  =  33.   8.52 

id. 

32.43.38, 

29.45 

n  = 

12, 

7  =:  3o. 29.45 

id. 

3o, 

31.58 

//  i=r 

i3, 

7  =  28  .  1  2  .  3o 

id. 

27.41 .32y 

32.56 

n  = 

i4, 

7  --=26.  15.48 

id. 

25.42.52, 

34.30 

n  = 

.5, 

7  r=  24 .  34  •  3o 

id. 

5-4, 

35.54 

n  — 

16, 

7  =  23 .  5 . 54 

id. 

22. 3o, 

36.37 

Il  ^=. 

•7> 

7  =^  2 1  . 4  7  •  1 2 

id. 

2  1  .  10.35. 

Les  dilVéïcnces  augiuenlent  loniiut'  on  devait  s'y  at- 
tendre, mais  très-lentement. 

Le  calcvil  a  été  poussé  jusqu'au  polygone  de  dix-sept 
côtés  que  l'on  sait  maintenant  insci'ire  exactement;  mais 
la  construction  qui  résulterait  des  calculs  de  M.  Gauss  se- 
rait tellement  pénible,  que  cette  approximation  vaudrait 
encore  mieux  dans  la  pratique  (*). 


SOLITIO^  DE  LA  QUESTION  2iJ 

(  voir  t.  I  ,  p.   247  )  ; 

Par  m.   h.    FAURE. 


TuÉORiîME  I.  De  tous  les  cônes  inscrits  dans  un  seg- 
ment sphériquc ,  celui  qui  a  ])Our  sommet  le  pôle  de 
la  base  a  le  plus  petit  angle  solide.  La  somme  de  deux 
angles  solides  des  cônes  qui  ont  pour  sommets  respcctijs 
les  pôles  delà  hase  commune ,  est  égale  ci  4.  (Catalan.) 


^    A 

Démonstration.  Soit  S  le  sommet  du  cône;  menons 
parce  point  et  le  centre  de  la  sphère  un  plan  perpendi- 
culaire au  peiit  cercle  de  base;  AB  sera  le  diamètre  de  ce 
cercle,  SA,  SB  les  génératrices  minimum  et  maximum 
du  cône.  Pour  déterminer  les  pôles  1)  et  R  du  petit  cercle, 
abaissons  du  centre  O  une  peipendirulaire  OK  sur  AB. 

■*)  {^''a'  j)ri)1)l('mo  csl  ;nissi  rosolii  dans  la  Gàoiuôlrif  do  .M.  C.alalaii. 


(  «'  ) 

La  droilo  SI)  sera  Viiw.  de  notre  coiic  ;  et  si  ,  pour  me- 
surer l'angle  solide;,  nous  décrivons  du  point  S  comme 
centre,  avec  ini  rayon  quelconque,  une  sphère,  elle  cou- 
pera Taxe  en  F.  Menons  alors  par  ce  point  un  plan  tan- 
gent à  la  sphère  S;  le  cône  y  déterminera  une  ellipse 
dont  Tellipsc  spliérique  tracée  sur  la  sphère  S  peut  être 
considérée  comme  la  perspective  relativement  au  point  S. 
Ces  deux  surfaces  seront  évidemment  minimum  à  la  fois. 
Si  Ton  appelle  G,  H  les  points  où  le  plan  tangent  que 
nous  avons  mené  rencontre  les  génératrices  SA ,  SB  de 
notre  cône,  la  trace  GH  sera  l'un  des  axes  de  l'ellipse' 
plane,  l'autre  se  trouvera  projeté  en  F.  Or,  le  premier 
ayant  une  longueur  constante,  la  question  se  trouve  ra- 
menée à  trouver  le  minimum  du  second.  Cela  est  bien 
simple;  car,  si  l'on  suppose  aux  points  C  et  F  deux  pei- 
pendiculaires  au  plan  de  la  figure ,  elles  rencontreront  la 
génératrice  du  cône  projetée  sur  SD  en  des  points  C  et 
F',  tels  que  CC  :  FF'  ::  SC  :  SF;  d'où 

où  FF'  est  le  second  axe;  mais 


CC'  =  v/AC.CB  =  v/SC.CD; 
donc 


CD 

Et  Ton  voit  sous  (  elte  forme  que  le  rapport  de  —    sera 

minimum  lorsque  le  point  S  se  confondra  avec  le  point  E. 
,  Quant  à  la  seconde  partie  de  la  question  ,  elle  n'est  pas 
moins  évidente  :  il  sufllt  de  se  rappeler  la  définition  que 
l'on  donne  pour  la  mesure  de  l'angle  solide  d  un  cône.  Or 
ou  voit  facilement  qu'en  divisant  l'aire  de  l'ellipse  sphé- 

inn.  de  MaihrnhU.,  t.  XH.  (Mars  i8-i3.)  G 


(  s-  ) 

rique  par  ^  tle  la  surface  totale  de  la  sphèie,  ou  obtient 

un  quotient  proportionuel  à  l'angle  solide.  D'après  cela, 
si  nous  désignons  par  D  et  E  nos  deux  angles  solides ,  on 
trouvera 

arc  AEB  ^         ,       arc  ADB 

D  =  4-i-—: f-xt;'    e=4. 


circonf.  OD  circonf.  OD 

en  donnant,  pour  plus  de  simplicité,  aux  sphères  auxi- 
liaires le  même  rayon  qu'à  la  sphère  donnée.  On  déduit 
de  là 


NOUVELLE  ANALOGIE  DE  L'ALGEBRE  ET  DL  CALCIL  INTEGRAL  ^ 

Par  m.  E.  BRASSINNE. 


Soit  f{oc^j^  7',.  .  .,j'"'^)  =  <^'î  w'ie  équation  dilfé- 
renlielle  linéaire  de  l'ordre  m\  changeons  y  en  ju 
(m  étant  une  fonction  indéterminée  de  .r),  uous  aurons  le 
développement  suivant  : 


dx        "   '  i.7..Ux^ 

L'expression  (1)  est  bien  connue  des  géomètres,  et 
d'Alenibert  en  fait  usage  pour  démontrer  un  théorème 
de  Lagrange.  Le  premier  terme  du  second  membre  est 
l'équation  proposée  elle-même,  multipliée  par  u.  Le  se- 
cond terme  contient  une  fonction  que  nous  avons  désignée 
pai'y(.r,  j,  y' .  .  .).  Celle  fonction  ,  quej'ai  appelée  con- 
juguée preniièr(î,  dans  un  Mémoire  sur  la  composition  des 


(  *}  C'pst  par  crriMir  ipic  li'  ilii'ori-ino  i.'>t  attrilu»'  .'i  M.  Catalan. 


(  83  ) 
équations dillerentielltïs,  s'obtient  en  déiivanl  la  piopost'-i* 
par  rapport  aux  ordres  dlirérenticls,  comme  en  Algèbre  on 
dérive  par  rapport  aux  exposants.  Si,  par  exemple,  on  a 

<'/"'v  d'"-'y  d'"-''Y 


dx"*  (Le'"    '  d^c"'"  ' 


on  trouvera 


r{.v,j,  y..    )=  ru.  -^  +  (n.  -  1)  A  ^^^ 

d'"-'  y 
-+■  [m  —  2 )  B 4-  .  .  .  . 

Les  fonctions  "f{x,  j,  j'.  .  .),  "'f{x,j,  y'.  .  .),  etc., 
correspondent  aux  dérivées  secondes,  troisièmes,  .... 

Cela  posé,  supposons  que  //  soit  une  fonction  de  x, 
développée  ainsi  qu'il  suit  : 

u  =  a  -^  bc'-  ^  +  ce'"'-''  +  dc^  ''■''  -^.  .. 

=  IM  -t-  N  a  x  -t-  P  a-  jc^  H-  .  .  .  . 

Faisons,  pour  plus  de  simplicité,  M  =  i,  N  positif.  En 
portant  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  (t),  on  trouve 

f       /[-t^j,  (j«)'-    .]=  /{-r  ,y,  y' .  .  .)  [\  +  ^ax  -^.  .  .) 
(i)     }  4-  a  'f[J:,y,y .  .  .)(N  +  2PaJ7-h.  .  .} 

(4-a^y(a-,j,/...){2P4-...)- 

Ce  développement  fait  voir  que  le  premier  membre  et  le 
premier  terme  du  second  membre  resteront  de  même 
signe,  quel  que  soit.r,  lorsque  a  sera  infiniment  petit,  si 
l'on  substitue  pour  j^  une  fonction  quelconque  de  x.  Mais 
si  cette  fonction  de  x,  que  nous  appellerons  9(x),  est 
une  intégrale  de  la  proposée  (nous  supposerons  la  con- 
stante qui  la  multiplie  égale  à  i),  le  premier  terme  du  se- 
cond membre  sera  identiquement  nul  5  de  sorte  que,  dans 
le  cas  de  a  positif  et  très-petit,  le  premier  membre  aura 
le  même  signe  que  'f[x  ^y^j' .  .  .).  Mais  si.  dans  Tex- 

6. 


(  84  ) 
pression   de  u .,   on  supposait  a  liès-pelit  cl   négatif,  le 
premier  membre  serait  de  signe  contiaire  h  'f[x^y,  y'. ..) . 
D'où  résulte  ce  théorème  :  Si\  dans  une  équation  diflé- 
rentielle  linéaire,  on  substitue ,  au  lieu  de  y-, 

cp:r  (i  +Ny.  j: +.  .  .)      et     '?(>î^)(i  —  Na.r-I-...), 

tp  (x)  étant  une  intégrale  de  celle  équation^  les  deux 
substitutions  donneront  des  résultats  en  x  constamment 
de  signes  contraires  si  a  est  trbs'petit. 

Le  théorème  suppose  que  cp  (j?)  ne  soit  pas  une  inté- 
grale de  la  fonction  ^  (a.,  jj-",  j. .  .)  =  o ,  car  alors  le 
ihangement  de  signe  de  ot  ne  changerait  pas  le  signe  du 
second  membre;  m_ais  le  théorème  subsisterait,  si  un 
nombre  pair  de  fonctions  f^  "J^  '"f^.  .  .,  était  annulé  par 
)'=  <^[x).  Ce  cas,  qui  correspond  en  Algèbre  à  celui  des 
racines  égales,  entraîne  pour  la  proposée,  indépendam- 
raentde  cp  (.r),  des  intégrales  x  9  (j:),  a:^!})(.r),  j:'(jp(x),..., 
en  même  nombre  que  les  fonctions  'f^  "J\  '"f, . . . ,  annulées , 
comme  on  peut  le  démontrer  par  l'équation  (2),  et 
comme  je  l'ai  fait  voir  dans  un  Mémoire  de  1842. 

Remarquons  que  si  la  fonction  indéterminée  u  était 

représentée  par  e""^,  les  expressions  jj  =  e"^  cp  (  r  )  , 
7  2  =  e~^'^cp  [x)  représenteraient  des  courbes  au-dessus 
et  au-dessous  de  la  courbe  J  =^  [x]  ,  fournie  par  l'in- 
tégrale. 

Le  théorèmcî  que  nous  avons  énoncé  a  une  réciproque 
évidente.  Si,  par  exemple,  deux  substitutions  <^  {x)  e""^ , 
(j3  [x]  e~°'"^  donnent,  dans  la  proposée/(.r,j,  /',...),  des 
résultats  en  .r  constamment  de  signe  contraire,  a.  étant 
très-peiit ,  o  (,r)  sera  une  intégrale  de  cette  proposée  . 
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m\  m  l'ItOKLEME  DE  COMBINAISONS; 

Par   I\]     E.    PROU  H  ET. 


I. 

La  qiicslion  que  je  me  propose  de  résoudre  est  la  sui- 
vante :  Combien  j  a-t-il  de  manières  de  résoudre  m  équa- 
tions à  m  inconnues ,  en  variant  autant  que  possible 
l'ordre  des  éliminations  et  des  substitutions  ? 

Soient  R,„  le  uombre  cherché  et  E„  le  nombi-e  des  ma- 
nières d'éliminer  une  inconnue  entre  ti  équations. 

L'ordre  dans  lequel  on  dispose  les  m  inconnues,  pour 
chasser  successivement  les  m  —  i  premières,  peut  être 
varié  de  i.  2.  3,.-o  '"  o^i  tle  P,„  manières,  ce  qui  fait 
d'abord  P,„  modes  de  résolution  distincts. 

Mais  la  première,  la  seconde,  la  ti""""  inconnue  peu- 
vent être  éliminées  respectivement  de  E„,,  de  E,„_i,  de  E„ 
manières.  Le  nombre  des  modes  déjà  trouvés  doit  donc 
être  multiplié  par  le  produit  E,„E,„_i,...,  EjE,. 

Ensuite,  quand  on  aura  trouvé  n  —  i  inconnues,  il  y 
aura  n  manières  d'en  obtenir  une  ti"""^  en  résolvant  une 
quelconque  des  n  équations  qui  renferment  cette  inconnue 
avec  les  //  —  i  premières.  Il  y  aura  donc  deux  manières 
d'obtenir  la  deuxième  inconnue ,  trois  manières  d'obtenir 
la  troisième,  etc.,  ce  qui  multiplie  encore  par  P,„  le  nom- 
bre des  modes  déjà  trouvés. 

De  sorte  que  nous  aurons,  en  définitive, 

IL 

Il  s  agit  maintenant  de  trouver  E,„,  E,„_i,  etc.,  ou  sim- 
plement E,„,  c'est-à-dire  de  résoudre  ce  problème  ;  Com- 


(  8(S   ) 
hicii  )  a-L-il  de  manières  d'élùnincr  une  inconnue  entre  m 
équations? 

Désignons  ces  équations  par  les  nombres  I,  2,  3,. -5  ni. 
Pour  en  chasser  une  inconnue  x,  il  faut  éliminer  m  —  i 
fois  X  entre  deux  de  ces  équations,  en  ayant  soin  d'em- 
ployer chaque  équation  au  moins  une  fois.  D'après  cela, 

si  l'on  forme  les  — ^^ combinaisons  deux  à  deux  des 

2 

///  premiers  nombres,  savoir  . 

(1.3)  (2,3) 

(1.4)  (2,4)  (3,4) 

(1.5)  (2,5)  (3,5) 


(r,/H)  (2,  m)   (3,  w  ),...,    [m  —  i)  w, 

les  dilîérents  modes  d'élimination  que  l'on  pourra  em- 
ployer correspondront  aux  combinaisons  m  —  i  h  vi  —  i 
des  termes  de  ce  tableau ,  en  excluant  celles  où  manque- 
raient quelques-uns  des  nombres  I,  2,...,  m. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  réserverons  le  nom  de 
i^roupe  aux  combinaisons  dont  nous  venons  de  parler. 

III. 

Le  nombre  total  des  groupes  possibles  est 

T 

C   '", 

.71—  I 

l'indice  inférieur  désignant  le  nombre  des  couples  qui 
entrent  dans  chaque  combinaison,  et  l'indice  supé- 
rieur T,„  servant  à  représenter   le  nombre  triangulair«> 

//;  (  w  —  I  ) 
I  .2 

T,„_.  étant  le  nombre  li  iaMi;uIairr  ('gai  <ni  immédiate- 


(  87) 
mont  supérieur  à  m —  i,  il  ne  pourra  manquer  dans  aii- 
euii  groupe  plus  de  z  nombres;  car  si  l'on  ùte  du  tableau 
cpii  renferme  tous  les  couples  les  z  -\-  i  premières  co- 
lonnes, les  T,„_;_,  couples  restants  ne  peuvent  former  de- 
groupes,  puisqu'on  a,  par  hypothèse, 

On  aura  donc 

C^  ™^  =  X,  +  X,  +  X,  +  .  .  .  +  X,, 

Xo  désignant  le  nombre  des  groupes  où  ne  manque  au- 
cun nombre,  Xj  le  nombre  de  ceux  où  il  en  manque  uti 
seulement,  X.,  le  nombre  de  ceux  où  il  en  manque  deux, 
et  ainsi  de  suite. 

IV 

On  peut  déterminer  d'abord  X^.  Si  sur  les  T,„  couples 
on  laisse  ceux  qui  contiennent  z  nombres  pris  à  volonté, 

les  T,,,_.  autres  couples  fourniront  C       '  eroupes  où  n  en- 

trent  pas  les  z  nombres  considérés.  La  même  opération 
pouvant  se  répéter  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  manières  de 
prendre  z  choses  sur  m ,  on  aura 

i       m —  I 

Tous  les  X  seront  donc  connus  si  l'on  parvient  à  établir 
une  relation  entre  X,  et  X,^.)  ,  X,^.2 ,  etc. 


A  cet  elïet,  considérons  /nombres  sur  /;/ ,  par  exemple 
1,2,3,...,  /  ; 

les  groupes  où  n'entrent  pas  ces  nombres  s'obtiendront  en 
«ombinant  ni   —  i  à  ni  —  i  les   1  ,„_,  coiqiles  où  (cs  nom-^ 


(  88) 
brcs  manquent.  La  même  chose  ayant  lion  poui   chaque 
manière  de  prendre  /nombres  sur  niy  on  voil  qu  en  prenant 

"    T. 


t        m — i 


on  sera  sur  de  compter,  et  chacun  une  seule  fois,  les 
groupes  où  n'entrent  pas  /des  m  nombres;  mais  il  faut 
en  retrancher  les  groupes  où  manquent  plus  de  /  nombres. 
Or,  tout  groupe  où  manquent  i~\-i  nombres,  par 
exemple 

1,2,3,  ...,/,/  -t-  I , 

fait  partie  des  groupes  où  manquent  /de  ces  nombres,  et 
est  compté  /+i  fois.  11  faut  donc  d'abord  déduire  du 
nombre  précédent  (/H-  i)  X,^.!. 

Un  groupe  où  manquent  /-h  2  nombres ,  par  exemple 

I  ,  2  ,  3  ,   .  .  .  ,  J ,  /  -f-  I  ,  /  -}-  2, 

fait  partie  des  groupes  où  manquent  /  de  ces  nombres ,  el 

.      .      ,    ,   .  (/  -4-  i)(/4-  2)  ,     ,, 

est  ainsi  répète  — lois.  Un  aura  donc  a  de- 

'^  1.2 

duire,  pour  les  groupes  de  cette  classe, — ^X,^j. 

On  verrait  de  même  qu  il  faut  déduire,  à  cause  des 

groupes    où    manquent    /  -+-  3    nombres ,    le    nombri? 

(/• -m)(/-+-2)  (/+ 3),,  .     •     •    j          •»       rk 

^ — ~-^ ^^-+3  5  ^^  ainsi    de  suite.    On    aura 

donc 

V   —  r"  p'^'"—       '-^^  V  (f+i)(/  +  2) 

r^rs         ^'^'~-  '  ■  ' 

M. 

Si    Ton    fait    successivement,    dans    celle    loi  mule. 
i  =  z  —  I,   ;: — 2,   z  —  3,  on  trouve,  toutes  réductions 


(  89 
faites, 


T  z         T 

X^m       .,     m— j+l  "  f~,m  ,,     m—z 

'  ;  •  I       m — I  ,       :       m— i 


—  -  z—1      m—\  ,  ;-  1      m— I 


('2  _  ,)2  T 


m  — 2 
m-,       ^ 


T„    . ,  ,        3  —  2     ™        T„ 


m       p     m— ;+,s  -'  -*  pffl       -^     m— j-f-2 

s— 3      m—\  I  :— J      m— I 


(z  — ^)  (3  —  1)     „        T„,_,^,  ^  (z— 2)(z  —  i)z         T„,_^ 

1.2  =-'     '"'-'  1.2.3  "      m-i     ' 

formules  dont  la  loi  est  évidente  et  qui  donnent,  pai 
induction , 

Y      p™  p     m— «  ^  "T"   I  pm      p    m— /i— 1 

"  n       m — I  I  '1—1       m — 1 

(//  +  1)  f /?  -I-  2)     „,  T„,_„_2 

H L<        vj      ^  —  .  *  .  1 

n~\      «1—2  ' 


1  .2 

et ,  si  l'on  fait  /i  =  o , 

Xo  =  c'^"'  -  C'  c'^'"-'  -f-  c™  C^"-'  -  c"  C^"-*  H 

"  m— I  I        m— I  2        m— I  3        m— 1 

Mais  Xo  n'est  autre  chose  que  ce  que  nous  avons  désigne- 
en  commençant  par  E,„.  Donc  notre  problème  çst  résolu. 
Comme  yérifîcation,  on  s'assurerait  facilement,  d'après 
les  formules  précédentes,  que  la  somme  des  nombres  Xo , 

Xi ,  X2 , . . . ,  X,  est  égale  à  C„ 


T_ 


VII. 

Le  nombre  R,„  ci'oîl  très-rapidement  avec  son  indice, 
comme  on  en  jugera  par  le  tableau  suivant  : 

E ,  =  I ,  R,  =  4 , 

E.=  3,  R,  ~  108, 

E,  =  16,  Ri—  27648, 

£5=135,  Ri  "  122 1 12000, 


(  90  ) 
Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  quelques-unes 
(le  nos  formules  peuvent  servir  à  résoudre  des  problèmes 

X 

relatifs    à    la    géométrie   de    situation.    Ainsi    Xq,    --■> 

I.2.X2  .       T  .  111 

— -, :i  jndiquent  respectivement  le  nombre  de  ma- 

/;/(/«  —  I  )  ^  '■ 

nières    de    mener    m  —  i    droites     entre    //i,    ni — i, 

m  —  2 ,  etc.,  points,  de  telle  sorte  qu'aucun  de  ces  points 

ne  soit  isolé. 


TIIEOUIE  A^ALYTIOIE  DES  FAISCEAIX  PLANS. 


Rapports  composés  fasciculaires  plans. 

I,  Ecrivons  un  système  de  îin  équations  représentant 
un  faisceau  plan  de  in  rayons,  savoir  : 

y  —  fj  =  fhni-i:  —  ^)- 

Considérons  les  in  quantités  r?, ,  rt, ,  .  .  . ,  a^,,  comme  les 
2  n  racines  d'une  équation ,  et  formons,  avec  ces  quantités, 
lui  rapport  segmcntaire  composé  (page  29).  Ce  rapport 
est  dit  rapport  composé  du  faisceau,  ou  1  apport  fascicu- 
laire,  et  il  y  a  autant  de  ces  rapports  qu'on  peut  former 
de  rapports  composés  segmentaires  avec  2  n  quantités 
[voir  tome  M,  page  68). 

Obsejva/ion.  Par  l'origine  menons  des  droites  paral- 
lèles aux  rayons  du  faisceau.  T-cs  équations  de  (-(«s  dioilcs 
sont 

.v  =  fit'',       y  =  f'^fy  ■  •  ■  ,r=  ft.„j:  ; 


(9»  ) 
X  =  i  est  rëqualion  crime  droite  parallèle  à  Taxe  des  )  ; 
les  diflerences  telles  que /7s  —  «, ,  n^  —  ^2  •»  etc.,  sont  les 
diilérences  des  segments  interceptés  par  les  rayons  sur  la 
parallèle.  Le  rapport  composé  fasciculaire  est  donc  un 
rapport  segmentaire  qu'on  peut  convertir  en  rapports 
triangulaires  et  sinussiques  (tome  VI,  page  67). 

2.  Théorème.  Etant  donnés  in  points  dans  un  plan 
et  la  valeur  d'un  rapport  composé  d'un  faisceau  qui 
passe  par  ces  points,  V équation  du  lieu  géoniélriqiic 
du  sommet  du  faisceau  qui  passe  /mr  ces  points  est  une 
ligne  de  degré  n  qui  passe  par  les  in  points. 

Démonstration.  Le  numérateur  du  rapport  fascicu- 
laire est  un  produit  de  n  facteuis  de  la  forme  a,.  —  a,,  et 
l'on  a 

a  —  .r,.  a  —  ,r^ 

a,  /3  sont  les  coordonnées  du  sommet  du  faisceau 5  x,.-, 
j",.,  etc. ,  sont  les  coordonnées  des  points  5  donc 

_    ^  {y  s  —  Xr)+^[Xr—  y  s  )   +  Jr-rc  —  .r,,}". 


Ainsi  le  numérateur  est  un  polynôme  de  degré  n  relative- 
ment à  a  et  |6,  divisé  par  le  produit  des  111  facteurs 
(a  —  Xi)  (a  —  .r,)  ...  (a  —  .r.,,,)  ;  il  en  est  de  même  du 
dénominatein\  L'équation  du  lieu  cherché  est  donc 

(l)  P=;«Q; 

P  et  Q  sont  des  polynômes  en  a  ,  |3  de  degré  n  ,  et  m  est  la 
valeur  du  rapport  fasciculaire. 

Si  l'on  prend  un  des  points  donnés  pour  origine ,  la 
quantité  toute  connue  s'annule.  La  courbe  passe  donc 
par  ce  point .  v\  par  ronséqueni  la  crturbe  passe  par  les 
'.».  n  pointvS. 


(  iy^  ) 

Faisant  Pi=o,  Q=io,  1  équation  (i)  est  satisfaite, 
quel  que  soit  /;:  les  courbes  passent  Jonc  par  les  mêmes 
Ti'^  points.  Outre  les  2n  points,  les  courbes  ont  encore  en 
commun  ?i  [n  —  2)  points.  Si  les  in  points  donnés  sont 
sur  une  ligne  de  degré  n  —  i,  les  71  [n  —  2)  points  sont 
sur  une  droite. 

L'équation  générale  d'une  courbe  de  degré  //  renferme 

«  («  -f-  3)        ^  .  ,, ,        .       ,  ,         ^  , 

— ^ coelhcients;  1  équation  (1)  rcnierme  ^11  -\-i  in- 
déterminées, savoir  les  coordonnées  des  in  points  et  la 
valeur  m  du  rapport.  On  peut  donc,  généralement  par- 
lant, identifier  l'équation  (i)  avec  une  équation  donnée  de 
degré  n ,  tant  que  n  est  moindre  que  6 ,  et  il  y  a  des  don- 
nées qu'on  peut  prendre  aibitrairement. 

2.  Application,  n  =  2.  Un  faisceau  de  quatre  rayons 
donne  les  trois  rapports  anharmoniques  directs 

«3  —  a,  «4  —  Oi  (li  —  rt,  (ij  —  «i 

«3  —  «2  «4  —  «1  «4  —  «j  «2  —  "1 

a-i  —  fi\  .fij^  —  fl^ 


Oj  —  a.. a.  —  a. 


=  m. 


m,  —  /«|/Wa  =  I        (  Gt'om.  sup.,  p.  25), 

—  m,  niim^  =  i  . 

Ces  trois  rapports  sont  essentiellement  inégaux  et  racines 
de  1  équation 

x'  —  px^  ■+-  [p  —  3  )  j:  +  I  =  o , 

o\\  p  est  la  somme  des  rapports. 

Faisant  le  calcul  pour  le  premier  rapport,  on  trouve 


(  ;;•>  ) 

où 

P  =  P'(.r,-.r,)(,r,  -.r,) 

—  «P  [(J3  -J.)  ('^^  -  .rO  +  (j.  -  jO  (.r.  -  .r,)J 

-)-a'(7..— ji)(.r4— r/j 

+  [i[(  j',  —  .r,  )  (j,,r,  —  x,j,)  -I-  (.r,  —  .r,)  (j,,r,  —  .r,j,)  | 

H-  (r.i  ^i  —  -^..ji  )  (ji-^2  —  -^ir..-)- 

On  déduit  Q  de  P  en  changeant  l'indice  i  en  i  et  l'indice; 
2  en  I,  et  laissant  les  indices  3  et  4  tels  qu'ils  sont. 

Les  quantités  telles  que  — !  sont  les  coefficients  an- 

-2^3    ^K 

gulaires  des  côtés  du  quadrilatère,  et  les  quantités  telles 

que  ■— ^-^ ! — ^   sont   les    coordonnées    à    l'origine    des 

côtés. 

Prenons  pour  axes  deux  côtés  consécutifs  du  quadrila- 
tère, A  cet  ellet ,  faisons  Xi  =ji  =  o  ,  j-,  =  o ,  Xj,  :=  o  ^ 
alors  ré(juation  se  réduit  à  celle-ci  : 

w/,  ,r,  j:^  P=  +  [  /«,  (.r^jj  —  x,y^  )  +  j,  (x^  —  .r,  )  J  a^ 
-f-  (  I  —  /»,  )  r:,J,  a-  —  w,.rja7,j>-,  ^  +  fw,  —  l)  Jr.J.ij,  «  =  o. 

Faisant  a=:a"2  5  on  obtient 

Ayant  ainsi  un  cinquième  point  de  la  conique,  on  peut  la 

construi  re  géométi  iquement. 

Faisant  jîi  =  —  i ,  on  a  la  conique  correspojidant  à  la 

relation  harmonique.   Les  dtnix  autres   rapports  sont  et 

1 
et  -  • 

2 

Pour  la  coiii(pi<'  répondant  au  second  lapport,  on  a 
-Q  =  «/,P'; 


(  y4  } 


lloiK 


Cl 


ainsi  le  second  rapport  donne  la  même  conique  que  le 
premier.  Il  en  est  de  même  du  troisième  rapport ,  résultat 
évident  à  priori. 

3.   Application .   /i  =  [^  ^ 


t'i  •  Uk 


<7,  —  rt, .  fl,  —  a,- .  (Tj  —  «, 


on  a 


Changeant  2  en  4^  4  en  6,  6  en  2,  et  'v/re  versa,  on  obtient 
Q ,  et  l'équation  cherchée  est 

Les  quantités  telles  que •> ?   etc.  ,   sont 

J  I         Jî  Ji  JTî 

données  en  fonction  des  angles  et  des  côtés  de  1  hexagone. 
Si  l'on  prend  trois  rapports  tels,  que  l'on  ait  les  mêmes 
équations  qu'au  ^  2  ,  on  démontre ,  comme  ci-dessus,  qu'à 
chaque  rapport  répond  la  même  courbe  du  troisième 
degré.  On  a  en  tout  quinze  rapports;  ainsi  il  y  a  cinq 
courbes  dillérentcs. 

Fonctions  d' invohitio7i  et  invohitiotis. 

i.   Problème.   Soit  Véquation 

y  =  n„x; 

donnant  ii  V indice,  n  successivement  les  valeurs  i,  2,  3, 
4,5^6,  on  obtient  les  ét/ua/io/is  de  six  droites  passant 


(  y^  ) 

par  Voiiginc  :  c/wc/Ze  rcliition  doil  existai'  cuire  les  six 
coefficients  angulaires  ai ,  rtj,  .  .  .  ,  a^  pour  que  îe  fais- 
ceau soit  en  involution  ? 

Solution.  Supposons  que  les  rayons  conjugues  corres- 
pondent respectivement  aux  coelTicients  «i ,  a^\,  a^^Hf,-^ 
«5,  rtg.  La  droite  parallèle  à  Taxe  desy,  représentée  par 
l'équation 


coupe  le  faisceau  en  six  points  en  involution  ^  les  trois 
équations  relatives  aux  trois  couples  en  involution  sont 

r'  —  a  r  [fi,  H-  a,)  -H  a^fi.c/.'  =  o, 
j)-'  —  7.  j  ((7.1  4-  rt(  )  H-  (i!,n,,'/?  m  o  , 
jy-î  —  ^  y  [^,1^  ._^  c/_,^  _j_  af,at,y}  =  o  . 

Pour  que  les  points  soient  en  involution  ,  le  délerminaiii 
formé  par  les  coelïicients  doit  être  uui  (page  2y);  donc 
on  a  la  relation 

I  +rts«,;["|+"="— ("3  +  ''^)]  =  0• 
5.   Lorsque  cette  expression  n'est  pas  égale  à  zéro,  elle 

porte  le  nom  àe  fonction  (ï involulion  du  faisceau. 

6.  Théorème.   Le  lieu  du  point  duquel  menant  six 

droites  à  six  points  situés  dans  le  même  plan ,  on  forme 

un  faisceau  dont  la  fonction  d'involution  est  constante, 

est  une  ligne  du  sixième  ordre. 

Démonstration . 

IVotalion.  Xi,y,;  ^2,j7'  •  •  ',-i\,  J\,   coordon.  cics  [jointsfixcs  ; 
a,  fi,    coorJonnées  du  centre  du  faisceau; 
///,    val(Mir  constante  de  la  ("onctinn  d'involntion. 


(  9^'"  ) 
Les  équalious  ilis  six  rayons  sont 

y  —  p  =  <-/,  (x  —  a),      y — p=rt'.,(x  — a), 
j  — P  =  rt,;  (j  —  a); 


d'où 


»    •    •    «î         Or.   • 


11  faut  substituer  ces  valeurs  de  <7,  ,  .  .  .  ,  «g  dans  la  fonc- 
tion d'involution.  11  est  évident  que  le  membre  à  droite 
de  l'équation  est  évidemment 

m  [a.  —  .r,  )  (  a  —  ^j  ) .  .  .  ( a  —  Xq), 

L'équation  est  donc  du  sixième  degré;  car  le  facteur  en  ni 
ne  se  trouvant  pas  dans  le  membre  à  gauche ,  générale- 
ment parlant,  aucune  réduction  n'est  possible.  Cherchons 
le  membre  à  gauche ,  en  réduisant  tout  au  même  dénomi- 
nateur; faisons 

P'=(a  — .r,)(a  — j-,)(a-.r,); 
alors 

rt,  ffjflj  =  PP'. 

Cliangeant  dans  ce  produit  l'indice  3  en  /\ ,  et  vice  versa, 
on  aura 

on  obtient  de  même 

fit  (i-ifii     et     a,  aide; 
on  a  donc  ainsi 

n^  «2  [f'i  -h  /'i  —  [(t;  ■+•  fi«)]- 

Augmentant  dans  cette  expression  tous  les  indices  de  deux 

unités,  et  écrivant  i  au  lieu  de  7  et  2  au  lieu  de  8,  on 

aura 

c/„ai[rt.s  -H  a,.  —  (n,  -+-  a,)]; 

de  cette  dernière  expression  on  déduit  de  même 

ff'.fll.   [^1    -t-    "l    i^A    -\-    fit)]- 


{  V7  } 
i)n  voit  facilciiuMit  que  les  termes  supérieurs  au  troisième 
degré  cl  le  terme  a(3  disparaissant,  Téquation  cherchée 
est 

'''^  I  +  Dy.-hD'f,  +  F  =  m{(x  —  x,){u~x,){ci  —  x,)...{a—Xo\ 
où 

A  =  J,J,[j.  -h  Y,  —  (j5  +  Jb)]  4-  raj4  [Vt  H- Je  —  (j'.  +  Jv)  ) 
+  J5  >-«  [  Ji  H-  J2  —  (ra  -4-  J4  ) ]  , 

B  =  {■'^O'i  +  -^îJi  )  [j?  +7*  —  (j5  -I- Je)] 

+  (•3^,ij4  +  -2^473)  [js  +Jc  —  (ji  +72)] 

+  (.rsTe  +  JT^-O  [ji  +  J2  —  (jr3  +  J4)] 

+  J1J2  [-Vi  -+-X,—  (Xi  +  .ro)]-h  yiXi\Xi-^Xr.~{x,  +.^2)] 

H-j5jc[-ï'i  +JJ2  — (0:3  +  ^4)], 
C  =  :)'ij2r3  (.r,  +0:2  +  ^^3)  +  Ji  J2J4  (.^i  +  -^2  -4-  .^4  ) 

+  Ji  J2J5  (-^1  H-  ■*■•■!  +  -^s)  +  JiJjJe  (-ï^i  -\-  X.2-i-  Xo) 

-+■  .r^Xifi  (-^'i  -+-  ^\  +  -^.s)  +yiy'>y(,  {^^  +  -^4  +  ■^'e) 

-+-  J3r4.r.   (.^^3   -f-  ^1   H-  a.-,  )  +  73/4  Jj  (-2^3  +  -^-i    -4-  X,) 

-+  ^'s JeJ.  (  JTi  H-  ^c  -+-  ^1  )  +  J5jnj2  (^5  +  ^,i  H-  .r,  )  _ 
-+■  y^J  c^'a  (^5  +  -î^G  +  '^^3  )  4-  75/6/4  (-^5  +  3C,,  H-  ,r,  ) , 

Jf^   =  J1J2  (J^3   +  •2'4)   (j3-^3  +  j4-y4    —  Js-Î^i   —  J-i-ï-n) 

+  J.J4  (^5  4-  ^c  )  (js^s  -+-  Je  a^c  —  J.  -2^1  —  J2 .^2  ) 

-f-  J5J6  (^1   4-  -^2)   (j.  X,  -h  72  JTi  —  73-^3  —  J4  .^4  )  , 
F    ~  Jl  J2  -ï^l  •<^2   (  Js  ^S   -f-  Je  -î^fi  —  :>'3  -^3   —  J'4  •î'4  ) 

4-  J3  J4  X, X,  (  J,  j:,  4-  J2  ar.  —  75  ^5  —  J'c  ^c ) 
4-  /i/e  -^s-^r.  (>"3  ■2?3  4-  J>'4  oc,  —y,x,—  y,  x-,  ) . 

En  changeant  x  en  y  cl  y  en  x,  on  déduit  A'  de  A ,  IV 
dcB,  C  dcC,  D'deD. 

On  peut  choisir  l'origine  et  les  axes  de  manière  que 
Ton  ait 

•r,  =  J.  =  o,      y,  =  o,      x,  =  o; 

alors  la  quantité  toute  connue  s'annule;  la  courhe  passe 
donc  par  le  point  (.rj ,  Ji)  '■)  donc  la  courhe  passe  par  les 

Ann.  (h-  Mathi'mnt.  .  l.    XII.   (Mars   i853.)  j 


i;B 


six  poinls  donnés.  8i  l'on  faita  =  .r,,  on  a  une  cqiia- 
lion  du  troisième  degré  en  jS ,  dont  une  des  racines  est  ;^i, 
et  les  deux  autres  racines  donnent  deux  autres  points-,  de 
même  pour  a=:j?2,  etc.  Donc,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  /?*,  la  courbe  passe  par  dix-huit  mêmes  points. 

7.  Si  in  =  o^  le  faisceau  est  en  involution ,  et  la  courbe 
est  du  troisième  degré  passant  par  les  six  points  donnés. 

Réciproquement ,  étant  donnée  une  courbe  du  troisième 
degré,  s'il  s'agit  de  trouver  sur  la  courb(!  six  points  tels, 
qu'en  les  joignant  à  un  septième  point  de  la  courbe  on 
obtienne  un  faisceau  en  involution,  il  faut  identifier 
l'équation  donnée  avec  l'équation  (i),  ce  qui  donne  neuf 
conditions  pour  douze  inconnues  (*). 

8.  Le  théorème  VI  peut  se  généraliser.  Prenons  dans 
un  plan  ^n-'r  i  points,  et  désignons  les  coordonnées  de 
ces  points  par  Xj  ^yx^  Xg ,  J2  v  •  •  5  ^4/i+2  -,  Jin+i  5  et  d'un 
point  (a,  (3)  du  plan  menons  /[n  -{-  2.  droites  à  ces  points 5 
les  équations  de  ces  droites  sont 

j  _  [3  —  <7,  (.r  — a),       J  —  P  —n,(.i-  —  a).  .  .  , 

et 


^,> 


■t'n 


Écrivons  la  fonction 

M,  -h  M,  +  M:,  +  .  .  .  -t-  M,  ,H...  - 


ou 

M,  =  n^n^a^ 


-h  (!.,„+,   —  («,,,4-2  +  fl.uiA 


•".n+î)]' 


on  déduit  INL  de  M,  en  ajouiant  -i//  —  i  à  cliaqu»'  indice, 
et  lorsque  la  somme  dépasse  4'^  4-  2,  on  n'aduK^t  (jue  le 
résidu  de  la  somme  divisée  par  4'^"+-  2.  On  déduit  de 
même  Mjdc  Ma,  et  ainsi  de  suite;  m  est  un  nombre  donné. 

(  *)  Voir  Ca\le\,  Journal  de  Hlailtrriialii/urs ,  tome  IX. 


(  yy  ) 

Homplaçant  dans  cette  fonction  a,,  «.,  etc.,  par  leurs  va- 
leurs en  a,  j3,  Xi,  }'i,  etc. ,  on  obtient  une  c'quation  dont 
le  membre  à  droite  est  évidemment 

m  (x  —  Xt){x  —  x.)...{a — Xin+2), 

et  par  conséquent  de  degré  4'^+  2;  mais  le  membre  à 
gauche  est  de  degré  2  «  -h  i ,  et  lorsque  /n  =  o ,  la  courbe 
est  aussi  de  ce  degré.  On  voit  d'intuition  que  {a|3)^  "+'  dis- 
paraît-, il  est  facile  aussi  de  s'assurer  que  les  termes 
(3^"+*a",  «^"+'(3  s'annulent.  Mais  je  n'ai  pas  encore  la  dé- 
monstration générale.  On  prouve  aisément  que  la  courbe 
passe  par  les  ^n-\-  ^  points. 

9.  Les  propriétés  segmentaii'es  de  ce  genre  qui  appar- 
tiennent aux  courbes  de  degré  n  ,  appartiennent  aussi  aux 
courbes  de  degré  inférieur;  par  conséquent,  une  courbe 
du  troisième  degré  peut  se  décomposer  en  un  système 
d'une  courbe  du  deuxième  degré  et  d'une  droite. 


QIESTIOKS. 


270.  Soient  un  triangle  ABC  et  un  point  p  dans  le  plan 
du  triangle  -,  par  le  point  p  menons  trois  droites,  de  sorte 
que  p  soit  le  milieu  de  la  partie  /'/■'  interceptée  entix  les 
côtés  rt  et  è ,  de  la  partie  ss'  interceptée  entre  Z>  et  c ,  et  de 
la  partie  tt'  interceptée  entre  c  et  a  ;  les  six  points  /•,  7', 
jf,  s',  t,  t'  sont  sur  une  même  conique  M.  Menant  par  le 
sommet  A  une  droite  a  formant,  avec  les  trois  droites  Z», 
c,  pA,  un  faisceau  harmonique,  et,  d'une  manière  ana- 
logue ,  une  droite  (3  en  B  et  y  en  C,  il  existe  une  conique 
M'  qui  touche  les  trois  droites  a ,  j3 ,  y  en  A ,  B  ,  C ,  et  l;i 
conique  M'  est  homothétique  à  la  eonicjue  M. 

(Steiker.) 

271.  Mcnies  données.  Par  le  point  p  et  les  sommels 


(  '^*'  ) 

A ,  B,  C  on  mène  trois  droites  rencontrant  respecti- 
vement les  côtés  «,  Z>,  c  en  «1,  ^, ,  Cj  ;  si  l'on  a 
Ap.Bp .Cp  =  a^p .b^p .Cip^  le  lieu  des  points  p  est 
nne  ellipse  circonscrite  au  triangle,  et  ayant  pour  centre 
le  centre  de  gravité  du  triangle.  (Steiner.) 

272.   <7  ,  a  ^  /?,  [3  ;  c,  y  étant  les  foyers  de  trois  coniques 
inscrites  au  même  quadrilatère,  on  a  cette  relation 
acctc        aj.  y.'i 

(Steiner.) 


NOTE  SUR  mi  RECENTE  rilBLICATiOlV 


1.  Angles  tj'icdres.  Chaque  face  d'un  angle  trie  (le 
(sic)  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

Que  signifie  ici  le  mot  face?  En  y  réfléchissant,  on 
devine  facilement  ce  qu'on  a  voulu  dire.  Pourquoi  em- 
ployer dans  les  sciences  exactes  des  locutions  énigma- 
tiques  ?  La  proposition  21  du  livre  V  de  Legendre  est 
ainsi  conçue  :  Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois 
angles  plans,  la  somme  de  deux  quelconques  de  ces 
angles  sera  plus  grande  que  le  troisième.  C'est  là  lelangage 
d'Euclide  (liv.  XI ,  prop.  20).  D'après  l'énoncé  officiel,  un 
élève  pourra  croire  que,  dans  un  tétraèdre,  chaque  face 
est  toujours  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

2,  Relations  cuire  le  carré  du  nombre  qui  exprime  la 
longueur  du  côté  d'un  triangle  opposé  ii  un  angle  droit , 
aigu  ou  obtus,  et  les  carrés  des  nombres  qtu  expriment 
les  longueurs  des  deux  autres  côtés. 

C'est  ainsi  <[u'on  prétend  formuler  \v  ihéoième  de 
Pylhagore  et  ses  deux  corollaires. 

(*)   Hlpiiilrtii  ,'.'>n  iiovcni  !)!•(>  iSVi. 


(  '^»  ) 

On  croyait  impossible  d'introdiiiie  dans  la  GfîomcUie 
le  style  des  Précieuses  Ridicules  :  c'est  une  difliculté  vain- 
cue. En  se  tenant  slrictentent  à  Y  énoncé  oj/icicl ,  je  ne  vois 
pas  même  moyen  de  démontrer  le  théorème.  Aussi  jereviens 
toujours  à  mon  éierncX  postulaluni,  à  l'impérieuse  néces- 
sité d'introduire  dans  les  Commissions  mathématiques, 
non-seulement  des  hommes  instruits ,  comme  on  les  ap- 
pelle, mais  des  mathématiciens  sérieux;  j'appelle  ainsi 
des  savants  qui  font  de  cette  science  une  étude  spéciale, 
permanente ,  en  suivent  les  progrés  et  y  contribuent.  Dons 
la  composition  de  ces  Commissions,  on  n'a  égard  qu'à  des 
positions  hiérarchiques  ;  tandis  que  dans  la  répidjliquc 
des  lettres  ,  et  celle-là  subsiste  à  Constantinople  aussi  bien 
qu'à  Philadelphie,  la  seule  hiérarchie  valable  est  celle 
que  la  science  assigne  :  toute  autre  est  non  avenue.  C'est 
dans  cet  esprit  qu'Euclide  disait  déjà  au  roi  Plolémée  ; 
En  Créométrie,  il  n'y  a  pas  de  sentier  royal. 

Ainsi  le  veut  le  bon  sens.  Aussi  ne  suis-je  nullement 
surpris  qu'on  ne  le  veuille  pas  (*). 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  \nm  PROPRIÉTÉ  RE  LA 
PROJECTION  STÉRÉOIJR.\PÎII^l]Ei 

Par  le  P.  LECOINTE  S.-J., 

l'rolessour  im  Collège  Saint-Michel ,  à  Saint-Etienne. 


Dans  le  tome  Vil ,  page  272  ,  du  Journal  de  Mathémci 
tiques  de  M.  Liouville,  M.  Chasles  a  donné  une  démons- 
tration de  la  propriété  de  la  projection  stéréographique  , 
qui  consiste  en  ce  que  le  centre  de  la  projection  d'an 
cercle  est  la  jjrojcction  du  sommet  du  cône  circonscrit  à 

(*)  Dans  plusieurs  Traités  estimables  de  Géométrie,  on  rcnconlre  lo 
mot /rtcc  pris  clans  le  sens  (l'/iHi;/*,  mais  à  tort;  Euclitle  a  raison,  cl  avec 
lui  I.cperiilre  et  [.atroiv. 


(    'o^-   ) 
la  sphère  suivant  ce  cercle,  propiiciti  qui  rovieiil  au  llico- 
rèmc  suivant  de  Géoméli  ic  : 

Un  cercle  quelconque  étant  tangent  à  une  droite  AB  au 
point  C ,  si  TN ,  TIN'  sont  deux  tangentes  menées  d'un 
même  point  T  à  ce  cercle,  IN  et  ]N'  leurs  points  de  con- 
tact respectifs ,  XX'  le  diamètre  du  cercle  parallèle  à 
AB,  n.  n\  t  les  points  de  rencontre  des  droites  NC,  IN'C, 
TC  avec  XX',  on  a 

tn  =  tn'. 

La  démonstration  du  célèbre  géomètre ,  quoique 
simple,  peut  encore  recevoir  ime  simplification,  en  ce 
qu'il  n'est  nullement  nécessaire  de  recourir  à  la  Trigono- 
métrie ,  ainsi  que  nous  allons  le  voir. 

Soit  I  le  second  point  de  rencontre  de  TC  avec  la  cir- 
conférence du  cercle  ,  et  menons  les  cordes  NI ,  IN'I. 

Les  deux  triangles  NTI,  NTC  étant  semblables ,  ainsi 
que  les  deux  triangles  TN'TI,  NTC,  on  a 

Ni_NT     N'i_rrr_NT_ 

d'où 

m  _^'\ 

Maintenant ,  les  deux  arcs  CX ,  CX'  étant  égaux  commo 
interceptés  entre  parallèles,  les  deux  triangles  ///C,  NCI 
sont  semblables,  ainsi  que  les  deux  triangles  n'  fC.  N'CK 
et  l'on  a,  par  conséquent. 

nt  _  NI         n't  _  NM. 
7C~NC'      7C  ~  NT/ 

d'où,  en  vertu  dt;  l'égalité  (i), 

nt  =  n't  (*).  c.   Q.   F.    u. 

(*)  V"»'   Catalan,  Throiinu-s  rt  /nohlf.mrs  de  Gronicdic ,  pnf;c  !loi 


(   io3  ) 


MELANGES. 


1.  L'expression  hybride  homofocalc  a  élé  récemment 
introduite  dans  la  science,  je  crois,  à  l'occasion  des  belles 
découvertes  de  M.  Lamé  (iSS^);  mais  l'expression  légi- 
time honiocciitrùjue  y  existe  depuis  longtemps;  ainsi  on 
a  un  ouvrage  de  Jérôme  Fracastor,  intitulé  :  Ilomoccii- 
tricasâ'c  dcStcllis^  Vérone^  iSSS;  il  fait  mouvoir  les  pla- 
nètes dans  des  cercles  concentriques.  Fracastor,  né  à  Vé- 
rone, en  1483,  était  médecin,  philosophe  et  poêle;  il 
est  mort  en  1 548.  L'ouvrage  de  Copernic,  de  Revolutio- 
nihiis  orhiutn  cœlestiiun,  qui  a  fait  disparaître  toutes  les 
anciennes  hypothèses,  n'a  paru  qu'en  i543 ,  année  de  la 
mort  de  l'illustre  chanoine  de  la  cathédrale  de  Wiarme; 
imprimé  à  Nuremberg,  l'exemplaire  qui  lui  était  destiné 
parvint  à  Wiarme  le  jour  même,  et  quelqties  heures  prius- 
fjuam  animani  cfflaret ,  r>ideret  quidein  et  contîgerit  ^  sed 
erantjauL  tuin  aliœ  ipsi  curœ ^  ce  sont  les  paroles  de  Gas- 
sendi, dans  la  ^  ie  de  Copernic,  qu'il  a  dédiée  à  Jean  Cha- 
pelain, homme  très-instruit,  aimant  les  sciences  et  d'un 
très-beau  caractère,  mais  ayant  eu  le  tort,  dans  un  âge 
très-avancé,  de  faire  un  poëme  cy^/f^/ze  dont  l'héi^oïne  est 
une  jeune  fille  [Gassen.,  Op.  onuiia,  t.  V,  p.  497  (*)]• 

On  connaît  les  propriétés  de  Thomofocalité  des  surfaces 
du  second  ordre  isothermes  [Lamé ,  Journal  de  niathé- 
inaùqncs ,  tome  II,  page  1475  iSSy).  Il  paraît  que  c'est 


(  *  )  La  célèbre  parodie  de  ce  poëme  est  une  mauvaise  action  dont  bcaii- 
(  oiip  de  poëtes  voudraient  cire  capables.  Elle  a  été  inspirée  par  les  nianirs 
corrompues  du  xviu'^  siècle,  qui  sont  celles  du  xvii*',  moins  l'hypocrisie  . 
Les  nôtres,  quoi  qu'on  dise,  valent  mieux  que  celles  du  siècle  pieux  et  du 
■ièclc  iinpic. 


(  »"4  ) 
lioscowich  qui ,  le  premier,  a  eu  1  idée  cl  appliquei  Tho- 
mofocalité  à  des  propriétés  de  pliysicpie  mathématique. 
11  représente  la  loi  d'attraction  par  une  certaine  courbe 
dont  l'équation  esly=f{x),  oùj  est  la  force  et  x  la  dis- 
tance 5  cette  courbe  est  continue  ^  elle  coupe  l'axe  des  dis- 
tances en  plusieurs  points  qui  sont  des  limites  de  cohésion, 
où  l'attraction  se  change  en  répulsion,  et  wce  versa.  La 
courbe  a  pour  asymptote  l'axe  desj,ducôté  positif  (attrac- 
tif) et  finit  par  devenir  presque  parallèle  à  l'axe  des  x  dans 
la  région  négative.  Cela  posé,  il  considère  une  suite  d'el- 
lipses biconfocales  dans  un  même  plan.  Les  foyers  sont  des 
molécules  attractives;  les  demi-axes  focaux  représentent 
alternativement  des  limites  decohésion  et  de  non-cohésion 
(passage  dans  la  courbe  d'attraction  du  positif  au  négatif 
et  du  négatif  au  positif).  Si  les  arcs  de  cette  courbe  attrac- 
tive, terminés  aux  points  limites,  sont  égaux  ,  une  molé- 
cule placée  sur  le  périmètre  d'une  ellipse  se  dirigera  sur 
la  tangente,  tantôt  vers  le  grand  axe  et  tantôt  vers  le 
petit  axe  ;  et  si  la  molécule  est  placée  entre  deux  ellipses, 
elle  sera  tantôt  attirée  et  tantôt  repoussée. 

Il  explique,  par  ces  effets  attractifs  et  répulsifs,  les  ac- 
tions du  calorique,  etc.  Cette  courbe  est  l'idée  fondamen- 
tale d'un  ouvrage  très-remarquable  et  très-rare  du  célèbre 
jésuite;  en  voici  le  titre  :  Theoria  philosophiœ  natnrali.s 
redacta  ad  unicam  Icgeni  'viriuni  in  natura  existen- 
tiumj  auctore  Rogerio  Josepho  Boscovic  Societatis  Jcsu, 
niinc  ah  ipso  peiyolita  et  aucta ,  ac  a  plurimis  prœ- 
cedenlium  editionimi  niendis  expurgata  ;  editio  Venetia 
prima,  ipso  auctore  prœsente  et  corrigcnte.  Vcnetiis, 
MDCCLXin.  Ex  typographid  Reniundiniana  superio- 
rum  penniss,  ac  privilcgio ,  in-4°  de  3i  i  pages. 

La  première  édition  est  de  Vienne,  de  i  ^58  ;  la  seconde 
parut  (juelque  temps  après,  aussi  à  \  ieiine;  celle  de  \  e- 
uise  est  la  troisième. 


(  '^^  ) 

Dans  le  syslènie  do  Boscowicli ,  les  corps  sont  formes 
do.  poiiils  sans  étendue,  et  exerçant  les  uns  sur  les 
autres,  des  forces  à  distance  et  telles  que  ces  points 
ne  peuvent  jamais  se  réunir,  se  toucher,  de  sorte  que 
dans  le  choc  des  corps,  il  n'y  a  jamais  contact,  mais  ac- 
tion réciproque  à  dislance;  ils  modifient  leurs  vitesses 
respectives,  non  pas  subitement,  mais  d'une  manière  con- 
tinue, selon  la  loi  des  forces  moléculaires  représentées 
par  la  courbe  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus.  Au  moyen 
de  cette  courbe,  dont  la  forme  générale  reste  la  même 
dans  tous  les  cas  et  dont  la  forme  particulière  varie  avec 
les  corps  ,  Roscowich  explique  tous  les  phénomènes  de 
mouvement  du  monde  matériel,  et  les  ellets  de  cohésion  , 
adhésion,  actions  chimiques,  capillaires,  etc.  Il  suflit, 
pour  se  faire  une  idée  juste  de  sa  courbe  des  forces,  de 
lire  dans  l'ouvrage  (page  2^7)  le  supplément  intitulé  : 
Solutio  analytica  problematis  deterininanlis  natiivani 
legis  'viriuin;  il  indi([ue  une  équation  où  entrent  j"  et  x, 
qui  peut  donner  cette  forme  j  problème  nécessairement 
indéterminé.  A  cet  elfet ,  il  pose 

.r-  =  z , 
et  ensuite 

P  =  z"'  -4-  az'"-'  ■+  bz"'~'  +  ...-!-/, 
Q  z=  2^+'  -f-  gzi'  +  lizP-'  +  .  .  .  +  /z ; 

et  l'équation  de  la  courbe  des  x  ,  y  ^'st 

P  et  Q  ne  doivent  pas  avoir  de  facteur  commun.  Les 
opinions  de  Boscowich  ont  été  soutenues  depuis  par 
MM.  Cauchy,  Saint-^  enant ,  Lamé,  et  par  d'autres  sa- 
vants géomètres.  D'ailleurs  les  points  inélcndus  de  Bos- 
cowich ne  di lièrent  pas  er<sentiellemenl  des  monades  (.le 
[.eibnitz. 


{     lOii    ) 

2.   L'Italie  s'est  toujours  montrée,  dans  la  région  intel- 
lectuelle, au  premier  rang;  c'est  elle  qui  nous  a  ouvert 
les  trésors  de  l'antiquité    littéraire  et  scientifique   (*). 
Combien  ne  devons -nous  pas  au   seul  Commandin  ?  La 
mallieui'euse   péninsule  [Italial   Italia!)  conserve  son 
illustre  nationalité  au  moins  dans  les  travaux  de  l'esprit. 
Pour  s'en  convaincre ,  en  ce  qui   concerne  les  sciences 
exactes,  il  suffit  de  parcourir  le  recueil  mensuel  que  pu- 
blie à  Rome,  le  célèbi-e  professeur  Barnaba  Tortolini,  col- 
lection qui  gagne  chaque  jour  en  intérêt  par  les  savantes 
communications  des  Boneompagni  (Balthazar) ,  Brioschi, 
Chellini,   Genocclii  ,   Secclii ,  Tardy,  Tortolini,  \olpi- 
celli ,  etc.  On  y  trouve  l'annonce  avec  éloge  d'un  nouveau 
Traité  de  géométrie  descriptive  par  M.  Giusto  Bellavitis 
de  Bassano ,  professeur  de  celte  science  à  l'Université  de 
Padoue.  On  dit  que  l'auteur  a  suivi  une  nouvelle  méthode 
qui  non  è  ne  copia  ne  imitazione  di  verun  altra.  L'ou- 
vrage est  divisé  en  cinq  livres,  qui  traitent  avec  un  ordre 
et  une  clarté  admirables,  des  points,  des  droites,  des 
plans,  des  ligues  et  su.rfaces  courbes,  des  intersections, 
des  contacts  et  de  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces , 
et  toujours  sous  un  point  de  vue  général ,  évitant  les  cas 
particuliers  qui  ne  peuvent  jamais  épuiser  un  sujet  aussi 
bien  qu'un  petit  nombre  d'idées  générales.  Des  notes  in- 
structives terminent  ce  Traité,  la  dernière  est  l'esquisse 
d'une  nouvelle  géométrie  dite  de  dérivation  j  on  ne  dit  pas 
en  quoi  cette  géométrie  consiste  {^Annali  délie  Scienze 
niateniatiche j  juillet  i852,  page  SSg).  M.  Bellavitis  a 
publié,  en  i835  ,  une  méthode  dite  des  équipollences ,  au 
moyen  desquelles  il  établit  une  importante  relation  entre 
des  points  situés  sur  la  même  droite,  et  à  l'aide  de  laquelle 


(  *  )  Ce  pays  csl  le  seul  aussi  où  ail  brilU-,  dans  les  temps  modernos,  le  vrai 
(;ciiie  i-pique.  Le  Tasse  est  le  scroiid  pin'lc.  ]iuis<pu'  lliinu'ic  \iA  le  premier 


(  'OJ  ) 

il  enseigne  une  nouvelle  voie  pour  découvrir  diiectcnieni 
les  construclions  géométriques  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes qui  seraient  longs  à  Irai  ter  par  les  méthodes  connues. 


EXPLICATION  D'IN  PARADOXE  Ql]E  PRÉSENTE  LA  DESCRIPTION 
ORGANIQUE  DES  COIRRES  (*). 


1 .  Si  une  droite  est  donnée  de  longueur  et  de  direction , 
et  si  une  extrémité  décrit  une  droite  donnée  de  position 
comme  directrice,  l'autre  extrémité  décrit  une  droite  pa- 
rallèle à  la  droite  directrice. 

2.  Si  une  droite  est  donnée  de  longueur  et  de  direction  , 
et  décrit  par  une  de  ses  extrémités  une  ligne  quelconque 
donnée  de  position,  la  tangente  menée  par  la  seconde  extré- 
mité à  la  ligne  qu'elle  décrit,  est  parallèle  à  la  tangente 
menée  par  la  première  extrémité  à  la  ligne  directrice. 

Il  est  évident  qu'on  obtient  la  seconde  courbe  en  faisant 
mouvoir  la  première  parallèlement  à  elle-même. 

3.  Une  droite  de  longueur  donnée  décrivant  par  une  de 
ses  extrémités  une  ligne  plane  et  faisant,  avec  cette  ligne 
directrice  et  dans  son  plan,  un  angle  constant;  le  paral- 
lélisme des  tangentes,  dont  il  est  question  au  paragraphe 
précédent,  n'existe  plus,  comme  on  est  tenté  de  le  croire 
à  première  vue:  car,  la  droite  mobile,  dans  une  position 
infiniment  voisine,  ne  reste  pas  parallèle  à  elle-même. 
Soient  A  et  A' deux  points  consécutifs  sur  la  directrice, 
B  et  B'  deux  points  consécutifs  correspondants  sur  la 
courbe  décrite  par  l'autre  extrémité  5  O  étant  le  centre  de 
courbure  de  l'arc  AA',  il  est  évident  que  la  normale  en  B 

(  *)  Paradoxe  remarque  par  M.  Mannhoim,  aujourd'hui  lieulonant  d'ar- 
Idlerii" 


(  'o8  ) 
passe  par  le  poijil  O,  c'csl-à-dirc  que  la  langcnle  BB'  est 
perpendiculaire  à  la  droite  BO^  les  courbes  décrites  par 
les  points  de  la  droite  AB  ont  en  ces  points  des  normales 
qui  passent  par  le  point  O  (Chastes),  et  toutes  les  tan- 
gentes en  ces  points  enveloppent  une  parabole  dont  le 
foyer  est  en  O  et  qui  a  pour  sommet  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  la  droite  AB. 

Observation.  Lorsque  le  point  A  est  multiple  ou  d'in- 
llexion  ,  le  point  correspondant  B  est  aussi  multiple  ou 
d'inflexion,  et  dans  ce  dernier  cas,  la  tangente  en  B  est 
parallèle  à  la  tangente  en  A. 

Lorsque  l'angle  constant  est  droit,  le  parallélisme  des 
tangentes  existe  toujours,  et  le  point  O  est  alors  centre  de 
courbure  pour  les  deux  ares  AA'  et  BB'. 


SIR  LE  CALCIL  DES  SINIS 

(  voir  t.  I,  p.  ii72,  3o3  ,  l.  III,  p.  11  )  ; 

Par   m.    I3AC1I, 

Professeur  de  iMalhémuticjiies  supt-rieiircs  au  Lycée  de  Strasliour;;. 


La  formule  de  Simpson  donne 
sin  12.10"=: 3  sin(rt  —  1)10" — %\n[n  —  2)10" — Ksin(«  —  ijio", 

K  ■-=  2  I05l0"=r  O,OOUO00O0235o     .  .  . 

Je  désigne  par  e -\-  z  la  valeur  exacte  du  sinus  de  10", 
et  par  c  la  valeur  approchée  5  il  vient 

sin  20"=  2(6'  -4-  e)  —  K  (f  -h  £)  =  2C  —  Kr  -\-  e(2  —  K), 

K  étant  une  quantité  négligeable  par  rapport  à  2. 

Je  calcule  2e  —  Kr  avec  /décimales,  /étant  jus((irici 
un  nombre  indéterminé. 

.fe  désigne  [lar  (\  la    valeur  ilc  'j.c  —  Kr;  calculée  avec 


(   '^'9  ) 
/'décimales  en  moins,  et  par  e,  I^mtcui-  conimisf^  il  vitiii 

sin  '2o"=  <?,  +  £,, 

e,  sera  plus  petit  que  — -  -j-  as,  et  si  je  pose,  pour  simpli- 
fier l'écriture,  — ^  =  a ,  on  aura 

10' 

Si<Ca  4-  2e. 

On  aura  ensuite 

sin  3o"  =  2(c,  4- £,)  — r— £  —  K  (c,  4- £,) 
=  2t',  —  r —  Kr,  4-  £1(2  —  K)  —  £. 

Je  calcule  encore  2ei  — c  —  Kci  avec  i  décimales  en 
moins,  et  je  désigne  par  ej  celte  valeur,  par  e^  l'erreur 
commise;  il  vient 

sin  3o"=  ^2  4- £;,     avec     £2<^a4-2£, —  e. 

J'aurai  ensuite 

sin  40"  =  2  (r-,  4-  £2)  —  e,  —  £,  —  K(<-2 4-  £2) 
=  2  <^'2  —  e,  —  K  6',  -4-  £2  (  2  —  K )  —  e, . 

Je  calcule  encore  ae.,  —  ej  —  Kca  avec  /  décimales  ;  je 
nomme  63  cette  valeur,  et  £3  l'erreur  commise ,  et  j'ai 

sin  4o"  =  <?3 4- Ej     avec     e3<^a4-2e2  —  e,. 

Je  continue  de  la  même  manière  et  je  suis  conduit  à 
écrire  la  suite  des  inégalités: 

s,  <<a  4-  2c, 
e.<C  <'-  +  2£,  —  £, 
£,  <^  a  4-  2  £2 —  '15 
£■,  <C'^  "+"  2e.i —  £2, 


:„_,  étant  rerreui  (|ui  airecto  sin  // .  10". 


(    "o  ) 
Do  ces  inégalités  on  tire  facilcnicni  les  suivantes 

£,  <  a  -(-  2  £  , 

e2<^  3a  -}-  3£, 
e ,  <!  6  y.  +  4  e , 
£i  <^  lOa  +  5e, 
£.s  <^  1 5  a  -i-  6  £ , 


Les  coefficients  de  e  suivent  la  série  des  nombres  natu- 
rels, les  coefficients  de  a  la  série  des  nombres  triangu- 
laires-, on  peut  donc  écrire 

£„_,  <^ a.  -h  ns; 

1 

telle  sera  Terreur  commise  sur  sin  [ii .  lo"),  si  Ton  garde 
toujours  i  décimales  dans  la  suite  des  calculs. 
Si  l'on  s'arrête  à  45°,  on  a 

45°=  2700'=  lo"  X  16200  ; 

faisons  n  =  16200,  on  a 

n(n  —  I  )        o  r-  ^ 

_i ;  c=  hioo  X  16200  <<^  2  X  10". 

2 

16200  est  d'ailleurs  plus  petit  que    2X10'  et   £  < — :; 

(en  prenant  pour  la  limite  de  l'crrcui'  le  sixième  du 
cube  de  l'arc). 

Ainsi  l'erreur  commise  sur  sin  45°  sera  plus  petite  que 
2x10"     4x  ^Q' 

10'  10" 

Si  donc  on  a  commencé  et  continué  le  calcul  avec  18  dé- 
cimales, l'erreur  (înale  sera  i)]us  iietite  (lue  — -<C — ;,  • 
t)n  pourra  donc  coniptei  sur  les  [)  premières  décimales. 


liciiiarquc.  11  csl  bien  ciiloiulu  (|ue  [)()Ui  calculer  Kc, 
Ke, ,  etc.,  on  emploiera  la  multiplication  abrégée. 

On  procéderait  de  la  même  manière  pour  le  calcul  des 
cosinus  5  seulement  je  ferai  remarquer  que  si  l'on  a  cal- 
culé cos  lo"  avec  i8  décimales,  l'erreur  relative  à  e  sera 
négligeable  par  rapport  à  Terreur  relative  à  a,  et  Ton 
pourra  encore  compter  finalement  sur  9  bonnes  décimales 
pour  le  cosinus  de  4-^"- 


TllÉOîlÈMES  SIU  L'INTERSECTION  DE  TUOIS  CONIQUES, 

Par  m.    MÉRAY  (Charles), 
Elève  de  rinslitnlion  IJarbet. 


Soient  trois  coniques  O,  G',  O",  tangentes  à  deux 
mômes  droites  L,  L'  (réelles  ou  imaginaires)  se  coupant 
au  point  T;  de  deux  points  P,  Q  menons-leur  des  tan- 
gentes; désignons  par  A  ,  B,  A',  B',  A",  B''  les  tangentes 
menées  du  point  P  1  espectivement  aux  coniques  O,  O',  O"; 
désignons  de  même  par  C ,  D ,  C,  D',  C",  D"  les  tangentes 
menées  du  point  Q.  Le  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
droites  A,  B,  C,  D  est  circonscrit  à  la  conique  0,ses 

sommets  sont  AC,  BD,  AD,  BC,  donc  les  quatre  droites 

T.AC,  T.'BD,  t.  ad,  T.BC  sont  en  involution ,  d'une 
part  avec  les  droites  L,  L',  de  l'autre  avec  les  droites  TP, 
TQ.  Si  nous  considérons  de  même  le  quadrilatère  A',  B', 

C,  D',  les  droites  T.  A^',  T.tVD',  T.  A'D',  T.  IVC  sont 
en  involution ,  d'une  part  avec  les  droites  L ,  L',  de  l'auti  c 
avec  les  dioites  TP,  TQ-,  il  en  est  de  même  pour  le  qua- 
drilatère A",  n",  C",  D".  Nous  avons  donc  le  théorème 
suivant,  dii  à  M.  Jyagucrre  ; 


! 


i*^'  Tiii-.ORÈME.  Quand  trois  coniques  sont  tangentes  à 
Jeux  mêmes  droites  [réelJcs  ou  imaginaires)  se  coupant 
en  T;  si  de  deux  points  on  leur  mène  des  tangentes ,  ces 
droites  formeront  trois  quadrilatères  circonscrits  aux  co- 
niques :  en  joignant  le  point  T  à  trois  couples  quelconques 
de  sommets  opposés ,  on  aura  un  faisceau  en  involution . 

Considérons  trois  coniques  O,  0',0"  ayant  en  com- 
mun deux  points  £,  cp  (réels  ou  imaginaires).  Coupons 
ces  coniques  par  deux  droites  L  ,  L':  soient  a ,  Z> ,  c ,  r/  les 
intersections  de  la  conique  O  avec  les  droites  L,  L'; 
<?',  //,  c',  d'-^  rt",  b" ^  c",  d"  les  intersections  des  coniques 
O',  O"  avec  les  mêmes  droites.  Le  quadrilatère  a^b^c^d 

est  inscrit  à  la  conique  O  \  donc  les  quatre  points  ecf,ac^ 

£(^,bd,  e(f,ad^  e<xi ,  bc  sont  en  involution  ,  d'une  part  avec 

les  points  £ ,  9 ,  de  Tautrc  avec  les  points  L,  e^^ ,  L',  e^-,  de 

même  les  quatre  points  io,a'  c\  e(j),b'd',  e(p,«'J',  erjiyb'c' 
sont  en  involution,  d'une  part  avec  £,9,  de  l'autre  avec 

L,£Cp,  L',£9'i  il  ^n  est  de    même    pour   le    quadrilatère 
«7",  /'",  c",  d".  Nous  avons  donc  le  lliéorème  suivant  : 

2^'  Théorème.  Quand  trois  coniques  passent  par  les 
deux  mêmes  points  e,  (p  [réels  ou  imaginaires  )  -,  si  on  coupe 
ces  coniques  par  deux  droites 3  on  aura  trois  quadrilatères 
inscrits:  les  ititersections  des  côtés  opposés  ai^ec  la  corde 
B'f  fourniront  six  couples  de  points  ^  trois  quelconques  de 
CCS  couples  sont  en  involution. 

Si  les  sécantes  coïncident,  on  a  le  théorème  : 
.'^'-  ThéoiiIîme.  Quand  trois  coniques  /tassent  par  deux 
mêmes  points  £ ,  (p  5  si  on  les  coupe  par  une  droite  et  quon 
mène  les  tangentes  aux  points  d'intet'scction ,  ces  tan^ 
gentcs  détermi/icront  sur  la  corde  connnunc  six  points 
en  involution. 


(  ^^^  ) 


LIEl  DES  CENTRES  UES  CIIUIONFÉRENCES  COIPW'T  SOIS  DES 
ANGLES  ÉGAUX  TROIS  CIRCONFÉRENCES  DONNÉES; 

Par  ma.    MANNHEIM  , 

Lioulonaiil   d'artillorie. 


Leinine  i .  Deux  petits  cercles  d'une  sphère  peuvent 
toujours  être  considérés  comme  1  intersection  ,  avec  cette 
sphère,  de  deux  surfaces  coniques. 

Lemnie  i.  Tout  plan,  mené  par  l'un  des  sommets  de 
ces  surfaces  coniques,  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
faisant,  avec  les  petits  cercles  dont  nous  avons  parlé,  des 
angles  égaux. 

Leinme  3.  Trois  petits  cercles  d'une  sphère,  pris  deux  à 
deux,  donnent  lieu  à  six  surfaces  coniques,  dont  les  inter- 
sections avec  la  sphère  donnée  sont  les  trois  petits  cercles. 

Leinme  4-  Parmi  les  sommets  de  ces  surfaces  coniques, 
trois  sont  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  trois  à  l'extérieur. 

Lemme  5.  Les  trois  sommets  extérieurs  sont  en  ligne 
droite;  deux  sommets  intérieurs  sont  en  ligne  droite  avec 
un  sommet  extérieur;  ce  qui  fait  quatre  droites  sur  les- 
quelles sont  les  six  sommets. 

Leinme  6.  Par  une  droite  donnée  on  mène  des  plans; 
les  plans  coupent  une  sphère  suivant  des  cercles;  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  touchant  la  sphère  suivant  ces 
cercles  ,  est  une  ligne  droite. 

Lemme  ^.  Propriétés  des  projections  stéréographiques  : 

Tout  cercle  tracé  sur  la  sphère  se  projette'  suivant  un 
cercle. 

Amudu  Malhc'in.u.,   t.  \\\.  (Mars  i8J3.)  H 
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Les  projections  de  deux  cercles  se  coupent  sous  un  an- 
gle égal  à  celui  des  deux  cercles. 

Le  centre  de  la  projection  d'un  cercle  est  la  projection 
du  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère. 

Ces  lemmes  posés,  considérons  trois  petits  cercles  d'une 
sphère  et  les  surfaces  coniques  dont  les  intersections  avec 
cette  sphère  sont  ces  petits  cercles. 

Par  l'une  des  droites  des  sommets  de  ces  surfaces 
coniques,  menons  des  plans;  ils  coupent  la  sphère  sui- 
vant des  cercles. 

D'après  le  lemme  2  ,  ces  cercles  font  avec  les  trois  petits 
cercles  des  angles  égaux. 

D'après  le  lemme  6 ,  le  lieu  des  sommets  des  cènes  tou- 
chant la  sphère  suivant  ces  cercles  est  une  droite. 

Projetons  stéréographiquement  la  figure  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  et  nous  aurons  le  théorème  suivant  ; 

Le  iieu  des  centres  des  cercles  coupant  sous  des  angles 
égaux  trois  cercles  donnés  dans  un  plan ,  se  compose  de 
(juatre  droites. 

Jly  a  quatre  droites,  parce  quil  y  a  quatre  lignes  de 
sommets. 

On  peut  ajouter  :  les  quatre  droites  qui  composent  ce 
lieu  passent  par  un  même  point -,  ce  point  est  le  centn* 
radical  des  cercles  donnés  et  ces  droites  sont  perpendi- 
culaires aux  droites  des  sommets. 

Nous  laissons  à  chercher  la  démonstration  de  cette  der- 
nière partie. 

Par  ce  qui  précède,  on  trouvera  aussi  facilement  une 
démonstration  du  problème  proposé  au  grand  concours 
d'élémentaires,  en  i85i  (t.  X  ,  p.  3i8),  en  remarquant 
que  deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  les  pro- 
jections orthogonales  ou  stéréographiqucs  do  deux  sec- 
tions circulaires  d'une  surface  <onic|ue. 
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Mute,   licrivons   les  ocjualioris  île    trois   sphères,  on    J)1imkiiii    un    (xniil 
iX'i'-i^alc puissancp  pour  origine  et  les  axes  rectangulaires: 

3'-+-^"-+-x-—  ?.  {■/  z  +/3'r  -»-  k' jr)H-/=o, 
a'  H-^'-l-x'  —  ■?  (-/"s-t-  /3"r-t-  a"a:)-+./=  o, 
3^  H- ^''  -+-  x'  —  T  (  y"'2 -(-  /?"y  H-  a"'x)  -(-  /=  (i  ; 

les  «,  (2,  y  sont  les  coordonnées  respectives  des  contres,  et 

/=«"-l-;3"-4-/'— r'S 
=  k"=H-/3"' -+-•/"'  —  /■"% 
=  a"'*-+-/3""+-/"^— ;•""; 

les  ;■  sont  les  rayons  respectifs  des  sphères. 

Soit  une  quatrième  sphère,  rencontrant  ces  trois  sphères  sous  dos 
angles  égaux;  représentons  cette  sphère  par  l'équation 

i'-f->'^-(- x^— ■>  (y2-|- /3r -4- ax)-+-/'=  o,      où    _/' =  «^ -h  ,î-_j- -^^  _  ,■». 

Écrivant  l'égalité  des  cosinus  des  angles  sous  lesquels  cette  splière  coupe 
les  trois  autres,  on  obtient  les  deux  équations 

'•"  [/-+-/'-  'S  ("/'•/  -*-  /3'/5-t-  a'«)]  =  ,'  [/+/'_  2  (-/'y  H-  fi"  [i  H-  a"«)], 
'■'"[/-+-/'—  2  (■/'-/  +  /1'/3  -h  «'a)]  =  r'  [/h-/'—  '.(/'y  +  /?'",?  +  ,/'V  )1. 

Éliminant  / -4-/',  on  obtient 

(A)  j  +  /3  [ /3'  (r"  -  '■'" )  +  /3" (/•'"  -;•')+  /?'"(,•'  -;•")]!=  o. 

(  -+-  a  [  a'  (  r"  —  /■'"  )  +  k"  (,■"'  _.  ,•'  )  -^  «'"  ( ,-'  _ ,-"  )  1  ) 

L'état  du  problème  n'est  pas  changé,  en  prenant  négativement  r',  ou  /", 
ou  >•'",  ou  bien  deux  de  ces  quantités;  on  a  donc  quatre  solutions,  et  le 
lieu  du  centre  de  la  sphère  est  dans  quatre  plans  ;  chaque  plan  passe  par 
\\n  point  quelconque  d'égale  puissance,  et,  comme  tous  ces  points  sont  sur 
une  droite,  il  s'ensuit  que  les  plans  se  coupent  suivant  l'axe  radical  et 
sont  perpendiculaires  au  plan  des  centres.  Lorsque  quatre  sphères  sont 
données ,  le  lieu  des  centres  est  un  système  de  seize  droites. 

Supposons  que  quatre  sphères  soient  données  et  qu'il  s'agisse  de  trou- 
ver le  centre  de  la  sphère  qui  les  rencontre  sous  un  angle  nul.  Représen- 
tons deux  plans  ,  lieux  des  centres,  par  les  équations 

(i)  A«-(-B;3-t-C-/^o, 

(2)  A'a-j-R'/3-i-C'v/  =  o. 

On  a,  en  outre,  les  deux  équations 

[a)  („_^.')^+(/3-,«')'  +  (-/-/r=  (/•-(-/■')% 

{h)  (  «  -  «")'+  ( ,?  -  ;?")'  +  (  ■/  —  -/'Y  =  (  r  -f-  v"y- 
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ces  deux  cquaduiis  dunnent 

(3)  A"a-(-B''/3+ C'y  =  a/- (/■'-;•") -h  ;•"-/■"', 

A"  =  2(a"  — «'),     B"  =  3(/3"  — ,5'),     C"  =  2(y—y'j. 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  donnent 

a  =  MrH-N,      /3  =  M'rH-N',     y  —  M"  r -i- TS"  ; 

les  M ,  N  sont  des  quantités  connues.  Substituant  ces  valeurs  dans  une  des 
deux  équations  (a),  (6),  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  ;■. 
On  a  ainsi  la  solution  du  problème  de  Fermât  sur  une  sphère  qui  en  touclie 
quatre  autres,  et  aussi  la  solution  du  problème  de  Viètc  sur  un  cercle  qui 
en  touche  trois  autres:  la  marche  du  raisonnement  est  la  même  pour  les 
deux  problèmes. 

/■',  ;•",  r'"  étant  positifs,  la  droite  des  sommets  des  cônes,  tangents  aux 
sphères  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  xy,  a  pour  équation 

(«)  Mr  — M'j:=N, 

M  =  a'  (  ;■"  -  /■'"  )  -h  a"  [  /■'"  -  /•'  ]  H-  a'"  [  r'  —  ,  "  ] , 

^^r"[ry.'ri"']  H-/"[«"/3']  4-  '•'[a"'/3'], 

les  crochets  désignent  des  binômes  alternés;  on  déduit  M' de  M  en  cliaii- 
geant  a.  en  (i.  Faisant  7  =  0  dans  l'équation  du  plan  (  A  ),  on  a 

{b)  M  /3  H-  M'a  =  o  ; 

donc  les  droites  (a)  et  (&)  sont  perpendiculaires.  Ainsi  les  traces  des. 
quatre  plans  sur  le  plan  des  centres  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  lignes  des  sommets. 


SUR  LES  FONCTIONS  SY.MÉTIilQllES; 

Par  m.   JATJFROID, 

Professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Cette. 


Kn  lisant  rarliclc  si  intéressant  publié  par  M.  Abel 
Tianson  sur  les  fonctions  symétriques,  clans  les  cahiers 
(les  mois  de  février  et  de  mars  1 85o ,  j'ai  cru  m'apercevoir 
dune  erreur.  Il  y  est  dit  (page  83)  «  que  la  nouvelle  nié- 
))  thode  possède,  comme  celle  de  M.  Cauchy,  l'avantage 
»    <lr   démon  tror  dircclcMncnl  que    ton  le   fonction  syiné- 


{  ^'7  ) 
»    uique  enlièrc  csl  elle-im;in('  uiu;  Ibiiclion  «:iilièie  des 
»   coeflîcients,  sans  aucun  diviseur  numérique,  etc.  » 

Cela  est  inexact;  et,  en  considérant  attentivement  la 
méthode ,  on  voit  que  s'il  s'agit  d'une  fonction  symétrique 
telle  (jue  T  [a'  l>^),  chaque  terme  di;vra  bien  s'y  tiouver 
l'épété  deux  fois,  en  sorte  qu'il  faudra  diviser  par  2  la 
valeur  trouvée;  et  rien  n'indique,  pas  plus  que  dans  les 
formules  déduites  de  celles  de  jNcvs  ton  ,  que  la  division  se 
fera  exactement.  La  méthode  de  M.  Cauchy  met  ce  ré- 
sultat en  évidence,  justement  parce  qu'on  est  obligé  de 
constituer  la  fonction  avec  les  symboles  représentant  les 
racines ,  et  qu'alors  on  lui  donne  la  forme  qui  lui  con- 
vient; on  pourrait  y  laisser  subsister  les  termes  sembla- 
bles, et  alors  on  trouverait  une  valeur  qu'il  faudrait  en- 
suite diviser  par  les  facteurs  numériques  connus,  et  rien 
n'indiquerait  non  plus  que  cette  division  dût  se  faire 
exactement. 

Cependant  (page  87)  la  simplification  indiquée  pour 

calculer,  par  exemple,  \^  «  .  />  .  <p  (c),  conduira  à  la  valeur 

exacte  de  cette  fonction,  parce  que  la  démonstration 
s'appuie  sur  la  formation  de  produits  analogues  au 
suivant  : 

(■C—   b){x  —  c)...{.T  —  h}, 

dans  lequel  les  coefficients  sont  des  fonctions  symétriques 
à  ternies  non  répétés. 

Mais  il  n'en  serait  plus  de  même  pour  la  fonction 

si  cp(c,  cl)  était  de  la  forme  c^-  d'^ . 

vTe  n'insiste  pas  davantage;  et,  malgré  cette  légère  erreur, 
si  vraiment  (Mrrur  il  y  a,  la  méthode  indiquée  mérite  d'être 
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icmarquée  par  réconomie  qu'elle  apporte  dans  des  calculs 
ordinairement  si  prolixes. 

NoCt'.  L'observation  de  M.  Jaul'roiil,  Irès-jiiste,  ii'ôte  rien  a  la  belle 
simplicité  de  la  méthode,  et  dont  M.  le  professeur  Dienger  a  donné  un  dé- 
veloppement dans  le  journal  allemand  de  Grunnert  (i83i). 


THÉORËAIËS  ET  PROBLÈ^IËS  DE  M.  .1.  STEINER. 

(Journal  de  M.  Crelle,  tomeXLV,  page  177;  i85i.  ) 


1.  Le  point  A  se  meut  sur  une  droite  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  BC  ;  le  point  a  se  meut  de  même  sur  le 
milieu  d'une  droite  perpendiculaire  à  bc;  les  triangles 
ABC,  abc ^  sont  dans  un  même  plan,  et  Tangle  BAC  est 
constamment  égal  à  bac.  L'axe  radical  des  deux  cercles 
circonscrits  aux  deux  triangles  ,  a  pour  enveloppe  deux 
points  fixes  :  l'un  correspondant  aux  mouvements  qui  ont 
lieu  dans  le  même  sens,  et  l'autre  à  ceux  qui  ont  lieu 
dans  des  sens  opposés. 

2.  Si  une  conique  doit  toucher  en  quatre  points  une 
courbe  du  quatrième  degré ,  et  dans  le  même  plan  une 
courbe  de  degré  «,  il  y  a  en  général  i26n{n  -\-  i)  so- 
lutions. 

3.  Il  existe  en  général  soixante-trois  coniques  qui  tou- 
chent une  courbe  du  quatrième  degré  quelconque  en  un 
point  donné,  et  encore  en  trois  auti'es  points. 

4.  Il  existe  en  général  sept  cent  cinquante-six  coniques 
qui  ont,  avec  une  couibe  du  quatrième  degré,  une  oscil- 
lation du  quatrième  ordre  en  un  point  a,  et  une  oscilla- 
tion simple  (du  premier  ordre)  en  deux  points  b,  c.  Les 
sept  cent  cinquante-six  points  d'osculalion  a  se  rangent 


(  i'9  ) 
par  clouv.e  en  soixaulc-Uois  groupes  dctenniiics  ,  el  par  les 
douze  points  de  chaque  groupe  passe  une  courLe  du  troi- 
sième degré.  Quelle  relation  existe  entre  les  soixante-trois 
courbes  du  troisième  degré  ? 

5.  Combien  y  a-t-il  de  tels  points  a  dans  une  courbe 
du  quatrième  degré,  où  elle  peut  avoir  avec  une  conique 
une  osculation  du  sixième  ordre  ? 

0.  Dans  une  couibe  de  degré  m,  combien  existe-t-il 
de  points  où  elle  est  osculéc  par  une  courbe  de  degré  n , 

suivant  une  osculation  d'ordre -(/z -f- i)  («-|-  2)? 

7.  Combien  exisle-t-il  de  coniques  qui  touchent  une 
courbe  de  degré  n  en  cinq  points? 

8.  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une  ligne  de  degré  //. 
passent  '5n[n  —  1)  cercles  de  courbure  de  la  courbe. 
Si  le  point  est  sur  la  courbe,  ce  nombre  est  diminué 
de  deux. 

9.  Si  un  cercle  doit  toucher  en  deux  points  une  courbe 
de  degré  11  et  passer  par  un  point  p  pris  dans  le  plan  de  la 

courbe,  il  y  a  en  général  ~n  [n  —  i)[[n-\-i)  (/<-{-  2)  —  8] 

solutions,  et  ce  nombre  est  diminué  de  n  {n  -f-  i)  —  4 
lorsque  le  point  /j  est  sur  la  courbe. 

10.  Si  un  cercle  doit  passer  par  deux  points  donnés  et 
loucher  une  courbe  de  degré  n ,  le  nombre  de  solutions 
est  eu  général  n  [n  -i-  i). 

Observation.  Ces  théorèmes  et  ces  problèmes ,  seule- 
ment énoncés,  restent  à  démontrer  et  à  résoudre. 
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SoUJZIOKE  Dl  UN  PROBLEMA  GEOMETRICO  PIANO,  DELLA 
CLASSE  de'  PROBLEMI  DETTA  Da'  GEOMETRI  GRECI  viua-tav 
DELLE    INCLINAZIONI    ESEGtITA    COL    METODO   GEOMETRICA 

degli  ANTiciit;  da  Rafaeli  Minennni.^diT^oW  ^  1849^ 
in-S''  de  60  pages,  et  suivi  d'un  aggiunta  de  i  à  xir. 

Celui  que  l'antiquité  a  suinoininé  le  grand  géomètre , 
a  composé  un  ouvrage  sur" /e.y  inclinaisons ,  jn^t  vtve-eav -, 
ouvrage  perdu,  dont  Pappus ,  auteur  du  iv'  siècle,  venu 
un  siècle  après  Apollonius,  nous  a  fait  connaître  le  con- 
tenu [voir  tome  III,  page  352).  Cet  ouvrage,  divisé  en 
deux  livres,  renfermait  cent  vingt-cinq  théorèmes  et 
vingt-huit  lemmes,  qui  roulaient  sur  le  moyen  de  mener 
des  droites  remplissant  certaines  conditions.  Pappus  cite 
les  cinq  problèmes  suivants  de  ce  genre  : 

{.  Etant  donné  un  cercle,  mener  par  un  point  donné 
dans  le  plan  du  cercle,  une  droite  dont  la  portion  inter- 
ceptée par  le  cercle  soit  d'une  grandeur  donnée. 

2  et  3.  Par  le  sommet  de  l'angle  d'un  rhombe,  mener 
une  droite  de  manière  que  la  partie  interceptée  par  les 
côtés  de  l'angle  opposé  soit  d'une  grandeur  donnée.  Il  v 
a  deux  cas  qui  ont  été  examinés  par  Newton  et  qui  se 
trouvent  maintenant  dans  tous  les  Traités  élémentaires. 
4.  Etant  donnés  un  demi-cercle  et  une  droite  perpendi- 
culaire au  diamètre,  mener  par  l'extrémité  du  diamètre 
une  droite  telle,  que  la  partie  interceptée  entre  la  droite 
et  la  demi-circonférence  soii  donnée  de  grandeur. 

o.   Etant  donnés  deux  demi -circonférences  avec  leurs 
diamètres  ne  formant  qu  une  droite,  mener  par  l'cxlré- 
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mile  cliiii  de  ces  diaiuèlios  nui-  (Iroilc  lello,  ^[Ur.  la  |)ai  lie 
inteiccpléc  anlvv.  les  deux  demi-circonférences  soitdonnée 
de  grandeur. 

Au  xvii''  siècle,  un  sénateur  de  llaguse  nommé  Marin 
Ghetaldi ,  a  résolu  très-élégamment,  selon  la  méthode  des 
anciens ,  les  quatre  premiers  problèmes ,  dans  un  opuscule 
intitulé  :  ylpollonùis  raflà'wus ,  sea  restituta  ApoUonii 
Pcrgaci  incUnationam  geomelria.  Venet.  ,  i6oj. 

Il  n'a  pas  résolu  le  cinquième  problème,  qu'il  se  con- 
tente d'énoncer,  et  il  en  donne  pour  raison  que  ,  devant 
aller  en  ambassade  à  Constantinoplo,  il  n'avait  plus  assez 
de  liberté  d'esprit  pour  une  question  qui  aninms  reqiiin- 
tur  phuie  solutus  cl  vacmis.  On  croit  qu'il  est  mort  pen- 
dant cette  mission,  vers  i6"io. 

M.  Minervini  s'est  attaclié  au  cinquième  problème  et 
le  résout  par  la  méthode  grecque  5  à  cet  effet  il  distingue  : 

1°.  Les  demi-cercles  se  louchant  extérieurement,  trois 
cas-, 

2".  Les  demi-cercles  se  touchant  intérieurement,  trois 
cas  5 

3°.   Les  demi-cercles  se  coupant,  sept  cas-, 

4".   Les  demi-cercles  ne  se  coupant  pas ,  un  cas. 

Dans  ce  qui  précède  ,  on  suppose  que  les  demi-cercles 
sont  du  même  côté  par  rapport  à  la  ligne  des  centres. 
L'auteur  reprend  les  mêmes  distinctions  lorsque  les  demi- 
cercles  sont  opposés  par  rapport  à  cette  ligne,  et  consi- 
dère encore  quinze  cas  5  ainsi ,  eu  tout  vingt-neuf  cas;  et 
le  problème  est  toujours  ramené  à  la  construction  de  deux 
segments  dont  on  connaît  la  somme  ou  la  diflerence  ,  et 
le  rapport  géométrique  ou  le  rectangle.  La  géométrie 
algorithmique  donne  immédiatement  une  solution  géné- 
rale. Soient  f['',  '>))  =  0  et  F  (p,  '>))  =  o  les  équations 
polaires  de  deux  courbes  planes,  el  soit  ^/ la  dillérenee 
connue   de  deux  ravons   vecteurs    répondant    au   mènu^ 


(  ''■^■■^  ) 

angle  0)5  éliininant  /•,  p  entre  les  deux  équations  et  la  troi- 
sième p  —  r  =  a ,  on  obtient  la  valeur  de  w.  Dans  le  cas 
actuel,  prenant  pour  pôle  le  point  par  où  doit  passer  la 
droite,  l'élimination  donne  tout  de  suite  une  équation 
du  second  degré,  de  facile  construction  et  discussion. 

Après  avoir  terminé  ce  travail,  l'auteur  apprit  que  le  cé- 
lèbre IN  icolas  Fergola ,  son  professeur,  avait  traité  un  des 
casdu  problème  dans  l'ouvrage  posthume  Z)e//a  invenzione 
geometrica  (1842),  et  que  Samuel  Horsley  avait  publié  de- 
puis longtemps  (1770)  un  Mémoire  sur  la  restitution  des 
deux  livres  d'Apollonius  sur  les  Inclinaisons  {*).  Le  géo- 
mètre anglais  n'emploie  pas  les  mêmes  moyens  de  solution. 

Dans  une  note  au  bas  de  la  page  4  j  M.  Minervini  dit 
que  le  texte  grec  de  Pappus  où  se  trouvent  les  problèmes 
énoncés,  est  extrêmement  corrompu  et  mutilé,  ce  qui 
rend  inintelligible  la  traduction  latine  de  Frédéric  Com- 
mandin,  faite  liuéralement .  Il  n'en  est  pas  ainsi  du  ma- 
nuscrit de  la  Bibliothèque  impériale  portant  le  n"  2368 
(coUect.  de  Mesmes,  543).  A  l'endroit  cité ,  le  texte  est 
très-exact  et  complet  (**)•  En  voici  la  copie  : 

Qicii  ê'i^of^tvav  iifiix.uK>i.iou  rt  Koit  luètiuç  Trfoç  ofOas  rij  ^èt<ni  *i  ouo 
>}ft(KUKMa>v  Itt'  ihOilctç  i^ovrav  rot?  ^uo-its  ,   Oûveii  doOilcrUv  reo  fuytêii 

La  traduction  littérale  française  est  : 

Etant  donîiés  de  position  un  demi-cercle  et  une  droite 
élevée  perpendiculairement  sur  le  diamètre,  ou  bien  deux 
demi-cercles  ajant  leurs  diamètres  sur  la  même  droite , 
mener  une  droite  donnée  de  grandeur  entre  les  deux 
lignes  et  se  dirigeant  vers  le  coin  du  demi-cercle. 

(*)  (>e  Mémoire  a  été  traduit  en  allemand  par  Diestcrwcjî.  Berlin,  iSiii; 
iii-8".  Il  y  a  aussi  une  restitution  de  Rcuben  Burrow. 

(*•)  On  lit  à  la  fin  du  manuscrit,  qu'il  a  élé  écrit  par  un  lutninié  Nau- 
cilius,  il  Paris  ,  en  i.'jtj^  ,  pour  le  célèbre  I'.  Bamus  ;  le  mol  îVancilius  est 
suivi  du  surnom  T^<;^t/y(0(r  dont  la  sipnilicalion  i-sl  im-onnue. 


(  ^'^^  ) 

Pappus  a  rciiiii  dans  un  seul  énonce  deux  pioblènics,  et 
les  mots  entre  les  deux  lignes  signifient  eîilre  le  cercle  et. 
la  perpendiculaire  dans  le  premier  problème,  et  entre  les 
deux  demi-cercles  dans  le  deuxième  problème.  Le  coin  du 
demi-cercle ,  cv.sl  le  point  où  la  ligne  des  diamètres  coupe 
le  demi-cercle.  Voici  maintenant  la  traduction  de  Com- 
mandin  : 

Positione  data  seniicirculo ,  et  recta  linca,  ad  rectos 
angulos  basi  sit  duorinn  seniicirculoruni  in  directum  bases 
habentiuni  in  ter  duas  lineas  poneie  rectani  linenm 
niagnitudine  datant,  quœ  ad  semicirculi  angulwn  per- 
fingat  {Y>age  249)  (*). 

La  faute  de  cette  traduction  inintelligible  provient  de 
ce  que  le  manuscrit  donne  >5  au  lieu  de  ^ ,  qui  est  évidem- 
ment la  vraie  leçon  5  et  de  deux  problèmes  on  a  fait  un 
seul  problème. 

C'est  par  une  semblable  correction  que  M.  Vincent  a 
(îxpliqué  d'une  manière  si  heureuse  la  locution  :  quantité 
donnée  quen  raison  (tome  III,  page  9). 

Pappuscontienthuitlivres;lesdeuxpremiers  manquent; 
il  n'y  a  de  publié  du  texte  que  l'ouvrage  suivant  :  tiutittu-j 
'^vvdyayctl  :  Pappi  Alexandrini  Collectiones  mathenia- 
ticœ  nunc  primwn  grœce  edidit  Hermannus-Josephus 
Eisenmann  in  regia  pont,  et  viar.  médian,  prof.  Libri 
qninti pars  altéra.  Var'isWs^  MDCCCXIV,ex  typis  J.  Dido* 
aîné 5  in-fol.  de  56  pages,  fig.  dans  le  texte. 

Dans  la  préface,  on  lit  que  la  publication  de  tout 
l'ouvrage  est  prête  à  paraître.  L'auteur  est  mort,  et  rien 
n'a  paru.  Lorsque  nous  dépensons  tant  d'argent  pour  faire 
copier  au  loin  des  inscriptions  énigmatiqucsplus  ou  moins 
heureusenient  déchiffrées  et  devinées;  tant  d'argent  pour 
reproduire  des  lais,  des  cantilènes,  des  complaintes  du 

(*  )  Pappi  Alexandrini  Maihcmntica:  Collectiones.  Bononiie,  1660, 


(  I^i  ) 

moyen  àgo ,    ne   scrail-il  pas    convenable   de   consacici 
([uelqucs  sommes  à  la  publication  du  seul  texte  qui  résume 
les  travaux  de  tous  les  géomètres  grecs,  et  qui  renferme 
tant  de  théorèmes  fondamentaux,  texte  dont  la  Biblio- 
thèque impériale  possède  plusieurs  exemplaires  !  11  est  de  la 
dignité,  je  dirai  plus,  il  est  du  devoir  des  deux  Académies, 
celle  des  Sciences  et  celle  des  Inscriptions,  de  solliciter 
l'intervention  du  Gouvernement  pour  une  telle  œuvre. 
A  qui  la  confier  ?  La  réponse  est  facile  :  à  un  géomètre 
helléniste.  Or,  la  dernière  Académie  citée  possède  un  an- 
cien professeur  qui  s'est  distingué  dans  l'enseignement; 
qui  a  fait  des  travaux  mathématiques  remarquables,  pu- 
blié des  Mémoires  de  philologie  et  d'archéologie  musicale 
dénotant  une  profonde  connaissance  de  l'idiome  grec ,  une 
expérience  consommée  dans  la  lecture  des  manuscrits, 
une  grande  perspicacité  pour  éclaircir  des  points  épineux, 
remplir  des  lacunes,  restaurer  des  passages  défectueux, 
qualités  indispensables   dans  un  éditeur  consciencieux. 
Letronne  n'en  aurait  pas  désigné  d'autre  pour  nous  rendre 
Proclus ,  texte  accompagné  d'une   traduction  française  ; 
caria  traduction  latine  de  Commandin  est  insuftisanle  dès 
qu'il  s'agitde  recherches  approfondi  es  (*).  Ainsi  nous  avons 
les  matériaux  ,  nous  avons  l'architecte  :  que  nous  manque- 
t-il  pour  l'exécution?  le  vouloir.  Hélas  I  il  manquera  en- 
core longtemps,  comme  pour  tout  ce  qui  ne  tombe  pas 
dans  le  domaine  de  la  vulgarité  littéraire  ou  dans  les  cotes 
de  la  Bourse. 

(*)  11  est  juste  de  remarquer  que  cette  traduction  a  jiaru  en  K)88,  à 
Pise ,  treize  ans  après  la  mort  de  l'auteur  ;  la  deuxième  édition  est  de  Ve- 
nise, 1589;  et  la  troisième,  qui  est  la  meilleure,  à  Bologne,  iGGo.  Com- 
mandin ne  voulait  pas  correspondre  avec  le  savant  Dasypodius,  de  Stras- 
ho\\V{\ ,  pcrciocchc  ,  dit-il,  non  giudico  hcnc  Viionio  catolico ,  il  contawinaisi 
ron  l'nniicizia  di  pcisona  imhral'.ala  e  loi  du  d'el  fango  dcll'  Ercsir.  Ce  zèle 
religieux  n'a  pas  empêché  le  célèbre  traducteur  de  s'adonner,  dans  un  âge 
avanré,  il  des  plaisirs  peti  religieux  qui  ont  abrégé  ses  jours.  11  est  mort  h 
'•iii\Mn(<".-six  ans. 


(     «25    ) 

NOTICE  BIOGRAPHIQUE  SUR  EISENMANN  (*). 

Eisciimann  (Armand- Joseph)  (*)  est  né  à  Haasladi 
sur  la  Kinzig,  pays  do  Fiirstcnbcrg,  en  Souabe ,  le  22  dé- 
cembre 1 758.  Nommé  élève  de  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaus- 
sées le  29  brumaire  an  III,  il  fut  choisi ,  le  27  frimai r*; 
même  année ,  pour  être  à  la  tète  du  bureau  des  vingt  ciiur 
dessinateurs  que  l'on  devait  établir  pour  l'Ecole  centrale 
Polytechnique.  Le  23  nivôse  suivant,  une  nouvelle  déci- 
sion le  comprit  parmi  les  vingt-cinq  géographes  chargés 
de  la  levée  des  plans  et  cartes  du  département  de  Paris. 
Le  4  thermidor  an  IV,  il  obtint  le  grade  d'ingénieur 
ordinaire  des  Ponts  et  Chaussées. 

Nommé,  en  l'an  \,  instructeur  d'analyse  à  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées ,  en  remplacement  de  Clément,  puis 
chargé  du  cours  de  Mécanique  appliquée,  Eisenmann  est 
resté  attaché  comme  professeur  à  cette  Ecole.  Homme 
voué  à  l'étude  et  aux  patientes  recherches ,  on  le  trouve 
plus  tard  (18 19)  chargé  spécialement  de  faire  des  traduc- 
tions ou  des  extraits  des  ouvrages  et  des  Mémoires  les  plus 
remarquables  publiés  dans  diverses  langues  ,  et  relatifs 
aux  objets  qui  peuvent  intéresser  l'art  de  l'ingénieur.  Il 
était  alors  suppléé  dans  son  cours  par  Navier. 

Je  n'ai  rien  pu  trouver  des  travaux  d'Eisenmann  de- 
puis le  commencement  de  sa  carrière  d'ingénieur  jusqu'au 
moment  où  la  retraite  vint  l'atteindre  dans  sa  modeste 
position  (i83o).  On  découvrit  alors  qu'il  avait  été  reli- 
gieux et  jouissait  d'une  petite  pension  ecclésiastique  de 
267  francs ,  accordée  par  état  de  la  liquidation  générale 
du  mois  de  thermidor  an  XII. 


(*)  Nous  la  devons  au   savant   M.  Krpton  (  do  Champ  ),  injjéniiMii'  des 
Ponts  et  Chaussées. 

(**''  I.e  nom  os(  Hcrmanii;  pont-être  (jn'tiii  a  voulu  finnciscr  co  nom 
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Dépourvu  Je  fortune  personnelle,  et  n'ayant  pu  qu'à 
•nand' peine  obtenir  de  cumuler  sa  pension  ecclésiastique 
avec  celle  que  lui  assuraient  ses  services,  Eisenraann  est 
néanmoins  resté  à  Paris,  où  il  est  mort  le  26  février  i838. 

Ce  savant,  qui  a  laissé  si  peu  de  traces,  était  instruit 
dans  les  langues  anciennes  et  modernes  de  l'Europe.  Avant 
d'être  nommé  instituteur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées, 
il  avait  travaillé  à  une  édition  de  la  Dynamique  de  d'Alem- 
bert.  M.  Poncelet  le  cite  comme  s'étant  occupé  d'une 
traduction  des  Collections  mathématiques  de  Pappus 
{introduction  du  Traité  des  Propriétés  projectiues  des 
figures,  dans  une  note).  Toutefois,  on  a  seulement  de 
lui  l'édition  d'une  partie  du  V''  livre,  sans  traduction. 

Eisenmann  est  un  de  ces  êtres  que  le  défaut  de  fortune 
a  empêchés  de  réaliser  les  projets  qu'ils  avaient  conçus. 
S'il  eût  été  dans  l'aisance,  nous  aurions  une  magnifique 
édition  de  ces  Collections  mathématiques  encore  inédites  ! 

Note.  On  a  imprimé  législativemcnt ,  aux  frais  de  la  nation  ,  les  OEuvres 
(le  Laplace,  en  y  laissant  subsister,  sans  en  avertir,  des  fautes  de  calcul 
anciennes  par  devoir  de  conscience,  et  en  laissant  introduire  quelques 
nouvelles  fautes,  on  ne  sait  par  quel  {;enrc  de  devoii-s  {\oir Comptes  rendus 
i8.'i9,  2''  sem. ,  page  11  ).  On  n'édite  pas  un  auteur  en  le  daguerrcotypant. 

On  doit  imprimer  législativemcnt,  aux  frais  de  la  nation,  et  on  n'impri- 
mera pas  ,  les  œuvres  de  Fermât  ;  ce  qui  n'est  pas  .^  regretter,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir.  Donnons  Proclus  à  un  savant  digne  de  conliance,  res- 
ponsable ,  et  bien  rémunéré.  Les  besognes  gratuites  sont  chères.        Tm. 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  i28 

(  voir  I.   \  ,  p.  VVR)  ; 

Par   m.    E.  COUPY, 

Prorosseiii-  au  Collège  militaire. 


Oui.llt!  esl  la   formule  (jui  donne  tuus   les  quantièmes 


(   »^7  ) 
d'années  dans   lescjuelles  lo  mois  de   féviici    a    cinq  di- 
manches ? 

Solution.  Il  est  évident  que  les  années  demandées  sont 
bissextiles,  et  que  le  i""^  février  doit  y  être  le  dimanche; 
d'ailleurs,  quand  le  i*^"^  février  est  un  dimanche,  le  i*""  jan- 
vier est  un  jeudi.  La  question  est  donc  ramenée  à  la  sui- 
vante : 

Quelles  sont  les  années  bissextiles  commençant  par  un 
jeudi  ? 

1 .  Je  résoudrai  d'abord  la  question  pour  le  calendrier 
julien,  ce  qui  est  beaucoup  plus  simple;  et  je  passerai  en- 
suite au  calendrier  grégorien.  On  sait  que  dans  le  calen- 
drier julien,  les  dates  de  l'année  reviennent  périodique- 
ment aux  mêmes  jours  de  la  semaine,  après  une  période 
de  vingt-huit  ans,  dite  cycle  solaire.  Supposons  que,  pai 
un  moyen  quelconque  ,  on  ait  trouvé  dans  ce  calen- 
drier une  année  répondant  à  la  question,  et  soit  A  le  mil- 
lésime de  cette  année;  il  est  clair  que  A -f-  28/1,  ti  étant 
un  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  répondra  à  la 
question.  Il  faut  prouver  qu'entre  A  et  A  4-  28 ,  il  ne  s'en 
trouve  aucune  de  bissextile  commençant  par  un  jeudi  ;  or 
le  jour  de  la  semaine  qui  commence  l'année,  avance  de 
5  rangs  en  4  ans,  ou  de  jx  rangs  en  /\x  années,  et  la  plus 
petite  valeur  de  x  qui  rendra  5x  multiple  de  y,  est 
évidemment  x  =  7.  Ce  sera  donc  seulement  après 
4,7=  28  ans,  que  l'année  bissextile  commencera  par  le 
même  jour  de  la  semaine  que  la  bissextile  A.  Donc  enfin 
A  -1-  28  «  est  la  formule  demandée;  reste  à  déterminer 
la  constante  A . 

Je  remarquerai  dabord  que  les  jours  de  la  semaine  àe 
correspondent  aux  dates  prises  dans  les  deux  calendriers, 
julien  et  grégorien-,  car  Grégoire  XIII,  par  son  ordon- 
nance de  i582,  fit  dater  vendredi  i5  octobre,  le  lendemain 
du  jeudi  4  oclobie:  l'accord  des  jours  delà  semaine  a  donc 


(  i'>-8  ) 
continué  à  régner  dans  les  doux  calcndiiers.  Or,  on  sait 
que  Tannée  julienne  est  maintenant  en  retard  de  12  jours 
sur  la  nôtre;  le  i*"'  janvier  i85i  a  donc  été,  dans  ce  ca- 
lendrier, le  même  jour  que  uotre  i3  janvier,  c'est-à-dire 
un  lundi;  partant  de  là,  il  est  facile  de  trouver  que  l'an- 
née julienne  bissextile  1876  commencera  par  un  jeudi, 
donc  1876  -I-  28;?  est  la  formule  cherchée;  mais  1876  est 
un  multiple  de  28,  ce  qui  réduit  simplement  à  28//  la 
formule  demandée. 

2.  Résolvons  maintenant  la  question  pour  le  calendrier 
grégorien.  Supposons  encore  que,  par  un  moyen  quel- 
conque, on  ait  pu  déterminer  dans  ce  calendrier  la  date  B 
d'une  année  répondant  à  la  question.  J'appellerai  années 
grégoriennes ,  les  années  séculaires  qui  ne  sont  pas  bis- 
sextiles. Cela  étant,  il  est  clair  que  B  -f-  28// ,  //  étant  en- 
tier positif,  sera  encore  une  date  convenable,  pourvu  que 
B  -h  28  îi  pour  la  valeur  donnée  à  n ,  ne  passe  pas  par- 
dessus une  ou  plusieurs  années  grégoriennes;  s'il  en  était 
autrement,  voyons  quelle  correction  devrait  subir  la  for- 
mule. Dans  le  calendrier  julien ,  le  jour  de  la  .semaine  qui 
commence  l'année  avance,  avons-nous  dit,  de  5a'  rangs  en 
/\x  années;  mais,  si  nous  passons  par  une  année  grégo- 
rienne, il  n'avancera  plus  que  de  (5x  —  1)  rangs;  expres- 
sion qui  est  un  multiple  de  7  pour  x  =  3,  ou  x  =  10.  Or 
X  =  '6  donnerait  4  j:  =  1 2  ,  et  ce  nombre  <C  28  ,  doit  être 
rejeté  comme  on  verra  plus  loin  ;  reste  donc  seulement 
x=  io,d'où4a:  =  4o.  Donc  quand  on  passera  sur  une  gré- 
gorienne ,  il  faudra  augmenter  de  4»  ans,  au  lieu  de  28 , 
la  date  qui  répondait  à  la  question,  pour  avoir  la  date  im- 
médiatement suivante  qui  y  répond  aussi  ;  et  comme 
40  =  28  -h  I  2 ,  il  faudra  donc  augmenter  B  -h  28  n  d'au- 
tant de  fois  12  qu'il  y  aura  de  grégoriennes  depuis  W. 
Avant  d'établir  la  forniub",  durchons  la  conslanlc  B. 
Comme  le  calcndrici-  grégorien  ne  dal«' ([uc  de  iSSu,  je 
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la  chercherai  dans  h;  xvir  siècle.  Or  on  saii  [voir  Frais- 
coEuu,  Urnjiographiej  page  m)  que  le  i*"'  mars  i6oo  était 
un  mercredi  5  donc,  comme  l'année  était  bissextile,  le 
!'"'■  janvier  1600  était  un  samedi,  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que  le  1"  janvier  i6o4  était  un  jeudi.  On  peut 
donc  prendre  pour  13  la  valeur  B  =  i6o4  ,  et  par  consé- 
quent 1604 -f- 28»;  n  étant  égal  à  1,2,  3,  c'est-à-dire 
i632,  1660,  1688,  répondent  à  la  question;  mais  ensuite 
28  années  ajoutées  à  1688,  faisant  passer  sur  la  grégo- 
rienne 1700,  il  faut  ajouter  4o  à  i688,  ce  qui  donne  1728  ; 
puis  ensuite  on  aura  1756,  1784,  puis  1784-1-40=1824, 
parce  qu'on  passe  la  grégorienne  1800;  et  ainsi  de  suite. 
Ainsi  on  peut  former  facilement  le  tableau  suivant  des 
années  répondant  à  la  question  : 


1604 

1728 

1824 

1920 

2004 

i632 

1756 

i852 

1 948 

2o32 

1660 

,784 

1880 

1976 

2060 

1688 

2088 

etc. 


Tannée  2004  =  1976-1-28,  parce  que  2010  n'est  pas 
grégorienne.  Arrivé  à  la  cinquième  colonne  de  ce  tableau  , 
il  est  facile  de  le  prolonger  indéfiniment,  d'après  la  loi 
que  nous  avons  indiquée,  ou,  plus  simplement,  en  se  rap- 
pelant que  dans  le  calendrier  grégorien,  après  4oo  années, 
la  date  de  l'année  répond  au  même  jour  de  la  semaine, 
car 

365  X  4oo  +  97  :=  146097  jours  :=  exacl^""'"'  2087  i  semaines  ; 

aussi  retrouvons-nous,  pour  les  dates  de  la  cinquième  co- 
lonne, les  dates  de  la  première  augmentées  chacune  de 
4oo  ans  ;  de  même,  les  dates  de  la  sixième  colonne  seraient 
celles  de  la  deuxième  augmentées  de  4oo  ans,  c'est-à-dire 
2128,  2i56,  2184,  ('t  ainsi  de  suite.  Nous  voyons  aussi  , 

Aiin.  d,-  )l.ith,ininr..  1.  Xll.  (Avril  i8.î3.;  9 


I 


(  »3o) 
par  ce  tableau,  que  i5o4  est  la  première  année,  depuis 
l'établissement  du  calendrier  grégorien ,  qui  réponde  à  la 
question.  On  voit  aussi,  parce  tableau,  pourquoi  on  doit 
exclure  ^x  =  12  ,  car  12  ajouté  à  1688,  ou  à  1784,  ou 
à  1880,  ou  enfin  à  1976,  ne  fait  passer  par-dessus  aucune 
année  grégorienne.  Enfin,  on  voit  encore,  parce  tableau  , 
qu'il  n'y  a  que  3  années  par  siècle,  répondant  à  la  ques- 
tion, excepté  dans  le  siècle  contenant  la  séculaire  bissex- 
tile qui  en  renferme  4,  ce  qui  fait  i3  ans  eu  quatre  siècles. 
Dans  le  calendrier  julien,  elles  reviennent  périodique- 
ment tous  les  28  ans ,  et  il  y  en  a  i4  dans  le  même  laps 
de  temps. 

3.  Il  résulte  des  considérations  précédentes,  que  la  for- 
mule demandée  est 

Z    =    I  604    -I-     28  «    -h     I  2  /v»  . 

11  est  facile  de  voir  que    tant  que  n  est  inférieur  à  4< 
p  est  nul. 

Faisons  n  —  3  =  iS/?^  4-  /••,  nous  aurons 

z  =  1604  -\-  28«  H-  12  (3//I  -I-  Pi). 

R  dépend  de  /•  de  la  manière  suivante  : 

R, 

ne  dépasse  pas  3 i , 

dépasse  3  et  ne  dépasse  pas  6 2, 

dépasse  6 3. 

C'est  ce  cju'on  voit  en  donnant  à  /; ,  successivement,  les 
i3  valeurs  de  la  suite  4  >5  ,6,  .  .  .  ,  16;  et  K  étant  un  de 
ces  nombres ,  la  valeur  de  R  revient  la  même  pour  les  va- 
leurs de  «  =  R  +  1 3 . 

Exemple.   Faisons  //  =  8,  //  —  3  =  5,  m  =  o,  r  =  5, 
R  =  2  ^  donc , 

2  —  \6o/\  4-  9S . 8  -f-  1 2 . 2  —  1 852. 


(  ^''>^  ) 

Celte  formule  convioiit  tant  (juc  \v  calendrier  grégorien 
n'aura  pas  besoin  de  correction. 

Note.  Les  lormules  de  M.  Gauss,  pour  calculer  les  trois  pâques, julienne, 
(grégorienne,  judaïque  ,  n'ont  pas  encore  clc  démontrées  en  France;  beau 
sujet  d'une  tlièsc  à  soutenir.  'J'm. 


SOLUTION  Dl  PROBLEME  DE  MALFATTI,  DANS  LE  TRIANGLE 
RECTILIGNE  ET  SPBÉRIQIIE 

(voir  t.  V,  p.  eOj  t.  VI,  p.  316;  t.  Vllt,    p   fii'. 

Par  m.  SCHELLBACH, 

Professeur  à  Berlin. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XLV  ,  p.  91  et  n.    187;  i85j.) 

Triangle  rectiligne. 

1.  Soient  ABC  le  triangle  donné,  AB  =  c,  BC  =  rt, 
C A  =^,  A=a,  B=^,  C  =  7,  25  =  a-(-Z>4-f-, 
L  le  centre  d'un  des  cercles  cherchés ,  LM  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  L  sur  13C ,  K  le  centre  d'un  second  des 
cercles  cherchés,  KH  la  perpendiculaire  abaissée  de  K 
sur  BC  ,  BM  =  y,  CH  =  z  ^  nommons  .r  la  distan(;e  d'un 
des  points  de  contact  du  troisième  cercle  au  sommet  A  ^ 
faisons 

^i^-)  /  sont  des  angles  connus  et  constructibles;  et  l'on 
aura 

a:  =:  ,y.sin^(o- — y),     j  =:  .v.sin=  (cr  —  y^),      r.  =  ,y,  sin- (c7  —  "l), 

OÙ 

■y.  17  :=  <j  -{-  y-h  ■]>  ■ 

Démonstration . 

L!M  =  >tang-p,     RH  =  -tang-7; 

y- 


(  ^^-^  ) 


donc 


KT.  =  j  tang  -  [i  -^  z  tang  -  7  ,      TIM  =  a  —  y  — 
(y  tang^p  4-3tang-7)  =  {a  —  j 


+  (ztang^v— jtang^p)  , 


d'où 


r  +  z  +  2  yyz  lang ^  p  tang  ^7  =  « . 


1  Ai'  —  «)(.y  —  c)  I  /f.T — n)(s 


-b) 


—  5 
"  2  ■        y        \ .  [  .V  —  c  ) 

I  .  I 


tang  -  p  tang  -7  =  1 =  ces'  n/  ; 

donc 

( i)  y  -h  z  -h  '2.  \{jz) . ces ^  ==:  A- sin'(j> , 

(2)  z  4-.f  +  2  yzx.cos;!^  =  .T  sin';^, 

(3)  -v  -\-y  4-  2  y x/ .  cos  -^  =  s  sin'i}/  ; 

les  deux  dernières  équations  s'obtiennent  comme  la  pre- 
mière. 

Dans  un  cercle  de  diamètre  i ,  construisons  un  triangle 
ayant  pour  angles  c  —  ^,  a  — 1|/,  r.  —  ç;  les  côtés  de  ce 
triangle   sont  sin((T  —  j)^  sin(i7  —  ^)  et  sinip,  et  l'on  a 

sin''p  =  sin^((T  —  •>}')  +  sin^(o-  +  ;>^)  -f-  2sin  (a  —  ^}/)  sin  {n  — y)  cos  «y, 

et  deux  équations  semblables  pour  sin'j^^,  sin*t^. 
Donc  ,  si  l'on  prend 

x  =  5.sin-(<T  —  ç),     j  =  .v.sin'(o-  —  y),      c  =  .î  .  sin' (  er  —  •^), 

les  trois  équations  (i),  (2),  (3)  sont  satisfaites,  c.  Q.  F.  d. 

Construction.   Prolongeons  CB  en  F  jusqu'à  ce  qu'on 

ail  CF  =  .V5  sur  CF   comme  diamètre,  décrivons   une 

dcmi-circonférencc;  portons  de  C  en  R,  sur  le  côté  CB, 


(  ï33  ) 
CD  =  a  et  CE  =  b-^  prenons,  sui'  la  Jenii-cii conférence, 
les  points  D',  E',  B'  perpendiculairement  au-dessus  de 
D,  E,  B5  puis  l'arc  B'G,  vers  F,  égal  à  l'arc  D'E'; 
de  sorte  que  les  points  soient  disposés  dans  cet  ordre  : 
C,  D',  E',  IV,  G,  F.  Prenons  encore  le  milieu  II'  de  l'arc 
CD'E'G;  si  nous  abaissons  de  H'  la  perpendiculaire  H' H 
sur  en,  le  point  H  sera  le  point  de  contact  du  cercle  qui 
est  dans  l'angle  C.  On  trouve  de  même  les  deux  autres 
points  de  contact. 

Triangle  spliérique. 

2.  LMN  est  un  triangle  sphérique  ;  /,  m ,  n  étant  les 
côtés  lespectivement  opposés  aux  angles,  sont  trois  quan- 
tités connues  ;  X,  /j.,  V,  sont  les  distances  sphériques  des 
points  de  contact  des  cercles  inscrits  dans  les  angles  L, 
M,  N,  aux  sommets  de  ces  angles-,  trois  quantités  incon- 
nues. 

Faisons 

/  -h  /«  -f-  «  =  4  -^  >     '  —  s  =  CI ,     m  —  s  ■=  b ,     n  —  s  =:z  c , 
s  —  \  =  x,     s  ~  ^  =  y-y     i  —  V  =  3  ; 

ainsi ,  «  -h  è  -{-  c  =  ^. 

On  obtient  facilement  l'équation  suivante  [voir  plus 
loin) 

,  ,  cos  a  cos  Y  cos  z       sin  «  sin  y  sin  s 


cos  s  sm  i- 

Si  l'on  tire  la  valeur  de  a  de  l'équation 

,    ,  cos  a  cos  ^  cos  c       sin  a  sin  6  sine 

2 1 , =1, 

cos  s  sin  s 

alors  les  valeurs  de  y  et   z  sont  données  par  les  équa 


tions 


(3) 


(  >34) 

cos|.»-}-^(«-r/)J 


cos(j  + 

cos  —  Iv.-T-o) 

2  ' 


<^*^S    U-^(«  —  «}J 


COS  [y  ~-  z)=z — 

',  cos-(a-f-«) 

Pour  résoudre  1  équation  (2),  on  pose 

(4)  tango  =  tang  ft  tant; c  cot.v  ; 

on  trouve  alors 

,^.  ,  cos  s  cos  9 

(5)  tos    a  —  V  j  = ^, ^  • 

cos o cos c 

On  peut  construire  \es  équations  (3),  (4),  (5)  à  l'aide  de 
triangles  spliériques  rectangles. 

Une  permutation  convenable  entre  les  lettres  fournil 
f.'ncore  deux  autres  équations  analogues  aux  équations  (i) 
et  (2);  dans  cette  solution,  s  peut  représenter  un  arc 
quelconque. 

3.   Calcul  fie  r équation  (1)  (*). 

00'  étant  la  ligne  des  centres  de  deux  petits  cercles  de 
rayon  /•  et  /',  faisons  00'  =  p \  nous  aurons 

cosyv  =  sin  /■  sin  /'  -\-  cos  /•  cos  /'  cos  (  /  —  -j.  —  v  ) 
=  cos /•  cos/'  —  sin  /sin  /', 

puisque  p  =  7-1-  r . 
De  là  on  tire 

lani;  /■  tang  /'  =  sin^  -  (/  —  a  —  v)  ; 


(')  i'ar  M.  M.  laiii^',  limiti'iiiinf  d'aclillerio 


(  ^35  ) 
d'un  autre  côté. 


d'où 


I 

tany  /  :^  sui  (/  laiij;  -  M  , 


tang  /•'  --:::  sùi  v  lanj,'  -  N , 


...  I  I 

tan^  r  tang  r   =  sui  p.  sin  v  tang  -  IM  tang  -  N 


sin  p.  sin  v  sin  (2^'  —  /) 

sin  2*' 

d'après  le  principe  de  Nepcr.  Ou  a  donc 

.   ,1,,  ,        sin  ,(/.sinvsin('2  5  —  /) 

sin^  -  (  /  —  u  —v)  =2  — ! — —-, i ^ 

2  '         '  sin  2  .V 

Décomposant  le  produit  sin  [j.  sin  v  en  sommes,  on  obtient 

cos  (p.  —  v)  sin  (  2  A-  —  /)  —  sin  2  x  r-r  cos  (  jx  +  v)  sin  (  2 .v  —  /) 
—  sin  2  s  cos  (  /  —  p.  —  V  )  ; 

le  second  membre  se  décompose  ainsi , 

1  r       sin  (  2  5  4-  p  +  v )  +  sin  (  2 ,s'  —  l  —  u.  —  v  )  1 

2  j_ —  sin  (25  +  /  —  (j.  —  v)  —  sin  (25  -f-  p.  -|-  v)  J 
=  —  sin  /  cos  (  2  i  —  p.  —  V  )  ; 

donc 

sin  2i'  =  cos  (p.  —  v)  sin  (2^  —  /)  -f-  sin  /  cos(2,y  —  p.  —  v), 
ou  bien 
sin2^=rrcos(  J  —  z)  sin  (^ —  n)  +  sin  {s -{-  a)  cos  (j  +  z). 

Or,  évidemment 

2  sin  2  ^  =  [sin  [s  +  a)  -+-  sin  {s  —  a)  ]  [cos  (j>-  —  z )  +  cos  (y  +  z)  ] 
—  [sin {s -ha)  —  sin{x  —  a) ]  [cos ( j  —  z)  —  cos ( 7 H- z )], 


(  •:î6  ) 

rron 

siii  v  cos  .V  =  sin  s  cos  a  eus /  cos  z  —  cos  s  siii  ii  bin  v  sin  r , 

ou 

cos  rt  cos  r  cos  z       sin  o  sin  r  sin  z 
cos  s  sin  ^ 


Malfalli  (Jean-François)  est  né  en  1731,  d'une  famille 
noble  ,  à  Ala,  petite  ville  du  Tyiol ,  près  de  Rovcredo;  il 
étudia  les  belles-lettres  à  Trente  et  à  \  érone  et  se  rendit 
delà  à  Bologne,  pour  se  perfectionner  dans  les  sciences  et 
particulièrement  danslesmatliemaliques.il  y  fit  de  rapides 
progrès,  et,  lors  du  rétablissement  de  l'université  de  Fer- 
rare,  il  fut  nommé  professeur.  Là,  il  acquit  une  grande 
réputation  parla  solution  de  plusieurs  pi"oblèmes  difficiles, 
et  surtout  par  le  problème  sur  les  pressions  cju'un  poids 
exerce  sur  les  appuis  qui  le  soutiennent.  Un  des  premiers 
membres  de  la  Société  italienne  fondée  par  Lorgna ,  il  a 
inséré  divers  Mémoires  dans  le  recueil  public  par  cette 
Société  et  est  mort  en  1807.  Sou  nom  est  attaché  au  pro- 
blème ci-dessus ,  dont  il  a  le  premier  donné  une  solu- 
tion analytique,  sans  démonstration  -,  ses  formules,  que 
des  géomètres  distingués  ont  en  vain  clierché  de  retrou- 
ver, n'ont  été  démontrées  que  depuis  peu  d'années  (*). 


SIR  L'EXTENSION  D'IN  THÉORÈME  DE  LEGENDRE  ET  D'I 
THÉORÈME  DE  FERMAT; 

Par   GOPEL. 


Legendre  a  démontré  que,  A  étant  un  nombre  premier 
de  la  forme   4  +  ï»  si  l'on  réduit  en  fraction  continue 

(*)  Nous  regrcUons  ilc  n'être  i>as  autorisé  à  nommer  la  bienveillante 
personne  qui  nous  a  procuré  ce  rciiscigneiuenl. 


(   '^7  ) 
\/A  ,   la   péiioclc   .sviuc'Ui(|ue   des   dénoiiiiiialcuis  a  deux 
termes  moyens  égaux.  Si  les  quoiieuls  complets  eones- 
pondants  sont 

y/A  -h  1        VA  +  1' 

ou  a 

D  =  D'     et     A  =  l"  +  D^  ; 

ce  qui  démontre ,  en  même  temps  ,  le  tliéorème  de 
Fermât,  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  4  +  ^  est 
décomposable  en  deux  carrés  (page  45). 

Gopel ,  dans  une  Dissertation  soutenue  en  mars  i835  , 
pour  obtenir  le  grade  de  docteur  à  l'université  de  Berlin, 
et  sous  le  titre  :  De  œquadonibus  secuncli  gradus  ùule- 
tenninatis ,  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

a.  A  étant  un  nombre  premier  de  Informe  4-1-3  ou 
le  double  d'un  tel  nombre  premier-  réduisant  \l A.  en 

fraction  continue,  on  parvient  à  ces  trois  quotients 
complets,  * 

y/Â  +  V        v^A  —  I        v/Â  -h  I'  ^ 
D"      '  î)       '  D^       ' 

dans  lesquels  D  est  égal  soit  à  -  D'',  soit  à  -  D',  soit  à 

—  {D"-f-  D')  ;  dans  les  deux  premiers  cas ,  on  a 

A  =  r-  +  2  D% 

et  dans  le  troisième  cas, 

A  =  -Jr  (I  - r )■-■  +  2D^  =  -^{-ir  —  D'y -h  2Ds 

oii  1  —  I'  est  toujours  divisible  par  2,  et  D^ —  D'  divisible 
par  4- 

b.  A  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  8  +  7  ou 


(  '38  ) 

ie  double  d  un  Lcl  nombre  picnuer,  si  l'on  réduit  sfÂ 
en  fraction  continue,  on  jxiri'icnl  à  deux  quotients 
conijdels  consécutifs  : 

V^A  -f-  I"         v^Â  -I-  I 


D"  D 

et 


I)  -1-  D"  =  2  I , 


A=  2P  — ^(D—  D")^     et     D  —  D" 

4 

est  toujours  pair. 

Ainsi,  en  résumé,  loul  nombre  premier  est,  ou  la 
somme  de  deux  carrés,  ou  la  somme  d  un  carré  plua  le 
double  d'un  carré,  ou  bien  encore  le  double  d'un  carré 
moins  un  carré.  Mais  lorsqu'un  nombre  premier  est  la 
somme  de  deux  carrés  ,  il  est  nécessairement  de  la  forme 
4-t-i5  cette  réciproque  ne  subsiste  pas  pour  les  autres 
nombres  premiers. 


Adolphe  Gopel  est  né  à  Roslock  en  septembre  i8i2; 
son  père,  Saxon  d'origine,  était  professeur  de  musique. 
l.n  oncle  maternel,  consul  anglais  en  Corse,  lit  venir 
Gopel,  à  l'âge  de  dix  ans,  en  Italie.  L'oncle  apprit  à  son 
neveu  les  premiers  éléments  des  sciences,  et,  pendant  un 
séjour  à  Pise,  en  iSaS  cl  1826,  Gopd  fréquenta  Tuni- 
versité ,  et  suivit  les  cours  d'analyse  ,  de  mécanique  et  de 
calcul  dilVérentiel^  en  1827,  de  retour  à  Rostock,  après 
avoir  été  deux  années  au  gymnase  de  cette  ville,  il  vint  à 
l'université  de  lîerlin.  11  saisit  avec  ardeur  l'occasion  d'ac- 
quérir des  connaissances  variées  ,  et,  outre  les  cours  de 
mathématiques,  de  physique  et  de  chimie,  il  suivit  encore 
les  cours  de  philosophie  ,  de  philologie ,  d'esthétique  et 
d'histoire.  Ce  n'est  qu'à  la  fin  de  ses  études  universitaires , 
qu'il  se  livra  spécialenu'nl  aux  mathématiques,  principa- 
lement à  celle  partie  vers  laq\ullc  sonl  entraînés  ceux  qui 


(  ^h)  ) 

sont  appelés  à  cullivcr  la  science  /Jiirc,  à  la  llicoric;  des 
nombres.  Après  sa  tlièsc,  en  i835,  duranl  douze  années 
il  n'a  ri  en  publié  ,  à  l'exeeplion  de  quelques  articles  dans 
le  Journal  de  Grunncrl,  publié  à  (ireisswalde,  et  dont 
il  corrigeait  les  épreuves.  Dans  un  (]c.  ces  articles  il 
démontre  cpie  si ,  dans  l'équation 


P 

où  .r,  j^  //,  /;,  P,  Q  sont  des  nombres  entiers,  j)  est  dif- 
férent de  l'unité,  et  si  x,  j,  p  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun ,  on  a  toujours  />  =r  2 ,  /z  =  3,  ou  un  multiple  de  3. 
Il  était  aussi  familiarisé  avec  la  méthode  synthétique  de 
Steiner. 

Dans  le  tome  XXXVI  de  Ci^elle  (page  317),  1848, 
on  trouve  un  Mémoire  posthume  (i844)  ^^c  Gopel, 
sur  la  projeetivité  des  sections  coniques  comme  figures 
courbes,  selon  la  méthode  dite  synthétique.  Peu  de 
temps  avant  sa  mort,  il  remit  à  M.  Crelle,  en  mars  1847, 
un  Mémoire  sur  les  fonctions  abéliennes  :  Theoriœ 
tvaîiscenrlentiuni  nhclianaruni  primi  orclinis  adwnhratio 
levis  {^y.^  là,  il  résout  un  des  pi'oblèmcs  les  plus  importants 
de  la  science  contemporaine,  et  trouve  la  forme  explicite 
des  fonctions  inverses. 

Supposons  qu'on  donne  les  deux  équations  différen- 
tielles , 

-"( a  -f-  fi jr )  dy  na-V-pr"  dr'  __ 


V'Y  j  v/Y' 


J 

J  VY  -^J  v/Y' 

où  Y  et  Y  '  sont  des  fonctions  entières  des  variables  y  el  y' 
du  cinquième  degré  5  il  s'agit  de  trouver  y  et  y' .  C'est  ce 

(*)  Inséré  dans  lo  Joiuiuil  de  M.  Crollc  ,  t.  XXXV,  }>,   '77  ;  18/(7. 


(  i4o) 

dernier  travail  posthume  qui  a  attiré  l'atleulion  de  Jacobi . 
qui  fait  un  grand  éloge  de  l'ouvrage  et  de  l'auteur  (*). 

Gopel,  ayant  un  modeste  emploi  à  la  Bibliothèque  de 
Berlin,  menait  une  vie  très-relirce  ,  très- méditative,  et 
cultivait  la  musique  théorique  ainsi  que  la  musique  pra- 
tique, dans  laquelle  il  avait  acquis  un  notable  talent  d'exé- 
cution; ce  qui  n'est  pas  rare  chez  les  géomètres  :  la  musi- 
que est,  pour  ainsi  dire,  Farithmologie  de  l'oreille,  et 
l'on  comprend  l'enthousiasme  qu  inspirait  cet  art  divin 
aux  philosophes  de  l'antiquité  hellénique.  Gopel  étant  peu 
visiteur,  nous  voyons  pourquoi  sa  thèse  si  remarquable 
est  restée  presque  ignorée  des  grands  géomètres  de  Berlin. 
Nous  donnons  ceci  comme  une  explication,  et  non  comme 
une  excuse.  Lorsqu'on  découvre  une  étincelle  du  feu  sacré 
chez  un  jeune  homme,  il  faut  aller  au-devant  de  lui,  et 
ne  pas  attendre  qu'il  vienne.  C'est  contraire  à  l'étiquette, 
j'en  conviens,  mais  conforme  à  la  morale,  qui  prime 
toute  étiquette.  Gopel  est  le  cinquième  arithmologue  de 
ce  siècle  que  la  mort  ait  moissonné  dans  la  force  de  l'âge 
et  du  talent.  Galois ,  Abel ,  Gopel ,  Jacobi ,  Eisenstein  se 
sont  succédé  dans  la  tombe.  Gopel  est  mort  en  septem- 
bre 1847;  ^^  Dissertation  inaugurale  est  insérée  dans  le 
Journal  de  Crelle,  tome  XLV,  pages  1-145  i852*,  et,  se- 
lon l'usage  adopté  en  Allemagne,  Gopel  y  donne  son  cur- 
jiculum  vitœ,  d'où  la  Notice  précédente  est  tirée  :  excel- 
lent usage  ,  qui  devrait  être  prescrit  en  France  \  ce  serait 
un  document  souvent  indispensable  pour  Thistoire  litté- 
raire. 

(  *  )  Journal  de  M.  Crelle ,  t.  XXXV,  p.  3iG  j  i8'|^ 
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DEMONSTUVTION 

De  la  proposition  qu'une   courbe  du  n""""'  degré  a,  eu  général, 
\  Il  [a  —  2)  [n-  —  ())  tangentes  doubles; 

D'après  1M.  le  professeur  C.-G.-J.  JACOBI. 

[Journal  de  M.  Crellc ,   tome  XL,   pajje  2^7;    i85o  (*)]. 


\.  Notation.  U  étanîiine  fonction  rationnelle  entière 
algébrique  de  degré  /7,  U,  représente  la  somme  de  tous  les 
termes  de  degré  p  —  /,  de  sorte  que  Ton  a 

U  =  U„  +  U,  +  U,  +  ...4-U/,, 

où  Uo  est  de  degré  /?,  Uj  de  degré  p  —  i ,  et  ainsi  de  suite. 

2.  Lemme.  A  étant  une  fonction  rationnelle  entière 
égale  au  produit  des  deux  autres  fonctions  rationnelles 
entières  B  et  C ,  de  sorte  que  A  =  BC  ;  toute  fonction  ra- 
tionnelle entière  qui  divise  A  sans  avoir  de  facteur  com- 
mun avec  B,  divise  nécessairement  Fautre  facteur  C. 

3.  Théorème,  oto  ,  «i ,  (sr., ,  .  .  .  ,«,„  étant  des  fonctions 
rationnelles  algébriques  entières  en  x  et  y,  des  degrés 
marqués  par  Bo ,  B] ,  Bo, .  .  .  ,B,„,  quantités  en  progres- 
sion arithmétique;  si  F  on  a  V  équation 

«0  +  ^1  //  -f-  C/.1  h-  -[-...  -f-  a„,  A'"  =  o  , 

V équation  de  condition,  nécessaire  pour  que  cette  équa- 
tion ait  deux  racines  égales  en  h ,  monte  ci  un  degré 
marqué  par  [m  —  i)  (Bo  H-  B,„). 

Démonstration.  Soient  liy  .^h^,  .  .  .  ,  //,„  les  racines; 
Féquation  de  condition  pour  l'existence  de  deux  racines 

(*  )   Voir  Xoufrllcs  .iiinnlr<.  lonio  l\  ,  pafjo  •<)'}. 


(  i4^-  ) 


égales  est 


en  désignant  ainsi  le  carré  du  produit  de  la  diilercncc  des 
racines.  Celle  fonction  rationnelle  symétrique  des  racines 
peut  s'exprimer  par  une  fonction  rationnelle  entière  des 
quantités 


Soit  a  ''la  plus  haute  puissance  négative  de  «,„  qu'on 
rencontre  dans  cette  fonction  -,  en  multipliant  cette  fonc- 
tion par  Ci  ,  on  obtient  une  fonction  entière  rationnelle 
homogène  des  coeiïicients  «o  5  a,  ,  ««j  •  •  •  ,«,«  cl  de  de- 
gré /?;  désignons  celte  dernière  fonction  par 

A  (a»,  a,,  .  .  .  ,a„,), 
nous  aurons 

A(ao,  a,,...,a„.)  =  «';n(/^— AO'. 

Cette  fonction  A  n'est  divisible  par  aucun  des  coefficients 
ao,  «2»  •  •  •  i<^m'i  car,  si  cette  divisibilité  existait,  il  s'en- 
suivrait qu'en  égalant  le  coefficient  diviseur  à  zéro, 
A  s'annulerait  et  Téquation  aurait  alors  des  racines 
égales,  ce  qui  n'est  pas  nécessairement  vrai.  11  s'agit 
maintenant  de  trouver  la  valeur  de  /?•,  à  cet  ellet,  considé- 
rons l'équation  suivante  réciproque  de  Téquation  donnée; 

ff.,n  +  a„,_,  s  +  «'«-■-  S''  +  •  .  .  +  «0  g"'  =  o  ; 
désignons  les  racines  par  gi,  go,  .  .  .  ,g,„,  de  sorte  que 

I 

o- . • 

on  a  donc 

A  («„, ,  a„,_, ,  .  .  .  ,  a„)  =:  /  Il  (-  —  g^y  =  /  H  ijJ-lhï . 


{ l'^î  ) 

Le  produit rircnrcrmc- m  (//i  —  i)  (acteurs,  et  le  déno- 
minateur de  II  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines, 
//),...,  //,„  élevé  à  la  puissance  {9.111  —  2)  ;  donc  ce  déno- 

f  Cit.  \  '""—'- 

minaieur  est  égal  à  (  —  1 
Uoiie 

0  m  \    •  "  j 

]>  —  '2  m  -+- 1 


— '^  f  ^J  »  ^n  •  •  •  1  ^-m  1  ; 

a 
m 

or,  nous  avons  vn  qu'aucune  des  fonctions  A  n'est  divi- 
sible par  l'un  des  m  -+- 1  coefficients  ofo,  aj, .  .  .  ,a,„  -,  il  faut 
donc  que  l'on  ait 

J)  ^zz  0.1)1  —  2 . 

Ou  a  donc  la  valeur  cherchée  de  /?,  et  il  vient 

(0  A  (  a, ,  a,  ,  .  .  .  ,  7.„,  )  ==  '\^'  -  ^  n  (  //,  —  //^.)^ 

et 

A  (  a^ ,  .     .  ,  a„,  )  =r  A  (  a„, ,  .  .  ,  ,  czo)  ; 

ainsi  A  est  une  fonction  entière  honiogèiic  des  //i  -{-  i 
quantités  oto,  .  .  .  ,!Z,„  et  de  degré  2/;/  —  2  ;  et  pour  que 
l'équation  ait  deux  racines  égales,  l'on  doit  avoir  A  =  o, 
A  étant  débarrassé  de  tout  facteur  étranger. 

Observation.  INI.  Joachimsthal  parvient  à  la  môme 
équation  (i)  par  des  considérations  analogues  [voirl.  IX, 
p.  99)  :  il  semble  que  la  démonstration  de  JNI.  Jacobi  ne 
puisse  plus  s'appliquer  à  la  recherche  de  la  valeur 
de  /7,  lorsque  «o  =  «,„• 

Supposons  que  «o ,  ^1  >  •  •  •  >  «,u  représentant  des  fonc- 
tions d'une  variable  ou  de  plusieurs  variables,  de  deux 
par  exemple,  .t  et  y,  de  degrés  respcetivemcnl  niar(jués 


(  ^44  ) 

par  Bo,  ï>i  5  B»  >  •  •  •  »K,  'i  si  (laiis  ri'qualion  A  =  o  on  rem- 

place  oco ,  «1 ,  ••  • ,  «m  respectivement  par  a^t    ^ot^t    , .  .  . , 

a„,t  "",  la  fonction  A («0^  °5«i'^  ' ,  .  .  .  ,a,„f  ""j  estdemême 

degré  en  t ,  que  l'équation  A  =  o  est  de  degré  erv  x ,  y. 

En  eflet,  si  les  nombres  Bq,  Bi ,  B, , .  .  .  ,B,„  forment 

une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  C  ,  on  a 

B,  =  B„  +  /C, 
et 

/         Ro  Ri  Rm\ 

(2m  — 2)  Ho      /  C  iC.  mC\ 

Il  faut  se  rappeler  que  A  est  une  fonction  homogène  de 
degré  a  m  —  2 . 

Comme  /?i ,  hz,  ■  ■  •  ,h,„  sont  racines  de  l'équation 

o  r=  y-o  H-  a,  /*  +  .  .  .  H-  am  h" , 

il  s'ensuit  que  hit"    ,,  h^J"    , .  .  .  ,h„,t~  "  sont  racines  de 
l'équation 

C  ,  2  C  , .,  ;»i  C  , 

O  —  ao  -i-  a,  ?    /i  -\-  ot^t      //-  +  ...  +  a,„  f        A"'  ; 

donc,  en  vertu  de  l'équation  (i), 


A 


[a.,,,  a,  t    ,  cf.it      ,...  ,v.„,t        ) 


III  \    '  /  j 

d'où,  faisant  sortir  Z~"   '  de  17  , 

/  (1-2 C.  tnC\  m  [m  —  i ) C 

ii\x^,v.,t    ,a2<      ,...,a„it       )  =  t  A  (  a„,  a, ,...,  a„, ', 

/        Ro        R,  R™\  (w-0('iBn-+-»HC)     ,  , 

A^a"/-     ,a,f    ,...,a„,r      )=t  A(a„,  a,,... ,  x,„  j. 

Mais 

2  B„  +  //?  C  r=  B„  -h  B„, , 

donc 

i(       K,  R,  Rm\ 

„,'"-')(  IV'    "«,).,  . 

—  ^  A  (  '/„,  y.,,  ,  .  .  ,a,„}; 


(  Mr.  ) 

A(ao ,  3^1 ,  .  .  .  ,3f,„)  ne  contient  pas  la  giandeur  /;  donc  le 
degré  eu  t.  du  premier  membre  est  (/;/  —  i)  (BoH-  li„); 
c'est  donc  aussi  le  degré  de  l'équation  A  =i  o  en  .r ,  j-. 

c.   Q.   r.   n. 
A.  TnÉORiiME.  Etant  donnée  Véqualion  du  m''""'  déféré 

G  =  F  (//  )  =  ao  +  a,  /i  -I-  a,/<-  +  .  .  .  -f-  «,„  //"'  ; 

f       ■         ^/ 

7+0    0- 


si  on  la  transforme,  par  la  substitution  de  h  = 

\  ^  l  +  ^S 

en  cette  autre  équation, 


nr —  h; 


A  ( Po ,  8, ,  .  .  .  ,  p„,)  =  ( 7(î'  —  '/' o)  A  i  a,, ,  a, ,  .  .  .  ,  jt,,, ) , 

A=o  désignant  Véquatioti  de  condition  pour  que  lé- 
q nation  o  =^  F  (/^)  ait  deux  racines  égales. 

Démonstration,  ooit  //,=  ^ s"^   ou  ir,  =  '- —    ^, ; 

v  +  ^s''  oVi,— rr 

alors  gi  y  g-2,  •  •  ■  >gm  sont  racines  de  l'équation 

o=  p,+ [î,§'+...+fi„r  =  (7 +  '?.-)'"  F  (^^^^-|^): 
f'u  vertu  de  la  formule  (i),  on  a 

et  l'on  a  évidemment 

à" 


il  suffit  pour  cela  de  faire  g  =  ce  .  Ensuite  on  a 

•-"       "*         (,î'-o^/i,)^J'_/,,)    ' 
le  dénominateur  dans  le  produit  Tl  (g^, — g,^  est  donc 

/t»i«.  de  MaïUwni.,   t.  MI.  (Avril   I.S53.}  lO 


(  '4o  ) 

égal  à 


^b 


=  ^{(" 


■//,  1  i  ^^-  —  /i..y. . .,  ( -^ — //„  1  I 


L.F''^'^-^" 


car 

F  (  /O  r^  y.'"  {h  -/,,)(  h  — /,,\.    .,  [h  -  //„)  ; 
ainsi , 

n  is.  -  g>. )■•  =  (v 'î'  -  v' 'î)'"  "'-  ' '  (  ^) """  n  ( /,.  -  /,,)% 

cl  de  là 

A(f^„8,,.  ..,ri,„)-^^„,n(--s-/,)-'  =  (vo'-/5r('«-':' 

X  A  (a„,  a, ,. .  . ,  affl\ 

r.    Q.    F.    n. 

Corollaire.  Si  le  déterminant  yj' —  ô'y  est  égal  à  l'u- 
ni lé,  on  a 

A  (fio,.,.,  ^„,)=  A>,.     .,%,). 

5.  PiiOBLJîME.  Soient  les  deux  fonctions  f  et  '\i,  en- 
tières en  X  et  y;  on  n  de  plus  f=  o.  Trom'er,  s'il  est 
possible,  une  fonction  entière  /.  en  x ,  y,  telle  que  Je 
degré  (le  la  fonction  entière  {p-\-lf=y  soit  diminué 
de  £  unités. 

Solution.  Il  est  (l'abord  évident  que  Xy  doit  cire  de 
même  degré  que  '^\  ainsi,  le  degré  de  ?.  est  d('terniiné. 
D'après  la  nolation  ci-dessus  (§  !),  écrivons 

>.  z=  ).„+  ).,  -t-   x, -h.  .  ., 
V  rr:  v»  -f-   v,  +    Vj  -|-  .  .  .  ; 

d  où 

v„-t- v,H-  v,-f-.  .  . 

=  •!'.  -h  ■!',  +  ■!'.+..■  -i-  (>-o  +  "^  4-.  ..)(/  +  /+/  +  •••    ' 


(  i47  ) 

et  (1(;  là  on  lire,    v  «>l  ■];  étaiil  <lii  riirmc  rlc^rc-, 

V,  =  ^\>,  +  >o  y;  +  /,  A  +  h  f« , 

etc.  ,  etc. 

Si  le  degré  d(^  v  doit  s'abaisser  de  s  xiiiilés,  ou  devra  avoir 
les  identités  : 

O  =  4*0  +  ^'o  /o  , 
0  =  -ji|  H-  Au/  -H  A,    /„, 
O  =  r}/o  4-  >o  /,  +  ).,   /  +  ).,  Jo  , 
•  •      •  > 

O  =  i--i  +).o/.-,  4-^.X--2  +•••  \-_,/;- 

La  première  équation  montre  que  i^o  <^^oit  être  divisible 
par  /o,  et  le  quotient  fait  alors  connaître  — Iq-^  la  se- 
conde équation  montre  que  ^^,  +  ?,o  /[  doit  être  divisible 
par^o ,  et  le  quotient  donne  — )>i ,  et  ainsi  de  suite.  Si  une 
de  ces  divisibilités  manque,  le  problème  est  impossible; 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  les  quotients  foni 
connaître  les  e  fonctions  entières  ^05  ^i  ^  •  •  •  )  ^,_  ,  et  )i 
est  connu ,  car  Ton  a 

>.  —  A^  +  >.j    H-À^   +.   ..    A,_i+^,  4-A,  +  ,,..., 

où  Ton  peut  prendre  pour  ).  .,  }.,^, ,  etc. ,  des  fonctions 
entières  quelconques  de  degré  inférieur  aux  s  premières 
puissances  dans  1. 

G.  TnÉORJiME.  Si  l'on  a  deux  Jonc/ions  entières 
f  [x,  j)  et  j'9(x,  r)i  telles  que  le  flei^ré  de  celte 
dernière  fonction  puisse  être  dinii/nié  de  e  unités  au 
niojcn  de  réqualion  f  [oc ,  j)  =  0,  et  si,  de  plus ,  J',q. 
n'est  pas  divisible  par  j,  alors  le  degré  de  o  [x ,  y) 
pourra  être  diminué  aussi  de  z  unités  au  moyen  de  la 
même  équation  y  (jr ,  y)  =  o. 


(  '48  ) 

DéniOJislralion .   Faisons 

alors 

^(o]  =  r *■  To  '    -^  =  r '  ? ,  »    ?■.  =  r '  ?-2 .  etc.  ; 
donc  les  e  identités  du  problème  précédent  deviennent 

o  =  y'' ':/,  -\-\  fi^, 

O  =   J*^,  +/o  /  +  >i  /o, 

G  =  j/'  cp,  +  >„  /  +  ).,  /  +  ),/„, 


Mais  y^o  n'étant  pas  divisible  par  y^,  il  faut,  d'après  le 
lemme  2  ,  que  ?.o  soit  divisible  par  j'*  ;  et,  par  le  même 
raisonnement,  on  déduit  de  la  seconde  identité,  que  ?ii 
doit  aussi  être  divisible  par  j^',  et  ainsi  de  suite  j  on  peut 
donc  poser 

\.=y>o'  "^=/f^i'  >^--.rV2'--  '^=-1  =^'*>£-.» 
oùp.^,  p.j ,  f/^ ,... ,  ;^._,  sont  des  fonctions  entières  de  X,)'; 
les  identités  donnent 

o  =  ^0  +  Po  /i  , 

o  =  ^1  4-  po  /i  -h  Pi  yà  , 

o  =  <p2  +  [Ao  ./!■  +  Pi  /!  +  P2  /i  j 


o  =  «p._,  +Po/,_i  +f*,  /;-o  +  -  ■  -.".--i  /(>; 


d'où 


^o  +  f.    +    ?■..+••    •■?£-! 

+  [\>-o  +  !^  +  Vr  -»-•••  Ps  -.)  (/o  +  /,   -H-  ••)■■=  "' 

par  conséquent,  dans  l'expression 

?  -^-  (P-o  +  f*i  -+■  V-î~^-  •  ■  P--i)' 
les  e  premières  puissances  les  plus  élevées  disparaissent. 

c.    Q.    V.    !»• 


{  My  ) 

7,  Ces  pi'éliminaij'Os  posés,  nous  pouvoiis  passeï'  au 
problème  à  résoudre  : 

ProblLme.  Trouver  la  nombre  de  laii^euLcs  doubles 
d'ujie  courbe  du  n""'"'  ordre. 

Solution.  Soit  J"  (.r,  y)  =  o  Téqualion  d'une  courbe 
donnée,  de  degré  n.  On  rend  cette  équation  homogène  en 
multipliant  les  termes  de  degré  inférieur  à  n  par  des 
puissances  d'une  variable  z;  représentons  la  fonctioa 
qu'on  obtient  ainsi  par  f  [x,  y,  z).  Si,  d'après  la  nota- 
tion du  §  I ,  on  écrit 

on  aura 

Soient  X,  y  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe, 
par  lequel  passe  une  tangente ,  dont  nous  désignons  les 
coordonnées  par  p  et  (j]  on  a 

Faisons 

on  donnant  à  h  toutes  les  valeurs  de  -f-  oo  à  —  c/d  ,  on 
obtient  toutes  les  coordonnées  de  la  tangente.  Pour  tous 
les  points  d'intersection  de  cette  tangente  avec  la  courbe, 
on  doit  avoir 

/  7  /*  7  /* 


posons 


d.i:  '       (If  '       dz  ~ 


et 

f[x  H-  bJi,  y  —  (tli ,  -)  =r  a. Il'  +  u ,  h'  .  ,  .  i(„/i'^ 


{  »^'^  ) 

car  les  deux  premiers  termes  disparaissent,  à  cause  des 
deux  équations 

/(•^,  J>z)=o,  7ïx:~  "7r~^'''' 

la  tangente  coupe  la  courbe  en  n  —  2  points  donnée  par 
l'équation 

(3)     G  =  y]-,/(-«  +  ffh  ,y  —  fi/i,z)z=u,-{-  II, h  +. . .-i-  ««/i"-'. 

Si  cette  équation  a  deux  racines  égales,  la  tangente  de- 
vient double,  c'est-à-dire  qu'elle  louche  la  courbe  en  deux 
points  différents.  Alors  on  doit  avoir,  comme  ci-dessus, 

A{ii,,  //j,  .  .  . ,  u„)  =  o. 

Cette  équation  détermine,  avec  celle-ci, 

le  nombre  des  tangentes  doubles. 

Dans  l'équation  (3),  remplaçons  h  par  //j  ,  et  se  rappe- 
lant que  l'on  a,  à  cause  de  l'homogénéité , 

./  fi  -\-  f/j  4-  sr  =  '(f=  o     et     hy  =  —  xa  —  zc, 
i)n  aura  successivement 

/  y''  Uj  -}-  j^''  u ,  Il  -\-  j '  «i  li^  -^  .  .  .  -\-  )  "  Un  h"~' 

^  ^  ^      \  ~l.J-{jcA--  zc/i ,   j  A  ,  s  A  -f-  za/>  ' 
A"    „  /  zc/i  zaJi 

ou 

A  =  1  —  (ih. 
Faisons 

(/>)  /  [x  —  rh  ,  y,    z  -[-  ah  )  —  r,  /r  -+-  tr  /r  -(-.,.  -f-  ,-"  /i"  ; 


(  ï5x  ) 

remplaçant  //  pai'  —5  ou  ohiiciit 
'■      '  'A 

donc,  à  cause  de  l'équation  (4) , 

^    ^    j  =  3' .',  A"- ■••  +  z'  <',  yV"--^  //  H-  z'  fi  A"-'  /r  +  . . .  +  s"  <■„  h"-'  ; 

mettant  à  la  place  de  A  sa  valeur  1  —  nh ,  et  développant 
le  membre  à  droite,  suivant  les  puissances  croissantes 
de  h ,  supposons  que  l'on  ait 

z'  (Î2  +  z'  p,,  /i  +  z'  f>,  /t'  +  .  .  .+  z'  p„  h"-' 


17/  I    ,- ,,     A/i— 2  _i_  _i      -«  ,,    /,||~-^ 

1    Z    (' .  i'\  — j—  .  .  .     -t-  ^    i'fi  ri  , 

alors 

o  (  J-2  «2  +  Jô  «J  ''^  +  j4  "4  /'■'  -4- .  •  .  4-  r"  //„  //"-- 

^'  '         j  ^  3'  p^  _^  3^  p,  /,  +  .  .  .  -H  z^  p„  h'>-^, 

et  de  là 

(9)  J"'  "2  =  -'  ?^  >     J''  ".i  =  ^'  p.i  '     j'  "«  =  "'  P"- 

Au  moyen  de  ces  équations  et  de  1  équation  de  la  courbe 
J==o^  on  peut  opérer  la  transfonnation  des  coeffi- 
cients j'  u,. 

Si,  dans  ridentilé(2)  employée  ci-dessus  (p.  144)5  o'^ 
remplace  ix'spectivement  a,,  /,  m,  Bo ,  B,„  par  //,+2 ,  j', 
n  —  2  .  2  ,  /i ,  on  obtient 

^  ( /'  «3 ,  r' «2 , . . . ,  j"  «„)  =  /("-'^  ("+-^  A  (h,  ,«,,...,«„)  j 

les  équations  {9)  donnent 

A  (  j'  «, ,  j'  «3, .  .  . ,  J"  w„)  =  A  (z^  p,,  z'  p:.,  ,  .  . ,  z^  p„)  ; 
donc 

y(n-,)  (,.+.)  ^  („.^  «3  ,  .  .  .  ,  «„)  =  A  (Z=  p,,  z'  P,  ,  .  .  .  ,  s'  P„). 

-    L 

Si,  dans  l'équation  (7),  on  remplace  h  par  — - — ,    et 


(  x-^^  ) 

qu'on  ait  égard  au  corollaire  du  ihéorème  4  (p.  i46),  cl 
puisque  ici 

y  rî'  —  •/  0  =  I  , 
ou  a  donc 

A(3-fi..,  z'^,,.  .  .,  z'Ê,.)  =  A(z=(',,  z=r',,.  .  .,s-o„), 
et 

^(«-3)  («+=)  ^  ^  „:^  „ ,  ^  _  .  ^  „^^  )  =  A  (  2'  (', ,  s^., , .  .  . ,  z'  .;„  ). 

Enfin,  comme  on  a  aussi  l'équation  identique 

A  (  z' V, ,  z'  <', , .  .  . ,  2-'  <■„ )  —  s*"-^'  ^"+-^  A  (.-,,.',,...,<-„  ^ 
donc 

(lo)  r'"-^)  ("+-^)  A(«,,  «,,  ?/„)  =  zC-'''  («+')  A(p,,  «'3,.  .  .,('„); 
on  a  eu  ci-dessus 


(•0 


— /(,r  ^-  bh^  y  ~  ah,  z]  =  a,  +  iv h-\- .  .  .  +  u,Ji''~\ 

Y^f{x  —  c// ,   r,  z  4-  «/i  )  =  «'_.  +  ('^  /i  +  .  .  .  4-  ('„  /i"~-. 

Or,  a^  h^  c  sont  des  fonctions  homogènes  en  x,  >  ,  z, 
chacune  de  degré  n  —  i;  donc  les  coefficients  ",+2,  v^j^i 
sont  des  fonctions  homogènes  de  même  degré;  donc  aussi 
les  deux  membres  de  l'équation  (10)  sont  des  fonctions 
homogènes  de  même  degré  en  a: ,  j^,  z  ,  car  elles  sont  for- 
mées de  la  même  manière  avec  les  fonctions  homogènes 

Si,  dans  l'équation  (10),  on  fait  z  =  i,  on  voit  que  la 
fonction  j'"-^'  '■"+^>  A  («2 ,  "3  7-  •  •  5  "«)  peut ,  au  moyeu  de 
l'équation  /  =  o ,  devenir  A  (r^ ,  p-j ,.  . . ,  i^„  ),  par  consé- 
quent s'abaisser  de  [n  —  ?>)  [n-\-  2)  unités;  donc,  en  vertu 
du  théorème  G  (p.  147)1  1'"^  fonction  A(//2,  //j,...,  //„) 
peut  aussi  se  changer  en  une  fonction  A'  abaissée  de 
(//  —  3)  (/i  4-  2)  unités. 

La  proposition  0  ne  subsiste  qu'autant  que  tous  les 
termes  les  plus  élevés  de  f„  ne  sont  pas  divisibles  par  y, 
c "est-à-diie  ({ue  le  terme  .1  "  ne  manque  pas.  C'est  ce  qu'on 


{ 1^;^  ) 

peut  toujours  oblenir  par  un  changeoient  d'axes  de  coor- 
données. Dans  la  seconde  des  équations  (i  i) ,  désignons  le 

degré  de  t^,^«  par  B,,  u^_  renferme  b~  -i-^'-,   ainsi,   Bq  est 

de  même  degré  que  ^'2  ou  ii^ ,  par  conséquent  de  degré 

2(«  —  i)-|-rt  —  iz=?>n  —  4; 
Bi  est  de  degré  3  («  —  i)  H-  /^  • —  3  =  4'^  —  6,  etc. ,  de 
sorte  que  les  quantités  Bo ,  Bj , . . . ,  B„_2  forment  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  n  —  2,  et 
B„_î  =  n  [n  — i).  Il  suit  donc  du  théorème  3  (p.  141)5 
en  y  faisant  m  =  71  —  2,  que  le  degré  de  A  (i^.  i^3  ■,'.••,  ^„) 

est 

(«  -  3)  (B„  4-  B„,)  =  («  -  3)  («'  H-  2  «  -  4)  ; 

donc  le  degré  de  A'  est 

(rt— 3)  (/2M-2«— 4)—  («  — 3)  (/2  +  2)  =  («—  2)  («-—9); 

ainsi ,  le  système  des  deux  équations 

f—O,        A(«j,M3,  .,.,«„)=  G, 

peut  être  remplacé  par  le  système  J'=  o,  A'=  o,  deux 

équations  dont  la  première  est  de  degré  n  et  la  seconde 

de  degré  [n  —  2)  (/i^  —  9)5  et  chacpie  système  de  valeurs 

de  X,  y  qui  satisfait  à  un  système  d'x'qualions,   satisfait 

aussi  à  l'autre. 

71  [n  —  2)  (/i^  —  9)  systèmes  de  valeurs  satisfont  aux 

équations 

/=o,      à'  =  o; 

il  n'y  a  donc  que  ce  nombre  de  valeurs  de  x ,y  qui  satis- 
fassent aux  équations 

/=o,      A  (m,,.  ..,«,)=  o, 

valeurs  qui  rendent  f=  o,  et  qui ,  substituées  dans  lé- 
quation 

donnent  à  celle  équation  deux  racines  égales;  mais  ces 


(  '^4  ) 

valeurs  de  x.j  soûl  ies  eoordounées  des  poinls  de  la 
courbe  où  la  tangente  touche  encore  la  courbe  en  un  autre 
point;  de  sorte  que  ces  valeurs  de  x.y  sont  les  coordon- 
nées des  points  de  contact  des  doubles  tangentes.  Ainsi  ces 
points  sont  donnés  par  l'intersection  de  la  courbe  du  de- 
gré 71  {f=  o)  avec  \me  autre  courbe  (A'=  o)  de  degré 
(n  —  2)  hr  —  y)  ;  ainsi  le  nombre  de  ces  points  de  con- 
tact est  en  général  n  [n  —  2  )  (  /i-  —  9 ) . 

Deux  de  ces  points  de  contact  appartiennent  toujours 
à  la  même  tangente  ;  donc  le  nombre  des  doubles  tan- 
gentes est  -  n  {n  —  2)  [ir  —  9).  c.  q.  v.  d. 

8.  Toute  celte  démonstration  est  fondée  sur  la  remar- 
quable équation  (10)  qui  a  été  déduite  de  l'équation  (4) , 

zch  znh 


—  il  —  (di)"f[  X -,  r,  3  + 


I  —  rt/t  "  I  —  a/t 

Si  Ton  pose 

K--  \  —  (tli,       B  =.-.  l  -i-  Ij/l  ,  C  t:^  i  -h  c/i , 

A'  ~  I  —(•/// ,      B'  =  1  +  b/i ,  C  =  1  +  t//  ;     . 

ensuite 

/{j:,X  -4-  c/i,z  —  l>h)  —  (j.  (//), 

f[x  —  cli,y  ,z  +  ah)  =:  ç,  [h), 
/[x-\-  b/i,y  —  rdi,z)-—^j{h)^ 

OU  obtient  de  la  même  manière  que  l'on  a  obtenu  l'équa- 
tion (4),  les  équations 


1 


l'équalion  (10)  a  été  dé'ilullc  de  la   picmièrr  é(jiiatioii  de 


la  première  ligne  hurizoatalo.  On  aurait  aussi  pu  la  déduire 
de  la  deuxième  équation  de  cette  même  ligne. 

On  déduit  deux  équations  analogues  à  l'équation  (lo) 
des  quatre  autres  équations.  Ces  résultats  sont  renfermés 
dans  le  théorème  suivant  : 

TnÉORÎ-ME.  llepréseîitons  par  A  (^o ,  a, ,  a, ,  .  .  .  ,a,„), 
une  fonction  entière  homogène  des  quantités  a^,  .  .  .  ,a,„, 
de  degré  ini — i,  telle  qu'en  l'égalant  ci  zéro,  elle 
donne  la  condition  pour  (pie  V é<piation 

«0  H-  =«1  /'  -+-  '^■Ji''  +  .  .  .  +  y-iJi-'"  '■=  o 
ait  deux  racines  égales  ;  soit  ensuite  f  [x,  y,  z)  une  fonC' 
tion   entière   homogène  dex^j^zde  degré  n;  enjin , 
posant 

9A'')  =  f{-'^-\-'-r  ^''J  —  T-^'  'M  =  «-•/''  +  //,//■•  +  ...+  //„//", 

ç.  (//)  =  f[x,Y-^~  h,z  —  î— //)  =  a'., //•-+- M-, /r'+...  4- («',//", 
\  dz  dy      I 

A{i(.,,u,,  .  .  .  ,«„)  =  A, 

A  («'•.,  Cj,  .  .  .  ,•'„)  =  'il, 

A(«',,«'3,.  .  .,(('„)  =  A,, 

où  A,  Aj ,  A2  sont  des  Jonctions  homogènes  dex.  y,  z 
de  degré  [n  —  3)  [n-  -h  2n  —  4) 5  ^lors  il  résulte  de  l'é- 
quation f=  o  les  proportions 

A  :  A,  :  A,  =  g("-=)  ("+-) :  r^""^'  ^'""^-'  :  x^"-^'  ("-^-^ 

Sur  le  Jiombre  de  points  (C inflexion . 
10.  Soit 

o  =/  (x  +  %  l,,y  —  ~h,z\  =  H,  //  +  H  7r'  -f-  .  .    +  «„  /i"-^  j 

si  l'ou  a  eneore  u^  =:  o,  les  eoordonnées  du  point  qui  sa- 
tisfont à  celte  équation  et  à  celle  de  la  couil)ey=^  o  sont 


(  ï56) 
les  coordonnées  cVuu  point  dinilexlon;  la  langenli;  de- 
vient osculatiice.  Si  dans  l'équalion  (6)  (p.  i5i)  on  fait 
/i  =  o  et  A  •=  I  5  on  obtient 

j'«,  =  z-('j; 

si  l'on  fait  ::  =  i,  la  fonction  y'u^-,  et  par  conséquent  la 
fonction  «2  se  réduit  de  deux  unités j  mais  u^  est  de  1  ordre 
3?i  —  45  elle  peut  donc  se  ramener,  à  l'aide  de  l'équation 
/  =  o,  à  une  fonction  lî^  de  l'ordre  ?>7i  — 65  par  consé- 
quent, le  nombre  de  points  d'inflexion  est  3»  [n  —  2), 
ainsi  que  M.  Pliicker  l'a  indiqué  (a>o//*  t.  IX,  p.  293, 
th.  25). 

il.  L'équation  (6)  monti'e  aussi  que  toutes  les  fonc- 
tions «3,  ;/i,  etc.,  peuvent  se  réduire  de  deux  unités  à  l'aide 
de  réquationy"=  05  car,  si  dans  Téquation  (6)  on  rem- 
place A  par  I  —  ah,  et  comparant  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  li ,  on  obtient 

jy •  «;.  =  z^ c-,      j^ «3  =  z' c.i  —  [n  —  2 )  3-rtp' ...  ; 

faisant  .z  =  i,  y'^u^  et  aussi  z/3  s'abaisse  de  deux  unités, 
et  ainsi  des  autres.  On  peut  aussi  obtenir  p*  en  ?/,  à  l'aide 
des  équations  (12). 

Sur  le  nombre  de  langentes  communes  à  deux  courbes. 

12.  Ce  nombre  s'obtient  facilement  par  la  théorie  des 
polaires  réciproques;  maison  peut  le  trouver  analytique- 
nient  par  la  théorie  précédente. 

Soient 

?(-i',J.3)  =  o,     /(or,  v,r.)  =  o, 

les  équations  de  deux  courbes  de  degrés  m  et  //,  ou  sim- 
plement cp  =  o,f=i  o,  X  et  -y  étant  les  coordonnées  d'un 
point  P  de  la  courbe/;  faisons  derechef 
(If  df       ,       (If 

les  valeurs  de  //  donnent  les  coordonnées  courantes  de  la 


(  ^-7  ) 
taiigtMile  cil   P;  les  valeurs  do  //  qui  corrospomlenl  aux 
points  où  la  tangente  en  P  coupe  la  courbe  ç,  sont  délcr- 
minées  par  l'équation 

(p(y;,7,3)  =  rf  (^--f-  h/i,r—  n/i,z)=o. 

La  condition  pour  que  cette  équation  acquière  deux  ra- 
cines égales  détermine  les  points  P  de  la  courbcy,  qui 
jouissent  de  la  propriété  que  les  tangentes  en  ces  points 
touchent  aussi  la  courbe  cp;  le  nombre  de  ces  points  est 
celui  des  tangentes  communes. 
Soit 

(f  [x  -\-  bh ,  y  —  (ih  ,z)  =  1/,  +  ii^b  -{-  iin/i-  -+-  '  .  .-h  l'm  /'"'  =  o  ; 

pour  que  celte  équation  ait  deux  racines  égales,  on  doit 
avoir 

où  A  désigne  une  foïiction  homogène  en  x,y^  z  de  degré 
•X  TU  —  25  on  a 

xn  -f-  y  h  -+-  zc  ^=z  o\ 

faisons  comme  ci-dessus , 

A  =:  1  —  nh, 
nous  obtiendrons 

/  cil  ah 

'^{x^  jbli ,  y  —  y  ah  ,  z  ;  =  A'"  ^  ( '^  —  ^  "X"  '      •>''     ^  ~  "  T 

posons 

ç)  (^  —  cil  ,x  ,z-\-ah)z=z  (\,  +  (',/(  -1-  cj  /i --+-••  -4-  'ffi  /'"', 
vl  opérant  comme  ci-dessus,  on  obtient 

«0  +  j)'«. /'  4- y' !(■  h'-^. . .  +  y" (V, h'" 

=:.'„A"'  +  2(',A"'-'AA  +  s^',A"'-^/r  +  .  .  .+  ;"'( '„,/<"■ 
=  po  +  fi,  /'  +  '^.  A^  +  p:, /i'  + .  •  .  +  fi»,  /'"'. 
On  a 

„,  =   P„  ,        .}7/ ,  =   [i ,  ,        y'  tl,  =  fi..    .    .   .   ,        y"  Un,  =  fi.  . 


(   1^,8  ) 
el  à  l'aide  du  théorème  4, 

\{%,    p,,...  ,    3„,)  =  a(.'.,,   3(-,,  3'.',,    ...  ,    z"-v,„) 

—  A  (  w„ ,  j«, ,  r^ //.,,...,  X'"  «„  )  ; 

et  le  théorème  3  donne 

■^(«o,r"ijJ'''"2  5  •  •    jJ'"""')^  j"""-''^(fio,u,,i/.,, . .  .,«„,), 
donc 

Cette  équation  montix'  qu'en  faisant  z  ==  i  ,  on  peut, 
à  l'aide  de  1  équation  J=  o  ,  ramener  la  fonction 
y  ('«-1  )  A  (//q  , . . . ,  ii,„  ) ,  et  par  conséquent  aussi  A  {//o , . . . ,  ?/„,) , 
à  une  autre  fonction  A'  dont  le  degré  est  diminué  de 
771  [m  —  i)  unités. 

Désignant  le  degré  de  p",  par  B,,  les  nombres  B^,  Bj , . . . ,  B,„ 
forment  une  progression  aiithmétique ,  et  l'on  a 
B„  =  ri/ , 
B,  =  ni  —  I  +  /?  —  I  =  /n  -I-  n  —  ?. , 
B,  =^  ///  —  2  +  2  (  «  —  '  )  ^^  "'  -h  2  //  4  » 

I>^=r  /;?  (rt  —  i)      (car  les  c  renferment  des  a ,/j ,c,  .  .  .). 

La  fonction  A  (l'o ,  l'i  ,  .  .  •  ,i',„)  monte  donc  au  degré 
[m  —  i)  (Bo+  B,„)  =  iiin  (///  —  i)  ;  ainsi  la  fonction  A' 
estdu degré  tiin  [m  —  i) — vt  [m  —  i)  =m  [in — i)  [n — t)-, 
ainsi  les  points  P  de  la  courbe  /,  qui  ont  la  propriété 
énoncée,  sont  donnés  par  rinlersection  d'une  courbe/^de 
degré  «  et  d'une  courbe  A'=  o  de  degré  m  [m  —  i)  [n  —  i)  : 
le  nombre  de  ces  points  est  donc  /?<//  [m  —  i)  [n  —  i)  ;  ré- 
sultat connu  parla  théorie  des  polaires  réciproques. 


Ce  Mémoire  ,  de  l'illustre  et  à  jamais  regrettable  ana- 
l3'stc,({ui  complèleenfin  la  ihcvu-iedes  polaires  récipro<jues 


(  '%  ) 

[voir  t.  ÏX,p.  21)5),  est  suivi  cl'ujic  f-ctirc  dr  son  savant 
('•lève,  le  professeur  Otto  Hcssc^  elle  est  datée  de  Kœnis- 
berg,  le  3o  décembre  1 849.  Nous  la  traduisons  in  extenso . 
«  Je  vous  suis  d'autant  plus  reconnaissant  de  ce  que 
vous  m'avez  communiqué  la  démonstration  relative  aux 
tangentes  doubles,  que  cela  m'a  engagé  à  faire  un  der- 
nier eflbrt  pour  trouver  l'équation  débarrassée  de  tous 
les  termes  snperllus  de  la  courbe  qui  passe  parles  points 
de   contact  des  doubles   tangentes  pour   une  courbe  du 
quatrième  ordre  :  je  savais  d'ailleurs  qu'une  telle  équation 
doit  exister,  car  je  puis  indiquer  sept  coniques  qui  passent 
par  ces  points  ('''),  non  pas  de  la  manière  que  ferait  pré- 
sumer le  tliéox^ème  inexact  de  Plûcker  sur  les  coniques 
passant  par  ces  points,  mais  d'une  toute  autre  manière, 
trop  longue  pour  être  donnée  ici.  Mon  essai  a  réussi,  et 
voici  le  résultat  :  soient  u  =  o  l'équation  de  la  courbe  du 
quatrième  ordre ^  A  le  déterminant  de  la  fonction  11  for- 
mée de   ses    coefficients  dilTérentiels  du    second    ordre 
'•'11,  "22 >  •  •  •  (**)•  Soient  ensuite  A,.^  A21  ^s:  ^m  ^22,  •  •  •  •> 
les  premiers  et  seconds  coefficients  dilïéi'cnticls  de  A.  81 
l'on  pose 


"11  =  "rj 

?/.,;,  —  u: 

:  3  > 

•'j.i 

— •  «,;i 

II,, 

—    «U 

«2j; 

<>r,  =  a,, 

lin  —  II] 

3  ' 

".. 

(   —   Ihi 

Uj: 

;   —   «22 

«.■,.  ; 

'•m  =  "11 

ih,  —  n] 

2  » 

M, 

;  =  If  1 

«,;, 

—    11..3 

«12, 

l'équation  cbercliée  du  i4'"  ordre  est 

(A;  (•,,-[-  A^  ('2,-|-A^('^(',,+  2A.A,(',,+2A3A,(v,4-  2  A,  A,  A,,) 
—  3  A,,  «'a  -h  A,, (-22 4-  Aj.cj,, -1-  2  As, ('23  +  2Aj,i\u4-  2  A, ,(',2)=  o. 

»  Veuillez  avoir  la  bonté  de  remettre  les  ÎNIémoires  ci- 
joints  à  M.  G.-R.  Crelle.  Agréez  les  vœux  les  plus  sincères 
pour  la  nouvelle  année,  de  votre  irès-dévoné  disciple,  m 

(*)  Points  qui  sont  au  nombre  de  cinquante-six. 
(  **  )  Voir  tome  \  ,  pn(fe  i->]. 


(  »«<>  ) 

(Jhscivation.  C'est  M.  Hcssc  qui  a  introtluil  la  théorie 
fies  homogènes  dans  la  science.  Voici  ce  que  INI.  Jacobi 
dit ,  à  l'occasion  de  cette  introduction ,  dans  le  Mé- 
moire ci-dessus  sur  les  doubles  tangentes  :  «  Les  formules 
»  de  la  Géométrie  analytique  ont  gagné  essentiellement 
))  en  simplicité  et  en  symétrie,  en  introduisant  la  fonc- 
»  tion  homogène  /  (x,  y^  z)  de  trois  variables  x,  j-,  z, 
»  au  lieu  de  la  fonction  non  homogène  /  (x,  y)  \  et  sans 
»  cette  introduction,  plusieurs  des  plus  importantes  re- 
»  cherches  ne  pourraient  se  faire  sans  de  très-pénibles 
»  longueurs.  Les  recherches  suivantes  montreront  de 
»  nouveau  l'utilité  de  cet  important  moyen  auxiliaire.  » 

Ce  puissant  auxiliaire  est  encore  ignoré  en  France, 
pays  de  l'Europe  où  l'enseignement  mathématique  est  le 
plus  arriéré,  et  où  des  prescriptions  niisologues  viennent 
repousser  encore  ce  maigre  enseignement  au-dessous  de 
celui  de  i65o  (*). 

M.  Poncelet  a  démontré  les  théorèmes  suivants  : 

i**.  Une  courbe  plane  A  de  degré  //,  «,  généralement 
parlant,  pour  polaire  réciproque ,  une  courbe  de  degré 
n[n  —  i)  ^ 

2°.  Si  la  courbe  K  a  a  points  doubles  et  (5  points  de 
rebroussenient ,  le  degré  de  la  courbe  B  est  diminué  de 
2  a  H-  3  |6  unités  ; 

3".  A  chaque  tangente  double  de  A  correspond  un 
point  double  dans  13;  à  chaque  point  d'injlexion  de  A 
correspond  un  point  de  rebroussenient  dans  R. 

Faisons 


la  polaire  réciproque  de  B  ,  d'après  le  théorème  i ,  doM  .lit 


(  *  )   Au  XYll*"  sit'clo  ,  la  j;p(>in<''lrip   scsiniiMilaiii'  p(:ii(  iMisiMjTuro. 


(  ^<^^  ) 


ôlre  du  degré 


toutefois,  cette  polaire  réciproque  n'est  que  du  degré  n:, 
elle  s'abaisse  ainsi  de  Ji''  —  a/i'^  unités  :  cela  ne  peut  pro- 
venir que  des  points  doubles  et  de  rebroussement  de  la 
courbe  B,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (théorème  3) ,  des 
tangentes  doubles  et  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  A. 
Si  a  représente  le  nombre  des  tangentes  doubles,  et/3 
le  nombre  des  points  d  inflexion  ,  on  devra  avoir 

2  a  +  3  p  ==  /z*  —  2  rt'  ; 

or,  M.  Plùcker  a  démontré  que  l'on  a 

p  =  3«  («  —  2). 

Il  a  conjecturé  que 

[voir  tome  IX ,  page  295)5  et  il  a  même  démontré  l'exac- 
titude de  la  valeur  de  oc  pour  /z  =  4  5  dès  lors 

2a  +  3p  =  «^  —  2«\ 

IM.  Jacobi  a,  le  premier,  démontré  la  généralité  de  la 
valeur  de  oc.  Ainsi,  le  paradoxe  que  présentait  la  théorie 
des  polaires  réciproques  est  complètement  expliqué. 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  242 

(  voir  t.  X,  p.  3S8)  ; 

Par  m.    h.    FAURE. 


Soit  jT„^2  =  2T„^i  H- T„  l'équation  caractéristique 
d'une  série  récurrente  :  les  doux  premiers  termes  étant  i 
et  3,  aucun  terme  n'est  un  carré.  (Ecler.  ) 

Ann.  il'  Mathcmat.,  t.    XII.   (Mni    i8.V{.)  II 


(  '6^-  ) 
Si  l'on  développe  la  quantité  i  -f-  sji  élevée  aux  dif- 
férentes puissances,   la  partie  commensurable   a   pour 
valeur 

(i)        I,     3,     7,     17,     41,     99,     239,     577,..., 

tandis  que  les  coefficients  de  y  2  sont  respectivement 
(2)      I,     2,     5,     12,     29,     70,     169,     408, 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  deux  suites  de  nombres 
forment  deux  séries  récurrentes,  qui  ont  pour  échelle  de 
relation  les  nombres  2  et  i.  La  première  est  la  série  dont 
il  est  question  dans  l'énoncé^  la  seconde  jouit  aussi  de 
propriétés  remarquables,  que  Ion  signalera  plus  tard. 

Soient  xetj  deux  termes  correspondants  des  séries  (i) 
et  ( 2 ) ,  et  posons  ,  par  exemple , 

(l   -+-   v/2)"=^+  J  v/2. 

Nous  aurons  aussi 

(l  —  v/2)"  =  .r—  X  sl-x  ; 

d'où,  en  multipliant  et  supposant  n  pair, 

i  =  x^  —  2  j'. 
Si  X  pouvait  être  un  carré  2;' ,  on  aurait 

3>  —  I  =  2  j'  ; 

mais,    d'après   un  théorème  dû  à  M.  Liouville   (t.    V, 
p.  73),  la  diiTérence  de  deux  bicarrés  ne  peut  être  le 
double  d'un  carré  5  donc  déjà  les  termes  de  rang  pair  de 
la  série  ne  peuvent  être  des  carrés. 
Si  Ji  est  impair,  on  a 

—  I  =  x^  —  2  j', 
équation  ([ue  l'oji  peut  écrire  ainsi , 


.'■■=(^)'-r-^)' 


(  '63  ) 
(■t  comnu!  X  est  impair,  et sont  deux  nom- 

2  2 

brcs  culiers  consécutifs;  d'ailleurs,  la  somme  de  ces  deux 
nombi'es  est  x  :  la  question  est  donc  ramenée  à  voir  si,  la 
somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  consécutifs 
étant  un  carré,  la  somme  de  ces  deux  nombres  peut  en 
être  aussi  un  ;  autrement  dit,  les  équations 

a-  -i-  {a  -\-  l'j-  =  t-, 

2  rt  +   I   =  «', 

sont-elles  compatibles?  Il  est  facile  de  s'assurer  qu'elles 
ne  le  sont  pas,  car  si  du  cariée  de  la  seconde  on  retranche 
le  double  de  la  première,  on  trouve 

II'  —  2/^^  =   1  , 

équation  impossible.  Donc  aucun  terme  de  la  série  (i) 
n'est  un  carré. 

Remarque  I.  Si  l'on  forme  le  terme  général  delà  sé- 
rie (  i  ),  on  trouve  facilemen  l ,  pour  la  valeur  du  terme  T„ , 

"  2 

Or.  si  l'on  développe  cette  expression  au  moyen  de  la  for- 
mule du  binôme  ,  les  termes  irrationnels  se  détruiront , 
tandis  que  les  autres  s'ajouteront;  on  aura  donc,  après 
avoir  divisé  par  2, 

1.2  1.2.3.4 

On  peut  donc  dire  que,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on 
donnera  à  n  ,  jamais  cette  expression  ne  pourra  devenir  un 
carré. 

Remarque  II.  La  démonstration  précédente  prouve 
qu'en  considérant  les  termes  de  rang  pair  de  la  série  (i), 
le  carré  de  chacun  d'eux,  diminué  de  i,  est  le  double  du 
carré  du  terme  correspondant  de  la  série  (2),  et  qu'au 

1 1 . 


(  ï64  ) 

contraire,  si  au  carré  d'un  terme  de  rang  impair  ou 
ajoute  l'unité,  ou  forme  le  double  du  carré  du  terme  cor- 
respondant de  la  série  (2). 

D'après  une  autre  décomposition ,  si  l'on  ne  considère 
que  les  termes  de  rang  impair  de  la  série  (2),  le  carré  de 
chacun  d'eux  est  la  somme  de  deux  carrés  consécutifs; 
ainsi  : 

5^--t=3'   +4% 

29  =:  20   +  21  , 

169  =119  +  120  , 

985  =:  696  +  697  , 
> 

de  plus ,  la  somme  des  racines  des  quantités  placées  dans 
le  second  membre  doit  former  le  terme  de  rang  impair 
correspondant  dans  la  série  (1)5  ainsi  : 

1+0      =1, 

3  +  4    =7. 
20  -t-  21   =4'» 

log  -h  I20  =  289, 
696  +  697  =  2393 , 


Considérons,  d  un  autre  côté,  cinq  termes  consécutifs  a, 

Z>,  c,  û?,  e  de  la  série  (2)  5  on  a  : 

6'  =  2  f/  +  c , 
cl=  2c  -+-  b , 
c  =  ib  -i-  a. 

Éliminant  b  cl  d,  on  trouve 

e  =  6c  —  a  ; 

telle  est  donc  la  relation  (jui  existera  entre  trois  termes 


(  ^^y^  ) 

consécutifs  de  la  série  obtenue,  en  ne  considérant  que  les 
termes  de  rang  impair  dans  la  série  {2).  On  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  :  Si  T,,^^  =  6T„+i  —  T„  est  l' équa- 
tion caractéristique  d'une  série  récurrente  dont  les  deux 
premiers  ternies  sont  i  et  5,  le  carré  de  chaque  terme  est 
la  somme  de  deux  carrés  entiers  consécutifs. 

Remarque  m.  Aucun  terme  de  la  série  (2)  ne  peut 
être  un  carré  :  théorème  analogue  à  celui  qui  était  pro- 
posé. 

Remarque  IV.   Le  terme  général  de  la  série  (2)  est 

,^,  _(i+s/2"-(n-v^f 

l„  — :_ , 

ou  bien,  en  développant, 

n{n  —  1  )  (' «  —  2 ) 


T'  =n  + 


1.2.3 


n{n~i){n~-2){n  —  Z){n  —  /^) 

■^  1.2.3.4.5  2-t-..., 

donc,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  n,  jamais  cette 
expression  ne  pourra  devenir  un  carré. 

Remarque  \'.  Considérons  dans  les  séries  (1)  et  (2) 
seulement  les  termes  de  rang  pair^  nous  aurons  les  nom- 
bres 

3,      17,     99,     577,..., 

2,     12,     70,     408, ...  ; 

chaque  terme  de  la  première  série,  augmenté  ou  diminué 
de  l'unité,  deviendra  un  carré. 

Car,  soient  toujours  x  Gl  j  deux  termes  correspondants 
de  nos  nouvelles  séries,  ils  auront  entre  eux  la  relation 

.v  —  2  r'  =  I  ; 
d  ailleurs 


(  ï«6  ) 

Klcvanl  au  carré, 

(i  —  v/2)'"  ^=  ■^''  -+-  2j^  —  ixy  y/2  ; 

«le  sorte  que  si  x  est  le  terme  de  rang  ji ,  .r'  H-  2y-,  que 
nous  désignerons  par  Ta,,,  sera  le  ternie  de  rang  2n-^  on 
aura  donc 

T,„— )  =  ^'4- 27-— I  =(2r)'. 

En  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  possibles,  on  voit  que  i 

si  l'on  diminue  d'une  unité  cliacjue  terme  de  rang  pair  i 
de  nos  nouvelles  séries,  on  forme  un  carré.  Pour  avoir 

les  termes  de  rang  impair  d'une  manière  analogue ,  il  faut  . 

considérer  x  et  7  comme  étant  des  termes  de  rang  impair  I 
des  séries  (i)  et  (2)j  on  a  alors 

r-  _  2  j'  Z3  —  I , 
par  suite 

T,„  -+-  I  =  X-  -)-  27-  -I-  I  =  (2j)-. 

licnuuquc  ^  I.   Puisque  a,'  —  ij'^  ==  ±  i ,  on  a 

x"^  ,      I 

y  y 

et  comme  j  peut  surpasser  toute  valeur  assignable,  il 
s'ensuit  c|ue  la  limite  dos  fractions 

1        3       7        17 

I  2  5  12 

(jue  l'on  obtient  en  divisant  chaque  terme  de  la  série  (1) 
par  son  correspondant  de  la  série  (2),  cjuc  cette  limite, 
dis-je,  est  y  2,  résultat  connu  depuis  longtemps. 

Mais  ce  que  l'on  n'a  peut-être  pas  remarqué ,  c'est  qiu- 
l(;  rapport 

L  -+;_3  -+^7  -f^7  +4  '_+  •  ^• 

14-2  +  5  +  12+  19  + .  .  . 

^■f^l  (''i;al   à    :>.    Cela    se  \oil  aisénioiil .  cai   lii  série  (i)e.sl 


(   >(>7  ) 


donnée  par  la  liacliou 


I  ■ —  IX  —  x'^ 

tandis  que  la  série  (2)  est  donnée  par  la  fraction 


leur  rapport  est  1  -h  x  et  devient  2  pour  a:  =  i . 


SIR  LA  QUESTION  267 

(voir  t.  XI,  p.  402); 

Par  m.   lk  Professeur  BRIOSCHI. 


A,,  A2,  A,,  Ai,  A5,  M  sont  six  points   situés   sur    un 
ellipsoïde, 


f/i  =:  dist.  rectil.  de  A,  à  M, 
d.  =  id.  A2  à  M, 

etc. 


D,  ==  demi-diam.  parall.  à  d^ , 
D2  =  id.  à  d-, , 

etc. 


P,  =  volume  du   tétraèdre  AîAjA^As, 
(>2  =  id.  A,A3A4A,=,, 

etc. 

On  a  la  relation  analytique  y  ±~-v,.^=  o. 

Soient 

x^       r^       zr 

—  4-7-  +  -  =  I 

Téquation  de   l'ellipsoïde;  a,|3,y  les    coordonnées   du 
point  M;  x,,  7,,  z,.  celles  d'un   quelconque  des  points 


(  »^"8  ) 
A,,  A-2,.  .     .la  relation  connue 

d;         fi-  b'  c' 

nous  donne 

i^—  a.rr  pjr  yZr. 

et ,  en  posant  /'  =  i ,  2,  .  .  . ,  5  ,  on  aura  cinq  équations 

1  1  •  r   ^A'       a        S      7 

analogues ,  entre  les  quatre  inconnues  -=r^->  —•>  -jz-)  -, ' 

et  par  conséquent 


7'  ï>  -^sjrs, 


Or 


D 


I  ,  x-, ,  7, ,  ô, 
net.  \  >  =  «'i 


donc ,  en  développant  le  déterminant  supérieur, 

Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  on  a 

D,  =  1X....,     et     ^ztci;r,  =  o; 

<;elte  dernière  relation  a  lieu  aussi   lorsque  le  point  M 
n'est  pas  sur  la  sphère. 


1(^9  ) 


S0LITI0\  DE  LA  QUESTION  265; 

Par  m.  THIOLIER, 

Élève  à  l'Écolt!  des  Mines,  à    Sainl-Étieniic. 


r..  ,  1         .       -,       p        .         a     a         pa-\-inb 

^1  m  =  p-  —  r/,  la  suite  des  ti'actions  - ,  —  = , 

'  '  b^  h'        a  -hpb 

n"        pn'-\-mb'  '  /~  n  • 

^  =  —, —  5  . . .  ,  converge  vers  V'« ,  quelle  que  sojt 

la  fraction  initiale  -5  m^  p^q^a^  h  sont  des  nombres  en- 
tiers positifs  donnés.  (Prouhet.) 

Considérons  une  fraction  quelconque  de  cette  suite, 
celle  de  rang  [n  -\-  2)  par  exemple  j  nous  aiu'ons 


bn+^              CIn  +  pbn              ' 

Oi  on  a,  de  même, 

"■'-p              '' 

b„       ^        a„_,     _ 

P 

donc,  en  définitive,  on  aura 

««+1                       7 

^'>+'~^'       ..,           '/ 

ap  —  -^ 

2.p 

'/ 

a 

*  +  '' 

(   «7-) 
par  suite,  la  liinilc  <  luTchée  sera 

V 


=  P  — 


.,--!L 


Or,  si  nous  développons  v''«  en  fraction  continue ,  nous 
aurons 


y////  =  \lir  —  7  =  /; 
P  = 


p  -H  sIp"  —  q 

7 


2/y 


V 


2/;. 


On  voit  clonr  qu  à  la  limite  on  a 

.r  :r=  y  w  . 


NOTE  SLR  LES  THÉORÈMES  DE  GOPEL 

(voir  p.  13G-13S)  ; 

Par  m.  LEBESGUE. 


On  a  omis  de  dire  que  les  théorèmes  sur  les  nombres 
premiers  ne  sont  pas  nouveaux  ;  ils  sont  énoncés  dans  la 
Théorie  des  Nombres  [iwir  X.  I,  p,  3o5  et  3o6).  Chez 
Legendre,  ces  théorèmes  sont  une  conséquence  des  divi- 
seurs quadratiques  de  la  formule  t-  -\-  au^  et  de  la  loi  de 
rcci/>ror/fc .  tandis  que  Gcipel  rallaohe  ces  théorèmes  à  la 


(  >7'   ) 
rétluclion  de  la  raciiio  carrc'-i'  du  noinl)i  c  premier  en  iVae- 
tion  continue. 

On  a  d'ailleurs  l'identité 

j ■  —  2 z-  =  7.{r±z )■-'  —  ( 7 d:  ?. z )'. 
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Leonelli. 

Supplément  logarithmique  confenaiit  la  décomposition 
(les  grandeurs  numériques  quelconques  en  facteurs 
finis;  reconnue  très-propre  et  incomparablement  plus 
courte  que  toute  autre  méthode  pour  calculer  directe- 
ment les  logarithmes  et  leurs  ^valeurs  naturelles  à  l'aide 
des  logarithmes  de  ces  facteurs,  et  nntnie  de  trois 
Tables  de  logarithmes  facteurs  :  les  deux  premières 
pour  les  logarithmes  vulgaires  et  hyperboliques  à  vingt 
décimales ,  et  la  troisième  pour  les  logarithmes  vul- 
gaires à  quinze  décimales ,  dont  l'application  est  en- 
core plus  simple  et  plus  utile  ,•  et 

La  théorie  des  logarithmes  additiofinels  et  déductifs  oii 
de  certains  logarithmes  qui  donnent  directement  les 
logarithmes  des  sommes  et  des  différences  des  valeurs 
naturelles ,  dont  on  ne  connaît  que  les  logarithmes ^ 
par  Leokelli.  Prix  :  3  francs;  à  Bordeaux,  de  T impri- 
merie de  A.  Brossier,  marcliand  de  papier,  rue  de  la 
Liberté,  ii'^  lo;  an  xi  ;  in-8°,  de  6'o  pages. 

Cet  opuscule,  aussi  remarquable  qu'ignoré,  contient 
deux  parties.  La  première  partie  donne  un  moyen  de 
»  alcider  rapidement  les  logarithmes  des  nombres  et  les 
nombres    correspondant   aux   loyarilluucs  à  l'aide  dune 


(  »72  ) 
décomposition  des  nombres  en  facteurs,  décomposition 
très- ingénieuse  et  d'une  extrême  simplicité.  Soit  le  ])i- 
nôme  rtj  -+-  Tj  •,  on  a  l'identité 


rt,  +  r,  =  rt, 


Faisons  —  =  a^-i — -',  nous  aurons 


a. 


<7,  +  r,  =  rt,  (i  +  «2 


Posons  — -, — ^ r  =  «3  H :•.  nous  obtiendrons 

a,  (1  +  tfj)  «,+  (i  +  «.) 


a,-+-r,  =  /7,  (i  4-rtj)  (i  + 


''')L''^«.(i+«,j(n-«3)J' 


et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  N  un  nombre  entier  compris  entre  lo'' 

et  10^+';  le  logariilime  de  N,  abstraction  faite  de  la  carac- 

N 
téristique ,  est  le  même  que  le  logarithme  de  — -  :  on  prend 

N 
la  partie   entière  de  —   pour  «,   et  la  partie  décimale 

pour  i\  5  «1  n'a  qu'un  seul  chiffre,  elles  quantités  r  deve- 
nant de  plus  en  plus  petites  peuvent  enfin  être  négligées. 
On  divise  /'i  par  a^  en  ne  prenant  qu'un  seul  chilfre  si- 
gnificatif que  l'on  prend  pour  a^  et  le  reste  pour  Tj  ;  on 
divise  7*»  par  aj  (i-f-  «2)  en  ne  prenant  toujours  qu'un 
seul  chiffre  5  on  obtient  a^ ,  et  ainsi  de  suite  ^  de  sorte  que 
les  nombres   i  H-^i,   i  +  ««  7  1+^35   etc.,  sont  de  la 

forme  i  H 1  oii  t  est  un  des  nombres  de  la  suite  1,2, 

3  ,. . .  ,  9 ,  et  l'on  obtient 

N 


(  ^1-  ) 

Si  l'on  a  donc  un»;  Tal)l(!  des  logarillimcs  d(!S  nombres 

de  la  forme  i  -\ •,  on  aura  ainsi ,  par  une  simple  ad- 

lO  ^  ^ 

dition,  le  logarithme  N;  Lconelli  a  calculé  cette  Table 
pour  les  logarillimes  vulgaires  et  népériens  en  donnant 
à  m  toutes  les  valeurs,  depuis  o  jusqu'à  1 1 ,  et  à  L  les  va- 
leurs de  I  à  9,  chaque  logarithme  avec  vingt  décimales, 
en  tout  quatre-vingt-quinze  logarithmes  5  par  exemple, 
soitN  =  871. 
On  prend 

«,=  8,      r,  =  0,71,      «.  =  0,08,      /•,  =  0,07, 
«1  =  0,008,      7-,i  =  0,06912, ...  , 
et  l'on  trouve 

Q  8  8  I  I 

10-  10'  10^  IO« 


i-       —A       _J_      _  9 

10'  '        10"  "        lo'"'        ''        10"'        '"'"        10' 


_    9 


et 

8,17  =rt,  (x+«,)  (i+rts),.  ..  ,  (i  H- «,(,). 

Prenant,  dans  la  Table,  les  logarithmes  des  onze  quantités 
«1  (i  +  «1  ) ,  etc. ,  on  trouve,  pour  logarithme  vulgaire, 

Iog8,7i  r=  o ,94001 8i55oo74' • 

Leonelli  indique  aussi  un  procédé  pour  revenir  du  lo- 
garithme au  nombre.  On  voit  que  l'avantage  de  celle  mé- 
thode est  de  se  procurer  les  logarithmes  avec  tant  de  déci- 
males qu'on  veut.  On  peut  aussi  adopter  pour  <2, ,  «a ,  etc., 
deux  chiffres  significatifs  ,  mais  alors  il  faut  calculer 
d'avance  une  autre  Table,  et  ce  qu'il  nomme  la  troisième 
Table  à  deux  chiffres ,  mais  seulement  pour  les  logarithmes 
vulgaires. 

Ces  Tables,  si  utiles,  devraient  être  imprimées  avec 


(   ^74  ) 
celles  deCallel,  que  les  progrès  de  la  science  ont  rentlues 
si  insuflisantcs.  L'Allemagne  possède  des  Tables  riches, 
commodes  et  peu  coûteuses.   Telles  sont  les  Tables  de 
Véga  publiées  à  Leipzig  en  1849;  P'^i^  •  ^4  francs. 

La  seconde  partie  contient  une  Table  au  moyen  de  la- 
quelle, connaissant  log  met  log  «,  on  trouve  immédiate- 
ment log  [m -\-n)  sans  connaître  ni  m  ni  n.  C'est  cette 
Table  que  M.  Gauss  a  perfectionnée  et  mise  en  vogue,  et 
il  dit,  en  effet,  en  devoir  l'idée  à  Leonelli,  dont  elle  devra 
porter  le  nom  [voir  tome  X,  page  289).  Nous  en  avons 
donné  l'explication  au  même  endroit 5  l'argument  de  cette 


m 


Table  étant  les  logarithmes  de  i  H ou  de  i »    on 


^iD 


voit  que  la  seconde  partie  de  l'ouvrage  de  Leonelli  a  quel- 
que rapport  avec  la  première.  C'est  le  même  genre 
d'idées  (*). 

Leonelli  ayant  présenté  son  ouvrage  à  1  Institut,  De- 
lambre  en  fit  le  Rapport  dans  la  séance  du  1"  floréal 
an  X,  Rapport  qui  est  joint  à  l'ouvrage  (page  49)  '-,  parlant 
du  procédé  de  la  première  partie ,  Delambre  dit  :  «  L'idée 
»  sur  laquelle  se  fonde  tout  ce  procédé  est  si  simple 
»  et  si  naturelle,  qu'on  a  lieu  de  s'étonner  également, 
»  ou  que  personne  ne  l'ait  eue  avant  M.  Leonelli,  ou, 
»  si  elle  n'est  pas  nouvelle,  que  tous  les  éditeurs  de 
»  Tables  logarithmiques  n'aient  pas  consacré  deux  pages 
«  à  l'exposition  d'iuie  méthode  qui  paraît  un  supplément 
))  indispensahle^  surtout  aux  Tables  qui  n'ont  que  six  ou 
))  sept  décimales.  Pour  nous,  nous  n'en  avions  aucune 
»   idée  et  nous  la  regardions  comme  absolument  nouvelle , 


(*)  Une  traduction  allemande  de  l'ouvrage  de  Leonelli  a  paru  l\ 
Dresde,  en  180G,  Leonelli  logarithnùsche  Siipplemente ;  c'est  probahlcincnl 
rette  traduclion  que  M.  Gauss  aura  lue.  L'original  est  cxccssivoincnl  rare, 
je  110  le  trouve  ril*'-  que  dans  In  Fintirr  littrr/ilrr  do  M.  Querard. 


(   >7^>  ) 
»  quand  le  citoyen  Lagrangc  s'est  souveiiude  l'avoir  mm- 
»  dans  une  préface  de  Vlacq,  qui  devait  l'avoir  tirée  de 
»   Briggs.  » 

On  sait,  en  effet ,  que  Jean Neper,  baron  de  Merchislon , 
dans  son  Mirijici  logarithuionun  canonis  Descriplio 
(Edimbourg,  i6i4),  a  adopté  pour  base  du  système  un 
nombre  irrationnel  qu'on  a  depuis  désigné  par  la  lettre  e; 
cet  ouvrage ,  n'ayantpour  but  que  de  calculer  les  triangles 
spliériques,  ne  contient  que  les  lignes  trigonométriques  et 
leurs  logarithmes,  sans  dire  la  manière  de  les  calculer.  L'au- 
teur étant  mort  en  1617,  son  fds  Robert  publia,  à  Lyon  , 
en  1620,  un  autre  ouvrage  de  son  père,  intitulé  :  Loga- 
rithmorum  canonis  co7istructio.Da.us  un  appendice,  Neper 
ditqu'un  système  plus  commode  serait  celui  où  l'on  poserai  t 
log  1=0     et     log  10  =r  I  . 

C'est  ce  système  que  Henri  Briggs  a  adopté  avec  l'appro- 
bation de  Neper;  il  publia  mie  première  cliiliade  en  161 7, 
et  ensuite  dans  son  Arithmctica  îogarithniica  (Londres  , 
1624),  ouvrage  excessivement  rare,  ce  géomètre  a  cal- 
culé trente  chiliades  ,  de  i  à  20000  et  de  90000  à  100  000  , 
avec  quatorze  décimales 5  pour  remplir  la  lacune,  il  pro- 
pose deux  méthodes  :  la  première  est  celle  de  Vinterpohi- 
tion,  et  la  seconde  ,  qu'il  donne  dans  son  chapitie  XI\  , 
est  précisément  celle  que  Leonelli  a  retrouvée  avec  deux 
changements  5  i"  sa  Table  est  à  vingt  décimales  :  celle  de 
Briggs  n'en  a  que  quatorze;  2°  la  Table  de  Leonelli  n'en 
suppose  aucune  autre,  celle  de  Briggs  suppose  qu'on  ait 
déjà  une  Table  de  dix  mille  logariliimes  (*).  Adrien 
Vlacq,  mathématicien  et  libraire,  a  rempli  la  lacune  lais- 
sée par  Briggs  -,  ses  grandes  Tables ,  qui  parurent  à  Gouda 

(  *  )  Rrif;gs  est  mort  on  iG3<i. 


(  I7M 
(Hollande)  en  1628,  contiennent  des  logarithmes  vul- 
gaires de  I  à  looooo,  mais  seulement  avec  dix  décimales. 
Vlacq  copie  le  discours  préliminaire  de  13riggs  et  donne 
les  deux  méthodes^  depuis,  aucun  écrivain  n'a  parlé  du 
second  procédé,  et  il  était  complètement  oublié  lorsque 
Leonelli,  comme  nous  avons  dit,  l'a  de  nouveau  inventé, 
et  il  a  été  dereclief  oublié  en  France,  car  Leonelli  na 
pas  mis  son  opuscule  en  vente.  Il  n'existe  pas  dans  les 
bibliothèques  publiques  de  Paris.  J'en  ai  parlé  par  ha- 
sard au  même  savant  qui  m'a  procuré  la  biographie 
de  Malfatti  (page  i36).  Étant  à  Corfou  en  1842,  me 
dit-il,  jy  ai  rencontré  Leonelli  qui  m'a  donné  son  ou- 
i^i'age  et  d'autres  brochures.  Une  demi-heure  après, 
j'avais  l'ouvrage. 

Dans  un  article  d'un  journal  publié  à  Corfou  [^Ibwn- 
Jonio,  28  avril  1841),  Leonelli  prend  le  titre  d'archi- 
tecte et  signe  Zccchini-Leonclli.  L'article  concerne  une 
extraction  rapide  des  racines  des  nombres. 

On  a  aussi  de  Leonelli  un  ouvrage  intitulé  :  Démons- 
tration des  phénomènes  électriques ,  ou  Théorie  de  l'élec- 
tricité prom'ée  par  l'expérience.  Strasbourg  5  de  l'impri- 
merie de  Les'rault;  181 3  ;  in-8°.  La  bibliothèque  de  cette 
ville  no  possède  aucun  ouvrage  de  Leonelli.  La  bibliothè- 
que de  Bordeaux  a  le  Supplément  logarillunique. 

On  lira  peut-être  avec  quelque  intérêt  ce  compte  rendu, 
aujourd'hui  que  les  professeurs,  sous  peine  d'être  mal 
notés,  sont  tenus  de  rendre  aux  logarithmes  un  culte  de 
dulie. 


^OTE  SlIR  LES  APl'UOXniATIO^S  NllMERIQlES 

Par  m.   E.   LIONNET, 

Professeur  an  lycée  I.oviis-lc-GrancI. 


PRINCIPES. 

I.  L'erreur  absolue  d'une  quantité ,  remplacée  par  une 
valeur  approcliée  par  excès  ou  par  défaut,  est  la  dinérouce 
entre  cette  quantité  et  sa  valeur  approchée.  Ainsi  l'erreur 
absolue  du  nombre  ySy ,  remplacé  par  960  ou  par  954  -, 
est  égale  à  3  unités. 

II.  L'erreur  relative  d'une  quantité,  remplacée  par  une 
valeur  approchée  par  excès  ou  par  défaut,  est  le  rapport 
de  l'erreur  absolue  de  cette  quantité  à  cette  niènae  quan- 
tité. Ainsi  l'erreur  relative  du  nombre  997  ,  remplacé  pai- 

3 
960  ou  par  9^4  ,  est  égale  à  -^r-- 

III.  L'erreur  relative  d'un  nombre  entier  ou  décimal 
sur  la  droite  duquel  on  supprime  un  ou  plusieurs  chiffres , 
qu'on  remplace  par  des  zéros  s'ils  sont  à  gauche  de  la 
virgule ,  est  moindre  que  l'unité  décimale  dont  l'ordre 
est  marqué  par  le  nombre  moins  un  des  chiures  conservés 
à  partir  du  prender  chiffre  significatif. 

Ainsi  l'erreur  relative  du  nombre  o,o3 14139,  qu'on 
remplace  par  o ,  o3 1 4  5  est  moindre  que  0,01.  Car  Terreur 
absolue  du  nombre  proposé  est  moindre  qu'un  dix-mil- 
lième, tandis  que  le  nombre  proposé  lui-même  excède 

(*)  Cette  théorie  des  approximations  répond  aux  n^*  i6  et  17  du  pro- 
gramme d'arithmétique  des  lycées  (sciences,  classe  de  troisième).  Elle 
suffît  aux  candidats  aux  Écoles  du  Gouvernement. 

Ann.  du  Maihcmat..  t.  Xll.  (Mai  i853.)  ï'-* 


(  »7«  ) 
;^oo  dix-millièmes ,  cl ,  .à  plus  forte  raison,  loo  dix-mil- 
lièmes-,  donc  l'erreur    relative  de   ce   nombre    (II)    est 
moindre  que  i  dix-millième  divisé  par  3oo  dix-millièmes 

ou  que  3 — •)  et,  à  plus  forte  raison,  moindre  que  o,oi. 

On  voit  de  même  que  l'erreur  relative  du  nombre  3 1 4 , 1 09, 
remplacé  par  3i4>  i?  est  moindre  que  0,001 ,  et  que  l'er- 
reur relative  du  nombre  3i4i59,  remplacé  par  3 1 0000, 
est  moindre  que  0,1. 

Corollaire.  Il  en  résulte  que ,  pour  obtenir  une  'valeur 
approchée  par  défaut  cVun  nombre  entier  ou  décimal 
avec  une  erreur  relative  moindre  quune  unité  décimale 
d'un  ordre  énoncé ,  il  su^t  de  conserver  sur  la  gauche 
de  ce  nombre,  à  partir  du  premier  chiffre  significatif  j  un 
nombre  de  chiffres  égal  au  nombre  plus  un  qui  marque 
V ordre  énoncé. 

Remarque  I.  Lorsque  le  premier  chiffre  significatif  à 
gauche  du  nombre  proposé  est  autre  que  i ,  l'erreur  relative 
de  ce  nombre  est  moindre  qu'une  dend-unité  décimale 
de  l'ordre  marque  par  le  nondjre  moins  un  des  chiffres 
conservés.  Ainsi  l'erreur  relative  du  nombre  o,o3i4'59, 

remplacé  par  o,o3 14,  étant  moindre  que  - — )  est,  à  plus 

forte  raison ,  moindre  qu'un  demi-centième.  Il  en  est  en- 
core de  même  lorsque  le  premier  chîlfre  significatif,  à 
gauche  du  nombre  proposé,  étant  i ,  le  premier  des  chifîres 
négligés,  exprime  moins  de  5  unités  ou  loisque  ce  chiffre 
est  un  5  non  suivi  d'autics  chiflros  significatifs.  Ainsi 
l'erreur  relative  du  nombre  \/\^\\i...,  remplacé  par 
i4,  i4  5  est  moindre  qu'un  demi-millième. 

Car  l'erreur  absolue  du  nombre' proposé  étant  moindre 
qu'un  demi-centième  et  ce  nombre  excédant  mille  cen- 
tièmes, son  erreur  relative  est  moindre  qu'un  dcmi-con- 
ilènu^  divisé  par  mille  centièmes  ou  qu'un  demi-milliènic 


(  '79  ) 

Donc,  dans  la  plupart  des  cas  (17  envi  ion  sur  18), 
pour  obtenir  une  valeur  approchée  d\in  nombre  entier 
ou  décimal  avec  une  erreur  relative  moindre  qu'une  demi- 
unité  décimale  d'un  ordre  énoncé,  il  sufjit  de  conserver, 
à  partir  du  premier  chiffre  significatif  ci  gauche ,  autant 
de  chiffres  plus  un  qu'il  est  marqué  par  l'ordre  de  l' unité 
décimale  énoncée. 

ReniarqueW.  Le  même  principe  (III)  el  ses  conséquences 
sont  applicables  à  un  nombre  entier  ou  décimal  sur  la 
droite  duquel  on  supprime  un  ou  plusieurs  chiffres  eu 
augmentant  d'une  unité  le  dernier  cliiffre  conservé.  Ainsi, 
pour  obtenir  une  valeur  du  nombre  i^,\^ii^  approchée 
par  excès  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,001,  on 
le  remplacera  par  i4,  i5  ;  et  pour  obtenir  une  valeur  du 
nombre  ay  ,  1828...,  approchée  par  excès  avec  une  erreur 
relative  moindre  qu'un  demi-millième  ,  on  le  remplacera 
par  27,19. 

IV.  L'erreur  absolue  d 'un  produit  g>cS  de  deux  fac- 
teurs j  dont  on  modifie  un  seul  facteur  9  ,  en  le  rempla- 
çant par  une  valeur  9  +  2  o;^  9  —  2 ,  approchée  par 
excès  ou  par  défaut,  est  égale  au  facteur  5  non  modifié, 
multiplié  par  l'erreur  absolue  1  de  Vautre  facteur  j  et 
l'erreur  relative  du  même  produit  est  égale  à  celle  du 
facteur  modifié. 

1°.  En  multipliant  le  nouveau  multiplicande  9  -{-  2  ou 
9  —  2  par  le  même  multiplicateur  5,ona9X5-l-2X5 
ou  9  X  5  —  2  X  5  5  donc ,  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  l'erreur 
absolue  du  produit  9  X  5  est  2  X  5  ou  5  X  2  {I). 

2°.  Pour  obtenir  Terreur  relative  du  produit  9  X  5  , 
on  divise  son  erreur  absolue  5X2  par  9X5  (II) ,  ce  qui 

donne  -  ou  l'erreur  relative  du  facteur  q  modifié. 

9^  ,  .  . 

V.  L'erreur  absolue  d'un  produit  gx  ^  de  deux  fac- 
teurs,    qu'on  remplace  par  des  valeurs  9  —  2  eZ  5  —  ?> 


(  ^«'^  ) 

approchées  par  défaut ,  est  moindre  que  la  somme  des 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chacun  des  facteurs 
par  l'erreur  absolue  de  V  autre  facteur  ^  et  Verreur  rela- 
tive du  même  produit  est  moindre  que  la  somme  des 
erreurs  relatives  des  deux  facteurs. 

1°.  En  supposant  d'abord  qu'on  modifie  le  seul  fac- 
teur 9  en  le  remplaçant  par  9  —  2 ,  ce  qui  revient  à  rem- 
placer 9X5  par  (9  —  2)  X  5 ,  l'erreur  absolue  du  pro- 
duit 9X5  sera  5X2  (IV);  ensuite,  si  l'on  remplace, 
dans  le  produit  (9  —  2)  X  5  ,  le  facteur  5  par  5  —  3 ,  on 
obtiendra  le  produit  (9  —  2)x(5  —  3)  en  commettant 
une  nouvelle  erreur  absolue  égale  à  (9 — 2)x3  (IV), 
et,  par  conséquent,  moindre  que  9X3-,  donc  l'erreur 
absolue  totale  du  produit  9X5  sera  moindre  que 
9X3-1-  5X2. 

a**.  L'erreur  absolue  du  produit  9  X  5  étant  moindre 
que  9  X  3  -f-  5  X  2 ,  son  erreur  relative  (II)  sera  moindre 
que 

9X  3  -1-5X2  _9X3       5x  2_3       2 
9X5  ~9X5~^  9X5~5~^  9' 

c'est-à-dire  moindre  que  la  somme  des  erreurs  relatives 
des  facteurs  5  et  9. 

Corollaire  I.  L'erreur  relative  d\in  produit  de  plu- 
sieurs facteurs ,  qu'on  remplace  par  des  valeurs  appro- 
chées par  défaut,  est  moindre  que  la  somme  des  erreurs 
relatives  de  tous  les  facteurs . 

Corollaire  II.  L'erreur  relative  de  la  puissance  d'un 
nombre,  qu'on  remplace  par  une  valeur  approchée  par 
défaut  j  est  moindre  que  l'erreur  relative  de  ce  nombre 
multipliée  par  le  degré  de  la  puissance. 

VI.  IJerreur  absolue  d'un  quotient  ^?   dans   lequel 

on  remplace  le  dividende  9  /><?/   une  valeur  94-2  ou 


(  ^«»  ) 

9  —  2  approchcc  j}ar  excès  ou  par  défaut ,  est  èga/e  à 
V erreur  absolue  du  dividende  divisée  par  le  diviseur;  et 
V erreur  relative  du  niême  quotieiil  est  égale  à  celle  du 
dividende. 

1°.   En  divisant  le  nouvcaix  dividende  9  +  2  ou  y  —  '?. 
par  le  mênac  diviseur  5,  on  a  le  nouveau  (juolienl 

92  92 

5  "^  5     ''"     5  ~  5  ' 

donc,  daus  l'un  et  dans  l'autre  cas,  l'erreur  absolue  du 

Q  2        ,  . 

quotient  ^  est  égale  à  p,  c'est-à-dire  à  l'erreur  absolue  du 

dividende  divisée  par  le  diviseur. 

2".   Pour  obtenir  l'erreur  relative  du  quotient  p,  on 

20,2 
divise  son  eri'eur  absolue  ■=  par  ~.  ce  nui  donne     ou  l'er- 

5  '^      5  '  9 

reur  relative  du  dividende. 

Ml.   L'erreur  absolue  d'un   quotient  ^?  dans  lequel 

on  remplace  le  diviseur  5  par  une  'valeur  5  -h  6  ou  'j  —  3 
approchée  par  excès  ou  par  défaut ,  est  égale  à  ce  quo- 
tient multiplié  par  le  rapport  de  l'erreur  absolue  3  du 
diviseur  à  sa  valeur  approchée  5  -f-  3  o//  5  —  l^^et  l'erreur 
relative  du  même  quotient  est  égale  à  l'erreur  absolue  fin 
diviseur  divisé  par  sa  valeur  approchée. 

i".   En   supposant  qu'on  remplace  le  diviseur  5  par 

5  -h  3 ,  Terreur  absolue  du  quotient  ^  sera 


5      5+3 

léduisantles  quotients  entre  parenthèses  au  même  divi- 
seur 5  X  (^1  -f-  3),  et  prenant  la  dilTéience  des  deux  quo- 
lienls  qui  en  résultent,  on  trouve  que  l'erreur  absolue  du 


(      '82     ) 

{|UOtient  est 

—  -^  —      ou     ^X 


5x(5  4-3)  5  ""5 +  3 

En  supposant  qu'on  remplace  5  par  5  — 3  ou  par  2,  on 
trouve,  de  la  même  manière,  que  l'erreur  absolue  du 
quotient 

9  9     ^        9X3 

2  2-h3  2X(2    4-3)' 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

9  3 

pX 


5  ""  5  -  3 

2".   L'erreur  absolue  du  quotient  ^  étant 

Q  3  q  3 

ou     ^  X 


5'5  +  3  5  ^^5  —  3" 

si   on  la  divise  par  ^5   on   aura,   pour  l'erreur  relative 
de  ce  quotient , 


3 


5  -f-  3  5  —  3 

Corollaire  I.  Selon  que  le  nombre  qui  remplace  le 
dwiseur  est  une  valeur  approchée  par  excès  ou  par 
défaut,  l'erreur  relative  du  quotient  est  plus  petite  ou 
plus  grande  que  celle  du  diwiseur. 

Corollaire  IL  Lorsque  le  diviseur  'j  ,^  étant  un  Tiombre 
décimal  dont  la  partie  entière  7  excède  m  fois  le  quo- 
tient,  on  remplace  ce  diviseur  par  sa  partie  entière, 

l'erreur  absolue  du  quotient  est  moindre  que 

Car,  en  supposant  que  9  soit  le  dividende,  l'orreiir 

absolue  du  quotient  -^  sera  (i") 

9        "  >8  ^^    9      ,  ' 

7,8        7  7,b      7 


I 
m 


(  ^^'>  ) 

mais,  pai-  liypolhèse,  y  excède  nt  fois  le  (juotieiil  -^: 

7  »" 
donc,  le  cinquième  du  quotient  est  un  nombre  moindre 

que  — •>   et  il  eu  est  de  même,  à   plus  forle  raison,  du 

produit 

7»«         7 

\'III.  L'erreur  relath'c  (Viin  quotient  ^i  dans  le- 
quel on  remplace  le  dii^ideiidc  par  une  valeur  p  —  2 
approcliée  par  défaut,  et  le  dii^iseur  par  une  valeur 
5  +  3  approchée  par  excès,  est  moindre  que  la  somme 
des  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur. 

Le  quotient  proposé  et  celui  qui  le  remplace  étant  égaux 
lespectivement  aux  produits 

9X^'      (9-2)X 


5'     '-^      ^''-5-\-Z' 

on  voit  que  chacun  des  facteurs  9  et  ^  du  premic^r  pjo- 

duit  a  été  remplacé  par  une  valeur  approcliée  par  délaut  ; 
donc  l'erreur  relative  de  ce  produit  ou  du  quotient  pro- 
posé est  moindre  que  la  somme  des  erreurs  relatives  de 
ses  deux  facteurs  (^)5  or  Terreur  relative  dn  facteur  9 

remplacé   par   9  —  2  est  -\    l'erreur    relali\c    du    fac- 

teur  -p  remplacé  par  ^ ~  est  moindre  que  ^   (  VII,   co- 

rollaire  I)  5  donc  l'erreur  relative  du  quotient  proposé  est 

moindre  que 

2        3 

9        5 

MULTIPLICATION  ABRÉGÉE. 

IX.   Pour  trouver,   ci  moins   d'une  unité  entière  ou 
décimale  d'un  ordre  énoncé,  le  produit  de  deux  nom- 


(  'N  ) 

bres  entiers  ou  décimaux ,  on  écrit ,  dans  un  ordre  in- 
s^erse,  les  chiffres  du  multiplicateur  sous  le  multiplicande, 
de  manière  que  le  chiffre  des  unités  simples  corresponde 
à  celai  du  multiplicande  qui  exprime  des  unités  cent  fois 
plus  petites  que  celles  de  l'ordre  énoncé;  on  multiplie 
le  multiplicande  successii^ement  par  chacun  des  chiures 
du  multiplicateur,  à  partir  de  la  droite  j  en  faisant  abs- 
traction des  chiffres  du  multiplicande  placés  à  la  droite 
de  celui  qui  sert  de  multiplicateur  :  on  écrit  chacun  de 
ces  produits  partiels  au-dessous  du  multiplicande ,  de 
manière  que  leurs  premiers  chiffres  à  droite  soient  dans 
la  même  colonne  'verticale;  enfin,  on  additionne  tous 
ces  produits ,  considérés  comme  exprimant  des  unités 
cent  fois  plus  petites  que  celles  de  V ordre  énoncé,  et 
Von  supprime  deux  chiffres  sur  la  droite  du  résultat, 
en  augmentant  d'une  unité  le  dernier  chiffre  conservé. 
En  appliquant  cette  lègle  au  produit 

3,i4'59?. . .  .  X  27,1828.  .  ., 

dont  on  demande  une  valeur  approchée  à  moins    d'un 
dixième,  on  trouve  85,4  pour  le 
3,141592....       produit  demandé. 
....8281,72  Démonstration.    La   partie   du 

62,83  o  multiplicande  écrite  à  la  droite  du 

21,987  premier  cliiflre  2  employé  comme 

3i  4  multiplicateur,      étant     moindre 

248  qu'un  dix-millième, en  omettantde 

"  la  multiplier  par  20,  on  a  diminué 

85,38  5  le   produit   proposé  d'un  nombre 

85,4  moindre  que  2  millièmes  ;  la  par- 

lie  du  multiplicande  écrite  à  droite 
du  deuxième  chillre  y  employé  comme  multiplicateur, 
étant  moindre  (prun  millième,  en  omettant  de  la  mulli- 


1  «85  ) 
plier  par  j,  on  a  dimiiiué  le  produit  dun  nombre  moin- 
dre que  7  millièmes,  llaisonnant  de  la  même  manière  ;i 
l'égard  des  eliillres  suivants  ejuployés  eomme  mullipli- 
caleurs,  on  voit  qu'on  a  successivement  diminué  le  pro- 
duit de  trois  nombres  formant  une  somme  moindre  que 
(i-|-8-t-2)  millièmes.  Enfin,  le  multiplicande  étant 
moindre  que  lo  ,  et  la  partie  du  multiplicateur  écrite  à  sa 
gauche  étant  moindre  que(8-|-i)  dix-millièmes,  en 
omettant  de  multiplier  le  multiplicande  par  celte  partie 
du  multiplicateur,  on  a  diminué  le  produit  d'un  nombre 
moindre  que  (8  -t- i)  millièmes;  donc,  en  définitive,  si 
l'on  remplaçait  le  produit  proposé  par  le  produit  85,385 
obtenu  précédemment ,  ou  aurait  diminué  le  premier  pro- 
duit d'un  nombre  moindre  que  (2-t-7-f-i-f-8H-2-|-8-hi) 
millièmes,  ou  ,  plus  généralement,  d'un  nombre  moindre 
que  loi  millièmes,  en  supposantque  2+7-1-1-^-8+2+8 
n'excède  pas  le  nombre  100.  De  plus,  si  après  avoir 
supprimé  les  deux  premiers  cliiffres  à  droite  du  nom- 
bre 85,385,  on  le  remplaçait  par  le  nombre  85,3,  on  di- 
minuerait encore  le  produit  proposé  de  85  millièmes, 
c'est-à-dire  d'un  nombre  qui  ne  peut  excéder  99  mil- 
lièmes; donc  ,  la  diminution  totale  du  produit  proposé  se- 
rait moindre  que  (101  +  99)  millièmes  ou  que  2  dixièmes; 
donc,  enfin,  si  l'on  ajoute  i  dixième  à  85,3,  le  résultat  85,4 
(it  le  produit  proposé  diiîéreront  entre  eux  d'une  quantité 
égale  à  la  dillérence  entre  1  dixième  et  un  nombre  moindre 
que  2  dixièmes,  c'est-à-dire  d'un  nombre  moindie  qu'un 
dixième. 

Remarque.  La  rèi^le  précédente,  connue  sous  le  nom 
de  règle  cVOnghtred,  suppose  le  cas  très-général  où  la 
somme  des  chiOVes  employés  au  multiplicateur,  aug- 
mentée du  premier  des  cluiFres  négligés,  n'excède  pas  100. 
Dans  le  cas  où  cette  somme  serait  comprise  entre  100 
et  looi,  on  verrait  facilement  qu  il  suHirail  de  modifier 


(  i86-  ) 

la  règle  d'Onghlred  ,  en  écrivant  le  chiflVe  des  unités 
simples  du  muliiplicateur  sous  celui  qui  exprime  des 
unités  raille  fois  plus  petites  que  celles  de  l'ordre  énoncé, 
puis  en  supprimant  trois  chiflres  au  lieu  de  deux,  sur 
la  droite  du  produit  obtenu.  Mais  si  celte  même  somme 
n'excédait  pas  lo,  il  suffirait  de  placer  le  cliilîVe  des  unités 
simples  du  multiplicateur  sous  celui  qui  exprimerait  des 
unités  dix  fois  moindres  que  celles  de  l'ordre  énoncé,  et 
alors  on  supprimerait  un  seul  chilfre  à  la  droite  du  produit 
obtenu.  Enfin,  il  est  utile  d'observer  qu'en  intervertis- 
sant l'ordre  des  deux  facteurs  proposés,  on  obtiendrait  la 
même  valeur  approchée,  d'où  il  résulte  qu'on  pourra 
substituera  la  limite  précédente  la  somme  des  chilVres  du 
multiplicande,  jusqu'à  celui  qui  suit  immédiatement  le 
premier  chiffre  à  droite  du  multiplicateur  renversé. 

DIVISION  ABRÉGÉE. 

X.  Pour  trouver,  à  moins  d'ime  unité  entière  ou  dé- 
cimale d'un  ordre  énoncé ^  le  quotient  de  la  division  de 
deux  nonû)res  entiers  ou  décimaux ^  on  commence  par 
déteiininer  l'ordre  des  plus  grandes  unités,  et,  par 
suite,  le  nombre  n  des  chiffres  du  quotient  demandé. 
Faisant  ensuite  abstraction  de  la  virgule  dans  les  nom- 
bres proposés ,  on  prend  sur  In  gauche  du  diviseur  le  plus 
petit  nombre  au  moins  égal  À  n;  ce  nombre,  à  la  droite 
duquel  on  prend  encore  n  chiffres  du  diviseur,  forme 
le  premier  diviseur  partiel  ;  pour  former  le  premier 
dividende  partiel,  on  prend  sur  la  gauche  du  divi- 
dende le  plus  /)etit  nombre  qui  contienne  le  diviseur; 
divisant  le  premier  dividende  par  le  premier  diviseur, 
on  obtient  le  premier  chiffre  à  gauche  du  quotient^  on 
prend  pour  second  dividende  partiel  lu  reste  de  la  divi- 
sion précédente ,  et,  pour  second  diviseur,  le  diviseur 
précédent  privé  de  son  dernier  chiffre;  et  ainsi  de  suite  jus- 
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(   '«7  ) 
qu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  n  chiffres  au  quotient;  alors  on 
fait  en  sorte  que  le  premier  chiffre  à  droite  exprime  des 
unités  de  l'ordre  énoncé. 

Soit  proposé  de  trouver  le  quotient  de  3,i4i5926535... 
par  0,69314718...,  à  moins  de  0,001.  On  reconnaît 
immédiatement  que,  le  quotient  étant  compris  entre  i 
et  10,  son  premier  cliiffre  signiflcatif  exprimera  dos  unités 
simples ,  et  comme  le  dernier  doit  exprimer  des  millièmes, 
le  quotient  aura  quatre  cliidres;  donc  on  prendra  69314 
pour  premier  diviseur,  3i4i59pour  premier  dividende, 
et  en  observant  la  règle  précédente,  on  trouvera  4>532 
pour  le  quotient  demandé  : 


3 1 4 1 59 

693*4 

3  I  4  I  5  g  2  6  5,3 

36908 

4532 

369082  6,5,3 

2248 

2248  2,6,5. . 

169 

I  6  9,2,6. . . 

3'i 

3  1,2  6.  .  . 

69,3,1,4,7. 


4532 


Démonstration.  En  multipliant  le  dividende  proposé 
par  1000,  on  ramène  la  question  à  la  recherche  du  quo- 
tient de  3141,59...  par  0,6931...  à  moins  d'une  unité; 
et  en  multipliant  le  nouveau  dividende  et  le  diviseur 
proposé  par  1 00000 ,  ce  qui  ne  change  pas  le  quotient,  on 
est  conduit  à  chercher,  à  inoins  d'une  unité,  le  quotient 

de  3i4i59265,3...  par  693 14,7 Or  ce  diviseur,  ayant 

cinq  chiffres  à  sa  partie  entière  et  6  pour  premier 
chiffre,  vaut  au  moins  60000,  tandis  que  le  cjuotient, 
n'ayant  que  quatre  chiffres  à  sa  partie  entière,  est  moindre 
que  loooo  5  donc  la  partie  entière  du  diviseur  excède  six 
fois  le  quotient,  et  en  prenant  69314  pour  premier  divi- 
seur, on  a  augmenté  le  quotient  d'une  quantité  moindre 

que  g  (Vil,  cor.  11).  La  première  division  partielle  donne 


(  >88  ) 
le  premier  cliilî're  4  <lcs  mille  du  quotient  et  un  reste 
36903265,3...  qu'il  faudrait  diviser  par  69314  pour  com- 
pléter ce  quotient  ;  mais  en  divisant  ces  deux  nombres  par  10 , 
on  ramène  l'opération  à  la  division  de  3690326,5... 
par  6931  ,4.  On  voit,  comme  précédemment,  que  la  partie 
entière  6931  dé  ce  diviseur  excède  six  fois  le  quotient^ 
donc,  en  prenant  6931  pour  second  diviseur,  on  a  aug- 
menté le  quotient  d'une  quantité  moindre  que  tt?  et  ainsi 

de  suite,  jusqu'à  ce  qu'ayant  obtenu  le  quotient  4532  et 
le  reste  3i  ,26,.. ,  on  ait  augmenté  le  quotient  d'une  quan- 
tité moindre  que  ^  i  c'est-à-dire  moindre   qu'une   unité. 

Mais,  en  négligeant  de  diviser  le  dernier  reste  3i  ,26... 
par  69,  on  a  diminué  le  quotient  d'une  quantité  moindre 
que  l'uni  té  5  donc,  en  définitive,  l'erreur  commise  sur  le 
quotient  est  moindre  que  l'unité  5  et,  en  divisant  le  nombre 
entier  4532  par  1000,  le  quotient  45  532  sera  une  valeur 
approcliée  du  quotient  proposé  à  moins  de  0,001. 

Kemarque  I.  La  règle  et  la  démonstration  précé- 
dentes n'exigent  aucune  modification  dans  le  cas  particu- 
lier où  un  dividende  partiel  contient  dix  fois  le  diviseur 
qui  lui  correspond.  Alors  on  prend  lo  pour  quotient  par- 
tiel en  augmentant  d'une  unité  le  chilïre  précédemment 
obtenu  au  quotient  et  écrivant  un  zéro  à  sa  droite^  et  si 
l'on  continue  d'observer  la  règle  de  la  division  abrégée, 
on  reconnaît  immédiatement  que  tous  les  cliiifres  sui- 
vants du  quotient  seront  des  zéros.  De  plus ,  on  est  certain 
que  le  quotient  ainsi  obtenu  est  approclié  par  excès;  car 
b;  nombre  formé  par  les  cbiffres  déjà  écrits  au  quotient, 
avant  que  ce  cas  particulier  se  soit  présenté,  ne  peut  être 
trop  petit,  puisqu'on  a  constamment  employé  des  diviseurs 
trop  petits. 


\ 
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llentarquc  \\.  \.\'YYo\w  (..tiuiiisi'  parexcrs  sur  li-  (|iioli<>nl,  on  roniplii«;iiit 

Icdiviseur  «9:5 1/1,7...  parsa  partie  eiilièrc,  est  égale  (VlPyà  l^.')32,...X^^^^• 
()93l,', 
Or  le  quotient  [\'i?,?.,. . .  est  moindre  que  (  /|  +  i)  X  lOûo,  et  la  partie  dé- 
cimale 0,7.  .  .  ilu  diviseur  est  nioiiHlro  que ;  do  plus,  la  partie  en- 

10 

tière  du  diviseur  est  au  moins  égale  à  G9000  ;  donc  l'erreur  absolue  du 
quotient  est  moindre  que 

(4h-i)x  looox^^      —(7  +  ')  (4+0 


C9000  G9 

l'erreur  commise  par  excès  sur  le  quotient,   en   remplaçant  le  diviseur 

693 1 , 4  par  sa  partie  entière ,  est  53j, . . .  x  ^rrr-  ',  et  on  a 

09  Ji 

,  —  (5  H- l)  X  4  X  100 

ro        ..    0,4       10^  5-1-14  4 

532,...  X  ~-  < ^ = -L  =  ou  <  -L. 

6931  6900  'o     69  G9 

On  voit  de  même  que  la  troisième  erreur  par  excès  commise  sur  le  quo- 
tient est  moindre  que 

3  -i-  I         I  I 

X  TT-  =  ou  <  -- , 

10  bç,  69 

et  que  la  quatrième  erreur  par  excès  est  moindre  que 

2  + 1         3  3 

X  -7-  =  ou  <  —  ; 

10  (19  69 

donc  la  somme  des  erreurs  par  excès  commises  sur  le  quotient  est 
moindre  que 

^[^3  +  ,+44--i-(7  +  ,)(4  +  o]. 

et,  pour  que  cette  somme  soit  moindre  que  l'unité,  il  suffira  que  le  der- 
nier diviseur  69  soit  au  moins  égal  à  la  somme  3 -f-  i -H  4  des  n  —  i 
chiffres  suivants,  augmentée  du  dixième  du  produit  (c-t- 1)  X  (c'-t- j); 
c  étant  le  n"^'""  chiffre  qui  suit  le  dernier  diviseur  69,  et  c' le  premier 
chiffre  du  quotient.  On  pourra  donc  modifier  la  règle  de  la  division  abré- 
gée en  formant  le  premier  diviseur  partiel  de  la  manière  suivante  :  Fai- 
sant abstraction  de  la  virgule  dans  le  nombre  proposé,  on  marque  sur  la 
gauche  du  nombre  qui  en  résulte  le  plus  petit  nombre  au  moins  égal  à  la 
somme  des  n — i  chiffres  suivants.^  augmentée  du  dixième  du  produit  (c  -h  i) 
(  c'  -1-  I  ) ,  c  étant  le  «'""^  chiffre  qui  suit  le  nombre  marqué  sur  la  gauche  du 
diviseur,  et  c'  le  premier  chiffre  du  quotient  ;  le  nombre  formé  par  les  chiffres 


(  19"  ) 

pris  sur  la  gauche  du  diviseur  et  les  n  —  i  chiffres  suivants  sera  le  premier 
diviseur  partiel.  Cette  deuxième  règle  de  division  abrégée,  qui  ne  diffère  de 
la  première  que  par  la  manière  de  former  le  premier  diviseur  partiel,  a 
sur  celle-ci  l'avantage  de  simplifier  quelquefois  les  divisions  partielles 
en  permettant  d'employer  un  ou  deux  chiffres  de  moins  dans  chaque  di- 
viseur partiel.  Ainsi,  par  exemple,  pour  obtenir,  à  moins  de  o,oi,  le  quo- 
tient de  la  division  du  nombre tt  =  3,  l'iiSg. . .  par  log  2  =  0,3010299..., 
il  suffira  de  prendre  3oio  (au  lieu  de  301029)  pour  premier  diviseur  (*). 
Enfin  la  seconde  règle  a  aussi  sur  la  première  l'avantage  de  faire  connaître 
{rem  .  111)  presque  toujours  le  sens  de  l'approximation,  et,  par  suite,  les 
chiffres  exacts  du  quotient  demandé.  Mais  l'énoncé  plus  simple  de  la  pre- 
mière règle  et  sa  démonstration  plus  élémentaire  la  mettant  plus  à  la  por- 
tée des  élèves  peu  exercés,  nous  avons  dû  la  préférer  à  la  seconde. 

Remarque  111.  La  somme  des  erreurs  par  excès  commises  sur  le  quotient 
est  {rem.  II  )  moindre  que 

(7-1- 0(4 +  0  +  4  (5  +  0  +  »  (3  H-  0  -i-A(lrt  ') 

ou  que 


690 

40  +  24  +  4  +  9  _  77 


{i90  690 

On  trouve  de  la  même  manière  que  cette  somme  d'erreurs  est  plus  grande 
que 

7X4-1-4x5+1x3  +  3x2  _  bj_ 
700  ""  700 

De  plus,  l'erreur  commise  par  défaut,  en  omettant  de  diviser  le  dernier 

,    ,  „         ,  .  ,     3i,2    ^  3i,3  ^     3i2      3i3 

reste  3 1,2...  par  60,  est  comprise  entre  -- —  et  ——-■,  ou  entre et 

G9  G9  690      90 

77         "^  '  ^ 
Or  on  a  -^  <  r; — ;  donc   '|.')32  est  une  valeur  approchée  par  défaut  à 

moins  d'une  unité ,  et,  par  suite,  2  est  le  chiffre  exact  des  unités  simples. 

Exercices. 

1.  Trouver  une  valeur  approchée  du  produit  w'S  Tt  à  moins  d'un  dix-mil- 
lième. 

Réponse  :  3')5.  On  en  conclut  que  — -  est  une  valeur  de  a  approchée  par 

excès  à  moins  d'un  millionième. 


(*)  La  méthode  de  M.  Guy  exigerait  l'emploi  des  huit  prcmiiMs  chillVos 
de  log  2  pour  la  première  division. 
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2.  Trouver  une  7<aliur  n/i/JiocJicc  du  /nnduit  H)  tt  X  lo  y-.>  tti'rc  une  er- 
reur relative  moindre  qu'un  millième. 

1°.  On  multiplie  'ii,t\t  par  \[\,^!\ ,  et  l'on  conserve  les  quatre  premiers 
chiffres  h  gauche  du  produit  fi\'\,t?i-].\ ,  en  augmentant  le  dernier  d'une 
unité,  ce  qui  donne  /|/|'|,a. 

'i°.  On  multiplie  !5 1  ,/|ir)()  par  i/(,i/|'.h  en  jjlaçant  le  multiplicateur  ren- 
versé sous  le  multiplicande  de  manière  que  leurs  chiffres  extrêmes  se  cor- 
respondent, et  l'on  trouve  ft'[f\,'i. 

3.  Trouver  l'inverse  du  nombre  tt  avec  se/H  chiffres  décimaux  exacts  et  en 
déduire  une  valeur  appvochéc ,  h  moins  d'un  mètre,  du  rayon  de  la  terre  sup- 
posée sphéritjue. 

i".  On  divise  l'unité  par  n  en  prenant  3i4i592G  pour  premier  diviseur 
partiel  (X,  rem.  II  et  III),  ce  qui  donne  o,3i83o9(S. 

■2°.  On  double  l'inverse  de  t:  ,  abstraction  faite  de  la  virgule,  et  l'on  aug- 
mente le  résultat  d'une  unité,  ce  qui  donne  G366197  mètres. 

■4l.  Trouver  une  valeur  approchée  du  quotient  de  la  division  du  nomhre  10  — 
par  0,f)93i/)7i8.  .  .  avec  une  erreur  relative  moindre  qu'un  millième. 

1°.  On  divise  3i,4i  par  0,6932  en  s'arrètant  au  quatrième  chiffi'e  du 
quotient  qu'on  augmente  de  0,01,  et  l'on  trouve  l[r>,^2. 

2".   On  cherche  les  quatre  premiers  chiflres  à  gauche  du  quotient 

10  TT  :  0,69314718. . . 

en  observant  la  règle  de  la  division  abrégée,  et  l'on  trouve  45,32. 

S.  Trouver,  à  moins  d'une  unité,  le  rapport  du  rayon  d'un  cercle  à  l'arc 
d'une  seconde. 

Réponse:  2oG2G5(IX). 

C.  Trouver,  à  moins  d'un  millième  de  seconde,  la  valeur  de  l'angle  au 
centre  correspondant  à  Tare  équivalent  au  rayon. 

Réponse  :  57°  17'  44",8oG  (X). 

7.  Quelle  est  la  plus  petite  unité,  entière  ou  décimale,  'a  moins  de  laquelle 
on  puisse  obtenir  le  produit  27,18-28.  ..  X  3i4,i59.  .  de  deux  nombres 
dont  les  chijfres  donnés  sont  exacts? 

Réponse:  Un  dixième  (V). 

8.  Quelle  est  la  plus  petite  unité,  entière  ou  décimale,  à  moins  de  laquelle 

on  puisse  obtenir  le  quotient  — ^ —      'de  deux  nombres  dont  les  chijfres  don~ 
'^  o,3oio. . . 

nés  sont  exacts  ? 

Réponse:  Un  millième  (X,  rem.  II). 
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NOTE  SllR  QlELQllES  PROPRIÉTÉS  DES  COIRBES  GAUCHES  ; 

Par  m.   Ossian  BONNET. 


M.  Bouquet  a  démontré ,  dans  le  tome  XI  du  Journal 
de  M.  Liouville  (p.  laS,  1816),  que  la  distance  de  deuv 
tangentes  consécutives  à  une  courbe  gauche  est  un  infi- 
niment petit  du  troisième  ordre  par  rapport  à  la  distance 
des  points  de  contact.  On  peut  reconnaître  l'exactitude 
de  ce  l'ésultat  d'une  manière  extrêmement  simple. 

Soient  une  couibe  gauche  C  j  MT,  M'T'  ses  tangentes 
aux  deux  points  infiniment  voisins  M  et  M';  00'  la  plus 
courte  distance  de  ces  deux  droites.  Projetons  sur  un  plan 
parallèle  à  00',  et  soient  c  la  projection  de  la  courbe, 
mt,  m' t' les  projections  des  deux  tangentes,  00'  la  pro- 
jection de  OO'.  Il  est  clair  que  nit,  m' t'  seront  perpendi- 
culaires à  00'^  par  suite  parallèles;  mais  ces  deux  lignes 
sont  les  tangentes  à  la  courbe  c,  aux  points  m  et  m',  pro- 
jections de  M  et  M' 5  donc,  entre  m  et  m',  la  courbe  c  pré- 
sente une  inflexion  en  un  certain  point  que  nous  appelle- 
rons 71.  Cela  posé,  rapportons  la  courbe  c  à  la  tangente 
au  point  n  comme  axe  des  x,  et  à  la  parallèle  à  00'  menée 
par  n  comme  axe  des  y.  L'équation  de  cette  courbe  sera 
de  la  forme 

et  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  à  cette  courbe  , 
dont  l'expression  générale  est 

cIy 
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sera,  pour  les  points  ui  et  ///,  de  l'ordre  du  cube  de  l'ab- 
scisse de  CCS  points,  et  par  conséquent  de  Tordre  du  cube 
de  l'arc  mm'  ou  de  l'arc  MM';  donc  la  diÛcrence  de  ces 
ordonnées  à  l'origine,  ou  oo',  qui  est  égale  à  00',  sera  aussi 
de  l'ordre  du  cube  de  MM',  comme  il  fallait  le  démon- 
trer. 

Je  me  suis  proposé,  pour  compléter  le  théorème  de 
M.  Bouquet,  de  déterminer  la  valeur  même  de  la  plus 
courte  distance  00'.  Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu, 
ainsi  que  quelques  autres  du  même  genre,  dont  la  connais- 
sance me  paraît  d'une  certaine  importance  dans  la  géomé- 
trie des  infiniment  petits. 

«  La  distance  00'  des  tangentes  à  la  courbe  C  aux  deux 
points  infiniment  voisins  M  et  M',  est  égale  au  douzième 
du  produit  de  l'élément  MM'  de  l'arc  de  la  courbe  par 
l'angle  de  contingence,  par  l'angle  de  torsion. 

»  L'angle  de  la  perpendiculaire  commune 00'  avec  l'axe 
du  plan  osculateur  au  point  M,  est  la  moitié  de  l'angle  de 
torsion. 

))  La  distance  du  point  M'  au  plan  osculateur  en  M  est 
le  sixième  du  produit  de  l'élément  de  l'arc  par  l'angle  de 
contingence,  par  l'angle  de  torsion  ,  c'est-à-dire  le  double 
de  la  distance  00'  des  deux  tangentes  en  M  et  M'. 

»  L'angle  de  la  tangente  en  M'  avec  le  plan  osculateur 
en  M  est  la  moitié  du  produit  de  l'angle  de  contingence 
par  l'angle  de  torsion. 

f)  L'angle  du  plan  mené  par  le  point  M'  et  îa  tangente 
en  M  avec  le  plan  osculateur  en  M,  est  le  tiers  de  l'angle 
de  torsion. 

«  L'angle  de  la  tangente  en  M  avec  l'intersection  des 
plans  osculateurs  en  M  et  M'  est  égal  à  la  moitié  de  l'angle 
de  contingence,  c'est-à-dire  à  l'angle  de  la  tangente  en  M 
avec  la  corde  MM'. 

»  La  distance  du  point  M  à  l'intersection  des  plans  oscu- 
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latcuis  eu  M  oi  M'  est  égale  au   sixième  "du  produit  de 
rélénieut  de  l'arc  par  l'angle  de  contingence.  » 

Etc. 

Tous  ces  ix^sultats  s'obtiennent  simplement  en  rappor- 
tant la  courbe  C  à  la  tangente  au  point  M  comme  axe 
des  x^  à  la  normale  principale  au  même  point  comme  axe 
des  y^  et  à  la  binormale  au  même  point  comme  axe  des  z. 
Pour  cela  on  remarque  qu'en  exprimant  les  coordon- 
nées X,  }',  z  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  eu  fonc- 
tion de  l'arc  5  compté  à  partir  du  point  M,  et  négligeant 
les  puissances  de  s  supérieures  à  la  troisième,  on  a  d'abord 
(  i)       X  =  .ï  -h  a  *-  4-  fis^,       y  z=  bs''  -{-  b'  s^,        z  =  «\ 

car 

dx  =  ds ,  df  =  dz  =  d''  z  z=  o  , 

pour  s  =  o. 

Puis,  à  cause  de 

dx-  H-  dy"  -f-  dz-  ==  ds^, 
c'est-à-dire 

(i  H-  lui  +  3(is')-  +  (2  bs  H-  3  b'  s^Y  -f-  9c' .V*  =  I, 

on  voit  que 

a  =  o,  6n  -\-  ^  b'  =  O. 

Enfin,  appelant  p  et  /les  rayons  de  première  et  de  se- 
conde courbure,  on  trouve  facilement 

—  _L  —  ^ 

°       2  ^  '  3  f 

Ceci  admis,  la  démonstration  des  propriétés  énoncées 
se  présente  d'elle-même. 

Note.  La  géométrie  infinitésimale  adonne  naissance  an  calcul  différen- 
tiel et  l'a  perfectionné.  Newton  dans  les  Principia,  et  Euler  dans  la  Me- 
thodus  im'c  ni  finit  liiicas  sont  des  chefs-d'œuvre  en  ce  genre.  Depuis  quel- 
ques ann.cs,  cette  branche  est  cultivée  avec  prédilection  par  des  esprits 
distingués  ,  en  France  et  au  dehors.  Le  moment  semble  venu  de  travailler 
à  un  Traité  méthodique  de  géométrie  infinitésimale  :  l'analyse  découvre, 
généralise,  abrège;  la  géométrie  éclaircit  et  abrège  aussi,  surtout  par 
l'emploi  légilinw  dc\a  hicrarclùc  infinitésimale.  Tm. 
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NOTICE  BIBLlOCiRAlMIIQlE  SIK  LE  CALCIL  DÉCIMAL. 


Simon   Stevin. 

L'origine  de  la  numération  décuple  parlée  (*)  se  perd 
dans  la  nuit  des  temps.  La  numération  décuple  écrite 
nous  a  été  transmise  par  les  Arabes  vers  le  xii*^  ou 
le  xiii"  siècle,  et  n'a  été  propagée  que  dans  le  xv"  ou  le 
xvi''  siècle.  La  numération  décimale  écrite  date  du 
xv!*^  siècle  et  a  été  inventée  par  Simon  Stcvin,  car  il  a  le 
premier  compris  et  fait  comprendre  l'utilité  d'une  nota- 
tion fondée  sur  cette  division.  Il  est  né  à  Bruges 
vers  i548,  et  est  mort  en  1620,  piobablement  à  la  Haye. 
On  trouve  cette  découverte  dans  l'ouvrage  suivant  : 

L  Les  OEm'res  niatliéniaiiques  de  Simon  Steuin^  aug- 
mentées par  Albert  Girard. 

Les  OEuures  mathématiques  de  Simon  Steuin ,  de 
Bruges,  où  sont  insérées  les  Mémoires  mathématiques 
esquelles  se  sont  exercé  le  très-haut  et  très-illustre  prince 
Maurice  de  Nassau,  prince  cV  Aurenge,  gouverneur  des 
provinces  des  P aïs-Bas  unis ,  général  par  mer  et  par 
terre,  etc.  ;  le  tout  reveu,  corrigé  et  augmenté  par  ^Iheri 
Girard Samielois  {**),  mathématicien.  ALeyde,  chez  Ro- 
naventure  et  Abraham  Elzevier,  impi^imeurs  ordinaires  de 
l'Université.  Anno  CI3I3CXXX1V,  in-fol.  de  iv  et  de 
882  pages,  de  I  à  204  et  de  i  à  678. 

La  dédicace  aux  Etats  Généraux  et  au  princed'Aurenge, 


(*)  De  même  qu'on  dit  système  binaire,  ternaire,  on  doit  dire  système 
décennaire,  qui  comprend  les  entiers  décuples  et  les  fractions  décimales. 
(**)DeSaint-Mihiel. 

i3. 
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frère  du  prince  Maurice,   est  signée  par  la  veuve  et  les 
onze  enfants  laissés  par  Albert  Oirard,  mort  Tannée  pré- 
cédente, i633  (*),  et  qui  a  traduit  du  flamandles  œuvres 
de  Stevin.  L'ouvrage  est  divisé  en  six  volumes  ou  parties. 

i''.  L'aritlimétiquecontient  la  computation  des  nombres 
vulgaires  et  aussi  l'algèbre  (1-112)5 

2°.  Les  six  livres  d'algèbre  deDiophante;  quatre  tra- 
duits par  Stevin  et  deux  par  Girard  (i  13-174)  ; 

3°.  La  practique  d'arithmétique,  contenant  les  Tables 
d'intérêts,  la  disnie,  etc.  (175-204)  :  c'est  la  fin  du  pre- 
mier volume. 

Viennent  ensuite  les  Mémoii'es  du  prince  Maurice  \  la 
pagination  recommence. 

IL  La  cosmograpliie ,  triangles,  géographie ,  astronomie 
(1-340). 

IIL  Géométrie  practique  (34 1-432). 

IV.  Statique  avec  un  appendice  sur  la  statique  de  la 
chalinothlipse,  statique  du  frein  du  cheval  (433-52o). 

V.  Optique  (521-572). 

VL   Fortification  (573-678). 

Revenons  à  la  practique  d'arithmétique  (page  175  ).  On 
y  ti^ouve  des  Tables  d'intérêt  composé,  et  ensuite,  à  la 
page  206 ,  la  disme  enseignant  facilement  expédier  par 
nombres  entiers  sans  rompus ,  tous  comptes  se  rencon- 
trants aux  affaires  des  hommes ,  premièrement  descripte 
enjlameng  et  maintenant  convertie  enfrançoù  par  Si- 
mon Steviti,  de  Bruges.  Il  dédie  cet  ouvrage  aux  astrolo- 
gues, arpenteurs,  mesureurs  de  tapisserie,  gavieurs  (**), 
stéréométriens  en  général ,  maistres  de  monnaye  et  tous 
marchands. 

Stevin  avait  déjà  publié  en  fiamand  la  Disme,  à  Lcyde 
eni585,  à  la  suite  de  sou  arithmétique. 

(*)  C'est  k  tort  que  Montucla  place  en  celte  année  la  mort  de  Stevin. 
(  **  )  Jauffeurs. 
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Il  s'excuse  iVojjrir  à  Leurs  Seigneuries  si  peu  de  chose. 
Cependant  il  croit  pouvoir  dire,  sans  être  accusé  de  Phi- 
lautie.  que  Vim^ention  est  très-utile.  L'auleur  d'uiH;  des 
plus  belles,  des  plus  utiles  inveutions  inscrites  dans  les 
annales  de  Tesprit  Ininiain,  s'énonce  avec  plus  de  niodestie 
(ju'on  n'eu  rencontre  quelquefois  aujourd'hui  chez  l'ijiven- 
teur  d'une  soupape. 

Définitions  et  opérations. 

Définition  I.  Disnie  est  une  espèce  d^ arithmétique  in- 
ventée par  la  disième  progression,  consistents  en  carac- 
tères des  chiffres  par  lesquels  se  décrit  quelque  nombre  cl 
par  laquelle  on  depesche  par  nombres  entiers,  tous 
comptes  se  rencontrants  aux  affaires  des  hommes. 

Définition  II.  Tout  nombre  entier  se  dit  comnience- 
nient.  Son  signe  est  [o]. 

Explication.  364  [o]  '^(^iit  dire  que  364  est  le  comnwn- 
cement  d'un  nombre. 

Définition  ïll.  Chaque  disième  partie  de  V unité  de 
commencement,  nous  la  nommons  prime,  et  son  signe 
est  tel  [i]  ;  et  chaque  disième  partie  de  l'unité  de  prime, 
nous  la  nommons  seconde,  son  signe  est  [2],  et  ainsi  des 
autres  de  chaque  disième  partie  de  l'unité  de  son  signa 
précédent,  toujours  en  l'ordre  un  davantage. 

Explication.  3  [1]  7  [2J  5  [3]  9  [4],  li'ois  primes  sept 
secondes  cinq  tierces  neuf  quartes . 

Opération.  Addition. 

27847 
37675 

875782 

94i3o4 

11  lait  de  même  les  trois  autres  opérationb. 
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La  disme  est  renfermée  en  trois  pages;  vient  ensuite 
un  appendice  ou  application  à  l'arpentage,  11  divise  la 
verge  eu  prime,  seconde,  tierce,  et  la  circonférence  en 
36o  commencements,  et  le  degré  en  prime,  seconde, 
tierce,  et  dit  qu'il  publiera  des  Tables  astronomiques 
ainsi  calculées.  Il  divise  de  même  la  livre  en  prime,  se- 
conde, etc. ,  et  termine  ainsi  :  «  Chaque  personne  peut 
exercer  pour  soj  même  la  disieme  partition  sans  qu  il  sera 
mestier  d'en  être  donné  par  le  magistrat  quelque  ordre 
général....  Pourtant  considératit  sa  grande  utilité,  ce 
seroit  chose  louable,  si  quelcuns ,  comme  ceux  qui  en  at- 
tendent la  plus  grande  commodité^  sollicitojent  de  la 
faire  mettre  en  effect-  à  scauoir  quen  joignant  les  vul- 
gaires partitions  quily  a  maintenant  des  mesures,  poids 
et  argent  {^demeurant  chaque  capitale ,  mesure,  poids  et 
argent,  en  tous  lieux  immuables^  ,  Von  ordonnoit  légi- 
timement par  les  supérieurs,  la  susdite  disième  partition , 
afin  que  chacun  le  pourroit  user. 

«  //  avanceroil  aussi  les  choses  siles  valeurs  d'argent, 
principalement  ce  qui  se  forge  de  noui^caUj  Jïissent  va- 
lues de  quelque  prime ,  seconde,  etcj  mais  si  tout  cecy  ne 
fust  pas  mis  en  œui^re  si  tost  conn)ie  nous  le  pourrions 
souhaiter,  il  nous  contentera  premièrement  qu  il  fera  du 
bien  à  nos  successeurs,  car  il  est  certain  que  si  les  hommes 
futurs  sont  de  telle  nature ,  comme  ont  été  les  précédens, 
qu'ils  ne  seront  pas  toujours  négligens  en  leur  si  grand 
avantage.  » 

Le  génie  de  Steviu  planait  sur  ses  contemporains;  deux 
siècles  se  sont  écoulés  avant  que  les  hommes  futurs  aient 
réalisé  le  vœu  de  l'illustre  Belge.  Le  bien  le  plus  évi- 
dent ne  s'improvise  pas,  ne  s'impose  pas  à  des  esprits 
non  préparés  par  le  grand  màrisseur  de  toutes  choses ,  par 
le  temps.  C'est  ce  que  nos  impatients,  fléaux  de  noire 
<'poquo,  n'ont  jamais  su,  jamais  voulu  comprendre. 
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Slcviu  considère  les  li  aclions  décimales  comme  des  nom- 
bres complexes,  pour  lesquels  aussi  nous  avons  des  signes, 
des  apices  servant  à  distinguer  les  livres,  sous  et  deniers; 
mais  les  signes  de  Stevin  sont  incommodes  et  ne  lient  pas 
ostensiblement  le  système  décimal  au  système  décuple. 
Il  a  laissé  la  gloire  d'établir  une  liaison  complète, 
indépendante  de  signes,  à  une  femme  française. 

Stevin  est  le  sujet  de  deux  Notices  instructives  publiées 
à  Bruxelles.  Nous  devons  la  première  aux  investigations 
érudites  de  M.  T  elix-\  ictor  Goethals,  bibliothécaire  de 
la  ville  de  Bruxelles.  C'est  une  biographie  et  une  appré- 
ciation complètes  des  ouvrages  de  Stevin  5  mais  il  m(^ 
semble  que  c'est  à  tort  qu'on  revendique  pour  Regiomon- 
tanus  l'invention  du  calcul  décimal.  Ce  célèbre  astronome 
a  proposé  seulement  d'appliquer  cette  division  décimale 
aux  calculs  des  sinus  5  c'est  ce  que  dit  Stevin  lui-même 
(  Géographie,  p.  io8).  Il  y  a  loin  de  là  à  l'application  gé- 
nérale, à  l'extension  du  système  décuple  de  gauche  à  droite 
vers  le  système  décimal,  c'est  là  l'idée  fondamentale  qui 
appartient  à  Stevin.  C'est  avec  peine  qu'on  lit  (page  5o) 
une  réflexion  désobligeante  pour  un  célèbre  géomètre 
français  ,  dont  on  ne  saurait  trop  louer  la  science,  la  sa- 
gacité et  l'impartialité  {*).  11  est  de  Chartres  et  non  de- 
Nantes . 

La  seconde  Notice  est  sortie  de  la  plume  savante  et  élé- 
gante du  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de  Bruxelles. 
Les  nombreuses  découvertes  de  Stevin  sont  présentées 
d'une  manière  précise ,  et  toutefois  très-claii^e  et  satis- 
faisante. 11  est  singulier  que  pour  un  homme  aussi  célè- 
bre,  on  ne  connaisse  ni  la  date  précise  de  sa  naissance, 
ni  le  lieu  de  sa  mort.  «  Il  a  passé  comme  ces  brillants 
»   météores  qui,  pendant  les  nuits,  sillonnent  la  voûte 

(  "*  )  stevin  csl  l'ilé  avec  éloge  six  h  sepl  Ibis  dans  VHisloiie  des  im- 
thodcs. 
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n  des  cieux,  et  ne  laissent,  pour  marque  de  leur  passage, 
»  qu'un  trait  lumineux  dont  l'œil  clierclierait  en  vain  à 
))  saisir  les  deux  extrémités-,  «  c'est  ainsi  que  termine  le 
savant  géomètre ,  directeur  de  l'observatoire  royal  de 
Bruxelles. 

MARIE    CROUS. 

abrégé  recherche  fie  Marie  Croiis ,  pour  tirer  la  so- 
lution de  toute  proposition  d'aritmétique ,  dépendantes 
des  reigles  y  contenues  :  avec  quelques  propositions  sur 
les  changes,  escontes,  interest,  compagnies ,  associa- 
tions, payements,  départements,  de  deniers,  meslanges, 
bureau  des  monnayes  et  thoisages ,  divisé  en  trois  par- 
ties. Ensemble  un  advis  sur  les  dixmes  ou  dixièmes,  du 
sieur  Stevin.  A  Paris,  chez  Jacques  Auvray,  M'*  libraire 
vis-à-vis  du  Cheval  de  Bronze ,  et  sur  le  Pont-Neuf  au 
Prince  d'Orenge.  MDCXLI,  In-8  de  i44  pages  (*). 

L'ouvrage  commence  par  une  Epî  tre  à  IM'"*^  de  Combalet  ; 
l'auteur  oflre  à  cette  dame,  outre  cet  Abrégé,  un  livre 
d'écriture  et  encore  un  pot  de  fleurs,  fait  à'nneseule  main. 
L'Epître  est  suivie  d'un  «  Advis  aux  filles  mes  compa- 
gnes ;  »  là  elle  dit  qu'elle  fait  ce  livre  «  pour  essayer  à  sou- 
lager celles  qui  s'exercent  en  cette  science ,  tant  pour  la 
nécessité  de  leurs  affaires  que  pour  le  contentement  deleur 
esprit,  d'un  embarras  de  plusieurs  lettres  inutiles,  »  et  an- 
nonce que  si  elle  peut  épargner  quelques  heures  de  ses  de- 
voirs ordinaires,  elle  publiera  un  livi'e  d'exemple  en  lettres 
françaises  et  italiennes.  Ainsi  Marie  Crous  était  à  la  fois 
maîtresse  d'écriture  et  de  calculs;  il  fallait  alors  enseigner 
à  la  fois  la  manière  de  faire  les  lettres  et  les  cliillVes  ,  deux 
exercices  peu  répandus.  Les  chiffres  étaient  d'invention  re- 
lativement récente,  et  peu  de  personnes  savaient  écrire.  La 
réunion  de  ces  deux  enseignements  subsiste  même  encore. 

(  *  )  J'ai  eu  à  ma  disposition  l'exemplaire  de  la  bibliothèque  Mazarine  . 

n"  3oo/|7. 
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La  i"^*  partie  (i  -  ^2)  de  l'ouvrage  est  l'emplie  de  dé- 
monstrations ainsi  nommées,  sans  raisonnements*,  on 
montre  seulement  comment  il  faut  faire  les  opérations  :  tout 
roule  sur  les  quatre  règles  ,  et  l'on  indique  la  manière  de 
faire  plusieurs  opérations  simultanément.  Le  premier 
exemple  est  900  moins  784  plus  280  5  c'est  ce  que  l'au- 
teur appelle  addition  de  soustraction ,  le  second  exemple 
est  9  fois  972  plus  683  \  c'est  vmc  addition  de  multi- 
plication; elle  efl'ectue  d'une  seule  opération  le  pro- 
duit 964.875. 

Cette  partie  est  terminée  par  ce  qu'elle  nomme  division 
de  dénomination  (p.  21).  L'exposé  de  cette  opération  est 
très-obscur  5  voici  en  quoi  cette  opération  consiste ,  écrite 
algébriquement.  Soient  «  le  dividende,  Z>  le  diviseur,  q  le 
quotient  par  excès.  On  a  l'identité 


I  I 

+  a 


ainsi  h  est  la  q""""  partie  de  a  plus  la  1  —  ]        partie  de  a  ; 

elle  choisit  pour  exemple 

rt  =  121  770  ,      /;  =r  i'y6  ; 
alors 

<y=692,     /•:=22,        —  =  3833o220  ; 

d'où 

•'^  =  6^-'"'"^-^- 383^  •'"•""• 

Elle  résout  ensuite  ce  problème  intéressant,  reproduit 
par  Lambert  et  M.  Binet  :  Soient  a  le  dividende,  b  le  di- 
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viseur,  f/  ]o  quoiieiil ,  /■  Je  lesle;  on  a 

a  =  brj  +  r,      ^  =  7  +  ^: 
faisons  successivement 

a=ior(/t  —  /•,  ,     a=ior,r/^  —  /-^ ,     r<=:iO/-^7j  —  ^,,    etc., 
on  obtient 

a  I    /      1  r, 


0  ôyior/,  iOqJ  6.107,  6.107, 


b.ioq,         b  .  10  q,  .  10  q^         6.IO7,   IO72 

«  «^  r      '  il  I  ^2 

T=7  +  7 1 +7 » 

t»  y|_iO(7,        1071.1072J        6.107,     1072 

et ,  en  général , 

««ri  I  I  1 

7  =  7+7 1 \ 1-..      ' 

t»  0^107,  10    (/|.     1072  10    (/,    .     10    7,.     10    (/;  J 

et  G  est  ce  qu'elle  nomme  aussi  division  de  dénomination. 

La  2'"*^  partie  (39-69)  contient  la  règle  de  trois  et  ses 
applications,  cscontes,  change,  meslanges,  réduction  de 
nionnoie,  etc. 

Pour  faire  la  règle  de  trois ,  elle  emploie  la  division  de 
dénomination.  Exemple  :  a  \  h  '.;  c  '.  x.  Elle  cherche 
comment  on  forme  h  do  «,  et  trouve,  par  division  de 
dénomination,  comme  ci-dessus, 

b  z=  ni  -  +  - 
m       n 


1  1 

x=  c  ( 1-  - 


(.'/est  la  méthode  de  Pcsialozzi,  Irès-expédilive  pour  les 
cakuls  de  lèle. 


(  ^«;^  ) 

A  la  page  4^^  •>  ^^^^  ^itt^  têt  ouv rage  :  Broyer,  Arilhme- 
liqiic  des  marchands^  cxliacliou  des  racines  carrées, 
p.  67. 

La  S'"*"  partie  coudent  diverses  applications  des  deux- 
parties;  à  la  page  91,  ou  donne  la  règle  de  trois  rchoiirce 
(inverse). 

A  ce  premier  ouvrage  est  joint  le  suivant,  le  plus  im- 
portant : 

Advis  de  Marie  Crous  aux  fdles  exersants  l'arithmé- 
tique sur  les  dixmes  ou  dixièmes  du  sieur  Stevin,  con- 
tenant plusieurs  adveriissements,  démonstrations  et  pro- 
positions, esquelles  est  déclaré  comment  elles  se  peuvent 
servir  de  la  partition  des  dixmes ,  sans  le  changement  des 
divisions  des  monnoyes,  poids  et  mesures  :  par  le  moyen 
de  cinq  tables  y  contenues.  Le  tout  renvoyé  à  mon  abrégé 
pour  y  estre  très  utile.  A  Paris,  MDCXXXVI.  In-8  de 
72  pages  et  cinq  tables. 

Nous  avons  vu  que  V Abrégé  auquel  on  renvoie  est 
de  1641 5  c'est  donc  une  seconde  édition  :  lepiivilége  qui  est 
à  la  fin  est  du  3i  décembre  1 63  5.  Il  paraît  qu'on  a  réim- 
primé V Abrégé  et  qu'on  n'a  pas  réimprimé  l'advis  sur  les 
dixmes.  Cet  advis  est  dédié  à  mademoiselle  Charlolte  de 
Caumont,  damoiselle  de  La  Force;  Marie  Crous  était  sa 
maîtresse  d'écriture.  ^  ient  ensuite  une  allocution  aux 
filles  mes  compagnes.  On  y  lit  cette  réflexion  remar- 
quable :  «  Mais  il  me  semble  que  suivant  cet  advis,  ce  serait 
aux  souverains  à  changer  la  division  de  leurs  monnoyes 3 
poids  et  mesures^  car  pour  Vanneur  elle  thoiseur,  avoir 
marqué  leurs  meswes  en  dixièmes  sur  un  costé  oit  les 
marques  du  souverain  ne  sont,  il  ne  leur  serait  pour- 
tant permis  d^  y  mesurer  pour  la  distribution  de  leurs 
marchandises.  » 

Marie  Crous  conserve  les  dénominations  de  Stevin  ,  et 
appelle  les  dixièmes,   centièmes,  etc.,  des  primes,   se- 
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coudes,  tierces  5  mais  elle  abandonne  ses  signes,  sépare 
la  partie  décimale  des  entieis  par  un  point,  et  remplace 
par  les  zéros  (*)  les  unités  décimales  manquantes  5  chan- 
gement fondamental  qui  a  donné  au  calcul  décimal  sa 
véritable  forme,  encore  conservée,  excepté  que  le 
point  a  été  remplacé  assez  récemment  par  une  viigule  5  ce 
qui  est  peu  de  chose. 

La  i"^  table  est  la  réduction  ,  en  partie  décimale ,  de  la 
livre,  des  sous  et  deniers 5 

La  3""^  table  est  la  induction ,  en  partie  décimale,  pour 
les  poids  de  marcs  j 

La  4"'"  table  est  la  réduction ,  en  partie  décimale  ,  pour 
la  toise  ; 

La  5™*^  table  est  la  réduction,  en  partie  décimale,  pour 
la  division  du  temps  : 

La  2""^  table  est  la  réduction,  en  décimales,  des  frac- 

111  III  I        „       .  „ 

tions  -5  -ri  ô'  etc.:  r:i  tti  -5  avcc   1;  =  o  primes,  6  se- 

condes,  3  tierces,  etc. 

L'existence  de  Marie  Crous  a  été,  sans  contredit,  très- 
utile  au  pays,  profitable  aux  savants,  aux  industriels, 
aux  commerçants,  à  tout  le  monde  :  ne  serait-il  pas  conve- 
nable, même  de  toute  justice,  lorsqu'on  a  tant  de  noms 
à  donner  à  de  nouvelles  rues,  à  d'anciennes  rues,  din- 
sciMre  quelque  part  le  nom  de  Marie  Crous  ?  L'édilité 
parisienne,  si  éclairée,  si  intelligente,  adopterait  certai- 
nement cette  idée,  si  elle  était  appuyée  par  quelques 
hommes  connus.  D'ailleurs  ,  la  noble  fille  du  peuph^ 
ayant  gagné  péniblement  sa  \ie  par  un  travail  honn«^te . 
et  qui  a  marqué  son  passage  par  un  bienfait  durable  , 
universel,  ne  mérite-t-elle  pas  un  témoignage  d'honneur, 
aussi  bien  que  les  Montespan ,  les  Pompadour,  les  Du- 

(  *  )  Llle  appclli^  les  zcros  dos  nuli,  coinmc  les  Allemands. 


(  2ori  ) 

barry,  (|u'on  voit  ligiirci  an  Miiscc  de  \fMsailU>s,  clcdi»- 
aux  gloires  de  la  France  ? 

DE    LA     LONDE. 

L'Anthmétique  des  higénieurs  contenant  le  calcul  fies 
toisés^  de  la  maçonnerie  ^  des  terres  et  de  la  charpente , 
par  M.  de  la  Londe;  seconde  édition.  Paris,  Denis  jNion  , 
M''  libraire  au  premier  pavillon  du  Collège  Mazarini  , 
devant  l'hostel  de  Conty,  à  Vlmage  6'"'  Monique. 
MDCLXXXIX.  In-4  de  i44  pages,  plus  les  tables  et 
2  pages  d'explication. 

La  i'"''  édition  est  de  i685. 

C'est  le  premier  ouvrage  où  1  on  enseigne  le  calcul  déci- 
mal auxijigénieurs  militaires.  Dans  la  préface,  l'auteur  dit 
qu'il  n'enseignera  pas  la  racine  cubique  aux  ingénieurs , 
puisqu'ils  n'en  ont  jamais  besoin,  et  il  renvoie  ceux  qui 
veulent  l'apprendre  comme  chose  curieuse,  aux  Éléments 
du  père  Prestet.  C'est  bien  là  l'esprit  de  nos  perfectionne- 
menls  actuels.  Il  dit  être  le  premier  qui  ait  traité  du  toisé , 
et  il  ne  donne  que  la  i"  partie,  n'ayant  pas  le  temps  de 
faire  la  seconde. 

Chapitre  P"". —  (i-3)-  Numération.  Il  y  est  question  de 
millions  et  de  billions. 

Chap.  II.  —  (3-i8).  Les  quatre  premières  règles^  le  di- 
viseur est  écrit  au-dessous  du  dividende ,  le  reste  au-dessus 
et  le  quotient  à  droite. 

Chap.  III.  —  (19-32).  Pratique  des  fractions.  Il  regarde 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  comme  j)eu 
nécessaire  aux  ingénieurs.  On  croit  lire  le  fameux  Rap- 
port qui  précède  les  fameux  programmes.  Loi^sque  les 
vieux  praticiens  dominent  sur  la  science .  il  lui  assigne 
volontiers  pour  horizon,  celui  de  leur  intelligence  vieillie. 
Les  siècles  se  suivent,  et  les  hommes  se  i-esscniblent 
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Cliap.  i\.  —  (  >]i-48).  Ce  iliapilic;  a  été  malheurcuse- 
lucnt  arraché  clans  l'exemplaire  cpi'oii  m'a  prèle.  L'ou- 
vrage de  L.  Gougeon ,  dont  nous  parlerons  ci-dessous , 
peut  tenir  lieu  de  ce  chapitre  manquant. 

Chap.  V.  —  (49-101).  Logistique  des  nombres  de  di- 
verses espèces;  contient  le  calcul  des  nombres  complexes. 

Chap.  \I. —  (101-109).  Toisé  de  la  charpente;  bois 
équarris,  bois  ronds  ,  etc. 

Chap.  YIL —  (110-117).  Règle  de  trois;  proportion. 

Chap.  MIL  —  (118-121).  Règle  de  trois  inverse.  On 
voit  qu'en  1 685  ,  trois  livres  de  pain  coûtaient  quatre  sols, 
et  le  quintal  de  gros  fer  16*^  iS"^  j  ;  tous  les  exemples  sont 
relatifs  aux  entrepreneurs,  trésoriers,  capitaines,  etc. 

Chap.  IX.  —  (122-1 33).  Règle  de  trois  composée. 

Chap.  X. —  (134-139).  Règle  de  société. 

Chap.  XL  —  (140-144)-  Règle  d'extraction  de  racine 
carrée. 

i"  table;  espèce  de  table  de  Pythagoie  pour  les  pieds, 
pouces,  lignes; 

2""^  table;  parties  décimales  de  la  toise; 

3""^^  table;  parties  décimales  du  pied; 

^me  jaljle^  parties  décimales  de  la  livre; 

5'"*"  table;  pour  la  mesure  des  bois  équarris. 

Ce  qui  annonce,  dans  M.  de  la  Londe,  un  esprit  dis- 
tingué ,  c'est  qu'il  a  adopté  et  propagé  le  système  de 
Stevin ,  alors  une  innovation.  En  i6j6,  il  commandait 
le  génie  à  la  défense  de  Phiiisbourg,  et  fut  emporté  par 
un  boulet  de  canon  au  siège  de  la  même  ville  en  1688  : 
c'est  consigné  dans  un  état  de  \auban. 

Je  dois  ces  derniers  renseignements  à  la  vaste  érudition 
militaire  de  mon  ami  et  ancien  camarade  d'école  Augoyat , 
colonel  du  génie,  en  retraite,  conservateur  des  plans-re- 
liefs des  places  de  guerre  à  l'Hôtel  des  Livalides.  (  f^oir 
Ali.ent,  Histoire  du  Génie,  pages  iSj,  164,  221,  225.) 
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Parallèle  de  V arilhmétique  vulgaire  el  d'une  autre 
moderne,  inventée  par  M.  de  la  Londe  ,  ingénieur  gé- 
néral de  France j  oii  l'on  verra  en  abrégé  la  différence 
(juil  j  a  de  Vune  li  l'autre  par  la  facilité  ou  dUJicuUé 
qui  se  trouvera  dans  la  brièveté  on  longueur  de  leurs 
digèrent  es  pratiques  ^  avec  un  ample  abrégé  sur  la  (in  , 
de  l'arithmétique  en  dixmes ,  pour  l'usage  de  messieurs 
les  gefitils-hommes  de  l'École  royale  de  Longwjj  se- 
conde édition  ,  revue  et  corrigée.  —  Magnus  Dominus 
noster  et  magna  virtus  ejus  et  sapientiœ  ejus  non  est 
numerus.  Ps.  i46,  v.  5.  A  Liège,  chez  Jean-François 
l3ronkart,  ÎM'"  libraire  proche  le  marché  5  iSgS  ,  in-12 
de  259  pages  [*). 

Dans  l'appendice,  la  pagination  recommence  (i-^a),  et 
c'est  la  seule  partie  qui  présente  de  l'intérêt^  elle  est  dé- 
diée à  JM''  de  Vauban  et  signée  L.  Gougeon.  Voici  le 
titre  :  Abrégé  de  V  arithmétique  en  Dixmes  par  la  pra- 
tique de  laquelle  les  moins  versés  pourront  éviter  le 
calcul  qui  leur  est  pénible  aux  fractions  de  r arithmé^ 
tique  vulgaire ,  fait  en  faveur  et  pour  le  soulagement 
de  MM.  les  Cadets  gentils-hommes  de  l'Ecole  royale  de 
Longvuj. 

Pour  écrire  0,243579  (p.  2),  il  met  2',  4",  3'",  5"^,  7^,9", 
elprononcedeuxprimes quatre  secondes  trois  tierces,  etc., 
comme  Stevin.  Cependant  ensuite,  au  lieu  de  4',  3".  2",  il 
écrit  o  I  432",  au  lieu  de  7",  il  met  o  |  07,  et  se  sert  des 
deux  notations.  Mais  pour  les  quatre  opérations ,  il  n'em  - 


(  "  )  Des  compagnies  de  cadets  dans  les  places  frontières ,  et  des  gardes 
marines  dans  les  ports,  furent  instituées  et  composées  de  jeunes  gens 
qui  apprenaient  tous  les  arts  convenables  à  leur  profession,  sous  des 
maîtres  payés  du  trésor  public  (Siècle  de  Louis  XIV,  cliap.  XIV,  an- 
née 1682  );  c'est  le  point  de  départ  des  Kcoles  militaires  en  France. 
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ploie  que  la  dernière  nolalioii,  et  dans  la  mulliplication  , 
il  ne  désigne  que  la  dernière  décimale.  Exemple  :  4256'^  à 
multiplier  par  38'" 5  cela  revient  à  multiplier  0,4256 
par  o,o38.  On  voit  que  la  méthode  de  Marie  Crous 
(de  164»)  n'était  pas  encore  répandue  en  1695  {*). 


THEOREME  SEGMEKTAIRE  SPHERIQIJE 

(  voir  t.  IX.  p.  363)  ; 

Par  m.   PROUHET. 


\.  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  spliérique,  ou 
mène  aux  côtés  respectifs  opposés  trois  arcs  de  grand 
cercle  se  coupant  en  un  point  situé  dans  l'intérieur  du 
triangle;  5,  s',  s"  sont  les  segments  comptés  du  point 
commun  d'intersection  aux  angles,  et  o",  a',  a"  les  seg- 
ments correspondants  comptés  du  même  point  aux  côtés; 
on  a  la  relation 


sin  .?  cos  a  sm  ,y  cos  a  sin  .v  coscr 


sin  [s  -h  (7)       sin  (/  -+-  rr')       sin  {s" -h  a"  ) 

(Stubbs.) 

Démonstralioji.  Soient  ABC  le  triangle,  O  le  point 
commun  d'intersection.  On  peut  considérer  ce  point  O 
comme  le  point  d'application  de  trois  forces  centrales  P, 
Q ,  S ,  appliquées  respectivement  aux  sommets  A  ,  B ,  C  ; 
et  R  étant  la  résultante,  on  aura 

sin  <7  P  sin  o-'  O  sin  a"  S 


7;  ' 


R       sin(/+a')       R       sin(/'+(T")       R 


(  "  )  Ingénieur  gr'-ncrnl  de  France  ;  inf;cnicur  qtii  avait  le  titre  de  ffcncral. 


l     2«»9    ) 

multipliant  resporlivcmont  par  cos  a,  cos  7'.  cos  7",  cl 
ajoutant,  on  obtient 

P  cos  c  +  Q  cos  c'  +  S  ces  a" 

c.    Q.    F.    n. 

Si  les  arcs  partant  des  sommnis  divisent  le  triangle  en 
deux  parties  équivalentes,  on  a 

tantï  -  7       tanc— (7        tani?  -  o- 


tanij  -  s       tant»  -  s        tani^  -  .v 

2.  Le  théorème  de  M.  Stubbs  peut  aussi  se  démontrer 
d'une  manière  très-simple  :  en  faisant  passer  par  le  point 
commun  d'intersection  un  plan  tangent  à  la  sphère,  et 
faisant  la  projection  centrale  du  triangle  sphérique  sur  ce 
plan,  on  obtient  un  triangle  rectiligne  qui  donne,  immé- 
diatement, 

tang  (7  tang  c-'  tang  rj" 

tang  s  +  tang  u       tang  /  +  tang  c-'       tang  *"+  tang  n" 


3.  Dans  un  article  très-instructif  de  M.  Colleté  (t.  Mil, 
p.  435) ,  il  s'est  glissé  une  erreur  de  signe  non  corrigée 
dans  y  errata.  Il  faut  lire 

I       .    I  I  I 

sin  -  a  sm  -  b  sin  —  C  =r  —  cos  -  c  cos  P  ; 
222  2 

ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  cos  P  est  négatif. 

Peut-être  y  aurait-il  lieu  de  faire,  pour  la  géométrie 
sphérique,  ce  que  Ceva  a  fait  pour  la  géométrie  recti- 
ligne, dans  son  livide  :  De  lineis  redis  se  inuicein  secau- 
tibus  statica  constructio. 

Note.  Les  coordonnées  d'un  point  pouvant  être  considérées  coiniiie  Icb 
composantes  d'une  force  dirigée  vers  l'origine,  "W.  Mi'bius  n   imaginé  un 
Ann.  de-  Matlwnial.,   t.    XII.   'Juin    i8.')3.)  l4 


(  ^'"  ) 

algorithme  si)liériqiie,  iraj)rès  cfitte  consiiléralion  statique  ,  Irès-coDiniodc 
en  heaucoup  d'occasions  et  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  changer  les  axes: 
voir  Vber  die  grnndformcn  der  liiiien  dnr  Dritlen  ordnung ;  c'est-à-dire  :  Sur 
lasjbrmes  fondamentales  des  lignes  du  troisième  ordre,  p.  25;  Leipzig,  i8'(9; 
idée  que  le  savant  directeur  de  l'observatoire  de  Leipzig  avait  déjà  publiée 
en  iS^e. 


NOTE  SIR  LES  THÉORÈMES  Qll  SERVENT  DE  BASE  A  LA 
RECTIFICATION  DES  COIRBES; 


Par  m.   dieu, 

Agrégé,  docteur  es  sciences. 


Courbes  planes. 

On  peut  appliquer  à  une  courbe  plane  quelconque  la 
démonstration  de  ce  tliéorème,  qu'on  ne  donne  ordinai- 
rement que  pour  un  arc  de  cercle  : 

La  limite  du  rapport  cVun  arc  indéfiniment  décroissant 
à  sa  corde  est  égale  à  l'unité. 

En  eiTet,  soient 

AH     un  arc  de  courbe  dont  l'extrémité  A  reste   fixe 
et  dont  l'extrémité  B  varie  sur  cette  courbe; 
5,  c  et  f  les  longueurs  de  cet  arc,  de   sa  corde  et  de  la 
brisée  ACB  formée  par  les  tangentes  en  A  et  B  j 
y.       le  plus  grand  des  deux  angles  adjacents  au  côté  AB 
dans  le  triangle  ACB  qui  renferme  l'arc  AB  sup- 
posé assez  petit. 

On  a  évidemment 

c  =  AC.cnsA  +  BC.COSB, 

cl .  par  (  (»iis{''([ii('iil  . 

c  ^  ^cos  y.. 
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Maison   peut  acliiKHlrc  que  t^s,,  ainsi  l'inégalilc  qui 
précède  donne,  à  J'ortiori, 

(  I  )  ,  c"^  s  ces  a , 

d'où 

■-<— ■ 

c         COS  a 

Donc ,  comme  -  ne  peut  tomber  au-dessous  de  i ,  et  comme 

t(;ii(l  vers  i  (lim.ite  inférieure) ,  lorsque  oc  tend  vers  o, 

ces  a  ^  t  '  1. 


on  a 


lim  -  =  I , 
c 

quand  5  tend  vci's  zéro.  c.   q.    r.   v. 

On  démontre  de  même  que  : 

La  limite  du  rapport  de  la  différence  entre  un  arc  et 
sa  corde  au  cube  de  l'arc  est  inférieure  à  la  moitié  du 
carré  de  la  courbure. 

Premièrement,  on  déduit  à  fortiori  de  l'inégalité  (i) 
que 


c  >  *  (  I  — 

^              a' 
car  eos  a  ^  i i  f-'t  ?  p^f  conséquent ,  on  a 

D'autre  part ,  les  normales  en  A  et  B ,  à  la  courbe  que 
l'on  considère,  se  coupent  en  un  point  D  de  la  circonfé- 
rence circonscrite  au  triangle  ACB,  et  eu  désignant  par  a 
l'arc  ACB  de  cette  circonférence ,  dont  le  diamètre  est  CD, 


•'<^) 


i.\. 
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d'où 


:3)  (:)<(:. 

CD 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  inégalités  (2) 
et  (3) ,  il  vient 

■2\S  J     ^^^ 

Or,  -==-:-   tend  vers  l'unité,  et  CD   tend    vers  le 

sec 

rayon  de  courbure  R  correspondant  au  point  A,  lorsque  5 
tend  vers  zéro;  donc  on  a 

s  —  C         l        I 

c,   Q.   F.   P. ,  car  la  courbure  en  A  est  exprimée  par  -• 

D  après  cela  : 

La  différe?ice  entre  un  arc  infiniment  peut  de  courbe 
plane  et  sa  corde  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre 
au  moins  par  rapport  à  l'arc. 

Aux  points  d'inflexion  où  R  est  infini  ,5  —  c  est  infi- 
niment petite  du  cinquième  ordre  au  moins,  si  l'on  re- 
garde -  comme  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  s  ; 
et  notre  démonstration  tombe  en  défaut  lorsque  R  =  o. 

Courbes  à  double  courbure. 

Ce  qui  précède  s'étend  à  des  courbes  à  double  courbure. 
En  effet,  soient 

AB       un  arc  de  courbe  quelconque  5 
5  et  c     la  longueur  de  cet  arc  et  celle  de  sa  corde  : 


(  ^'-^  ) 

AC  la  projection  de  Alî  sur  un  plan  P  ([ui  passe 
par  lo  point  A  ,  dillérant  du  plan  normal  en 
ce  point  et  ne  coupant  pas  la  courbe  cuire  A 
et  B5 
(T  et  7  les  longueurs  de  AC  et  de  sa  corde  -, 
AT  et  AS  la  tangente  à  Alî  en  A  ,  et  la  projection  de 
cette  tangente  sur  le  plan  P. 

Supposons  que  le  cylindre  projetant  se  développe  sur  le 
plan  TAS  en  même  temps  que  AC  se  rectifie^  et  soient 
encore 

AC  la  partie  de  AS  sur  laquelle  s'étend  AC  ] 
AlV  ce  que  devient  l'arc  AB,  et  il  faut  admettre  que  la 
longueur  de  cet  aie  ne  change  pas  dans  le  dé- 
veloppement du  cylindre; 
c'       la  longueur  de  la  corde  de  AB'  ; 

enfin  a  et  a'  les  angles  BAC  et  B'AC. 

Les  triangles  i^ectangles  ACB  et  AC'B'  donnent 

y  ^=z  c ,  ces  a  ,       (T  =r  c' .  cos  a'  ; 
et,  par  conséquent,  on  a 


cos  y 


Or,  lorsque  s  tend  vers  zéro,  -  et  -  tendent  vers  l'unité 

1  c         7 


I  -,  1  s  cos  a  ,  .  , 

courbes  planes),  et — 3—,  tend  aussi  vers   i,  car  a  et  c: 


cos  a 

cos  a' 

se  rapprochent  tous  deux  indéfiniment  de  l'angle  TAS; 
clone  on  a 

Inii  -  =:   I  , 
<■ 


comme  pour  une  courbe  plan^;. 


{  ^'4  ) 

Secondement,  1  équation  (i)  donne 

s  —  c        sa.  cos  a  —  c'y  .  COS  a' 

•V  s  (7 .  cos  a 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

cos  a' 


s  s  G  —  y 

Cl,  en  divisant  par  5^,  il  vient 

cos  a' 


s  —  c         s  —  c'  "*         ' 


s^ 


(7—7 


s  c  (7  7 


^    tendant  vers  zéro ,    et tendent    vers    de 

S^  <7^ 


certaines  limites  qui  sont  finies  en  général  et  inférieures 

«   I        I  I      I         .   1^  ,  -n/ 

respectivement  ^  -  •  ip^  et  -    -  ?  si  1  on  représente  par  K 


et  p  les  rayons  de  courbure  de  la  transformée  plane  et  de 

la  projection  de  la  couibe  que  l'on  considère  (courbes 

cos  a' 

,           >                 ,                         '              cos  a     c'       17        c'  I 

planes)  \  en  même  temps , ,  -  et  -  =  -  cos  a. 

T 7  ^  "^  ^ 

tendent  vers  l'unité  5  donc 

1  ■     ^'  —  ^   ^^  [  ^  ' 

et ,  par  conséquent  : 

La  différence  entre  un  arc  infiniinetit  petit  de  courbe 
quelconque  et  sa  corde  est  infiniment  petite  du  troisième 
ordre  au  moins ,  en  général. 


(  ^•^>  ) 


OIESTION  238  (MICIIAKL  UOBERTS) 

(Toir  l.  X,  p.  357)  ; 

Par   m.   h.   FAURE. 


Théorème.  Lorsqu'une  suite  cV ellipsoïdes  sont  ifiscrits 
dans  un  cône  de  révolulion  quils  touchent  suivant  la 
même  ligne  de  contact,  on  a  entre  leurs  demi-axes  la 
relation 


=  constante . 


Démonstration.   Si  l'on  circonscrit  à  un  ellipsoïde 

cr        b-         c- 

uu  cône  de  i-évolulion,  le  sommet  S  de  ce  cône  se  trouve 
sur  l'hyperbole  focale  de  la  surface.  Si  l'on  suppose 
a^è^c,  celte  hyperbole  est  dans  le  plan  principal  qui 
contient  l'axe  majeur  et  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde-,  de 
sorte  que  l'équation  de  cette  focale  est 

(0 


—  b'     b'  — 


a,  y  étant  les  coordonnées  du  sommet  S  de  l'un  des  cônes 
circonscrits.  L'ellipse  de  contact  se  projette  sur  le  plan 
des  XZ  en  une  droite  <jui  a  pour  équation 


les  axes  de  cette  ellipse  sont  représentés  par  la  ligne  AB, 
polaire  du  sommet  S,  dans  le  plan  des  XZ,    et  par  la 


(  ^»<>  ) 

perpendiculaire  élevée  sur  celte  ligne  au  point  I,  mi- 
lieu de  cette  ligne  AB.  Appelant  A  et  B  ces  deux  demi- 
axes,  on  trouve,  en  considérant  AB  comme  la  corde  de 
contact  des  tangentes  issues  du  point  (a,  y)  à  Fellipsc 
ombilicale  , 

a'  'f-  -\-  r'  a')  (fl^'/'  4-  f'  ^.'  —  (7'r-) 


A-i= 


c-^a})' 


Pour  obtenir  le  petit  axe  B ,  je  coupe  1  ellipsoïde  par  un 
plan  passant  par  son  centre  C  et  par  le  sommet  S  per- 
pendiculairement au  plan  des  ZX^  l'ellipse  que  j'obtiens 
ainsi  a  pour  demi-axes  h  et  CR  ;  R  est  l'intersection  de  la 
droite  CS  avec  l'ellipse  ombilicale;  de  sorte  cpie  l'axe  B 
est  l'ordonnée  de  cette  ellipse  qui  correspond  à  l'ab- 
scisse Cl  ;  or  on  trouve 

donc 

/>»'(«-  7^  -!-  f  ■  a^  —  a-  c- ) 


B^ 


n''  Y  +  c'  a' 


On  peut,  au  moyen  de  la  relation  (i),  éliminer  a  ou  y  daii& 
les  valeurs  de  A  et  B  -^  on  trouve  ainsi 


(l'-f--^  c^a-—  n''c'  z=z  If-f  (  T- -;  j  —  /)-i 

on  déduit  de  là,  sans  difficulté. 

B'  h' 


V' A-^  —  B-'        \l[ rf-—  b')   [b'—  c') 
La  question  !238,  pioposée  par  M.  .Michael  Robcrls,  se 


{  ■'■'7  } 
détluil  iniincilialL-iucal  de  là  5  ainsi,  lorsque  plusieuis 
ellipsoïdes  sont  inscrits  dans  un  cône  de  révolution  sui- 
vant la  môme  courbe  de  contact,  leurs  demi-axes  a  ,  h,  c 
sont  liés  entre  eux  par  la  relation  précédente.  Ce  savant 
géomètre  a  été  conduit  à  ce  théorème,  au  mo^en  de  con- 
sidérations diflérentes  (*)  5  il  a  trouvé,  en  ellet,  qu'en 
représentant  par  cp  Tangle  sous  lequel  une  ligne  géodé- 
sique  issue  d'un  ombilic  coupe  une  ellipse  de  contact 
d'un  cône  de  révolution  circonscrit,  et  par  j^  la  distance 
de  ce  point  d'intersection  au  plan  des  ombilics,  le  produit 
y  lang  ©  est  constant  et  égal  aussi  à 

ir 


\jUi-—  b')  {b-~  c' 


Jl  est  facile  de  passer  de  l'un  des  théorèmes  à  l'autre ,  en  se 
rappelant  que  : 

1°.  Le  rayon  vecteur  tiré  d'un  foyer  d'une  conique 
coupe  la  courbe  sous  un  angle  tel,  que  le  produit  do  sa 
tangente  trigonométrique  et  de  la  distance  du  point  d'in- 
tersection à  l'axe  le  plus  grand  de  la  courbe,  est  constant 
et  égal  au  carré  du  petit  axe  divisé  par  l'excentricité  5 
2*^.  Si  l'on  joint  un  point  quelconque  de  l'ellipse  de  con- 
tact ^vec  un  foyer  de  la  section ,  avec  le  sommet  du 
cône,  et,  enfin  ,  à  l'ombilic  situé  sur  la  branche  de  1  hy- 
perbole focale  à  laquelle  appartient  le  sommet  du  cône, 
on  obtient  trois  lignes  qui  coupent  l'ellipse  sous  le  même 


angle, 


Nota.  Un  cône  de  révolution  étant  circonscrit  à  un 
ellipsoïde,  toute  sphère  inscrite  dans  le  cône  coupera 
l'ellipsoïde  suivant  une  de  ses  sections  circulaires^  et  si 
elle  devient  tangente,  le  point  de  contact  sera  un  ombilic 
de  la  surface.  On  peut  donc  considérer  l'hyperbole  focale 


(*)  Jouinal  de  iM .  Liouvillt: .  (■>iiir  W.  |i;i;;i'   'S;i 


(  -«  ) 

tl  un  ellipsoïde  eoiiiiue  élaut  le  lieu  des  sojiimels  des  eônes 
eireouserils  à  un  ellipsoïde  et  à  une  sphère  de  rayon 
variable,  tangente  en  un  ombilic. 

Si  la  sphère  coupait  l'ellipsoïde  suivant  une  même  sec- 
lion  circulaire,  le  lieu  géométrique  serait  évidemment  le 
même.  Ces  deux  théorèmes  fournissent  la  solution  de  la 
question  proposée  au  concours  de  i844  [Nouvelles  An- 
nales, tome  m,  page  489),  t:l  de  celle  de  M.  Chasles  , 
démontrée  dans  le  tome  X ,  page  4o8 ,  et  dernièrement  par 
M.  Breton  (de  Champ). 

La  considération  du  cône  de  révolution  prouve  encore 
que  si  Ton  considère  un  point  M  d'une  ellipse  fixe  et 
toutes  les  ellipses  possibles,  tangentes  à  la  première  au 
point  M  par  leur  sommet,  le  lieu  des  intersections  des 
tangentes  communes  sera  une  hyperbole  biconfocalc  à  la 
proposée. 

Considérons  aussi  une  ellipse  et  une  hyperbole  concen- 
triques ayant  leurs  axes  dans  la  même  direction;  menons 
une  tangente  à  l'hyperbole,  et  par  les  points  où  cette 
ligne  rencontre  Fellipse,  deux  tangentes  à  celle-ci,  leur 
point  d'intersection  décrira  une  hyperbole  biconfocalc  à 
l'ellipse,  et  les  axes  de  celle-ci  seront  moyens  proportion- 
nels entre  ceux  des  hyperboles  (*).  ^ 


THEOREME  SUR  LES  POLYGONES  CIRCONSCRITS 
A  INE  COMOllE. 


1 .   Lcinnie.   Les  droites  qui  mesurent  les  distances  des 
deux  foyers  d'une  conique  à  un  point  pris  dans  le  plan 


(  "  )  M.  Angclo  Gciiocchi  n  adrcsst;  mic  suliiliori   plus  iliriTlc,  on  s"ai>- 
piiy.Tiil  sur  le  llu'uri'iui"  «le  Sloincr. 


(  '->ï9  ) 
de  la  conique,  sont  également  inclinées  sur  (i(;s  taui^enles 
à  la  conique  menées  par  ce  point  (Poacelet). 

2.  Théouème.  Un  j)olygona  d'un  nombre  pair  de  côtés 
étant  circonscrit  à  une  conique ,  le  produit  des  distances 
d'un  foyer  aux  sonnnels  de  rang  impair,  divisé  par  le. 
produit  des  distances  du  môme  foyer  aux  sommets  de 
rang  pair,  donne  le  même  quotient  pour  l'un  et  l'autre 
foyer. 

Démonstration .  Pour  fixer  les  idées ,  prenons  un  hexa- 
gone circonscrit  à  une  conique  dont  nous  désignons  les 
foyers  par  F  et  F'.  Soient  «i ,  «g , .  .  . ,  «g  It^s  distances  du 
point  F  aux  sommets  consécutifs  i ,  2,... ,  65  ^i,  ^sv?  ^8 
les  mêmes  distances  pour  le  foyer  F'5/^1  ,  Pi-,---  -,  p&  sont 
les  distances  perpendiculaires  du  foyer  F  aux  tangentes 
12,  23,. . . ,  61  ^  ^1 ,  «72,  • .  • ,  ^6  les  mêmes  distances  pour 
le  foyer  F'. 

On  a  {flemme  \  ) 


«1   _Pc.           fi, 

7'. 

_Pi 
7= 

d'où  Ton  tire 

"l«'j«'5 

•  .-P^ 

.p,p. 

Un  trouve  le  même  résultat  pour  ï — -, — 7-'      ^--   Q-   f-   "• 

«2  b,  0^ 

Observation.  M.  Chasles  a,  le  premier,  fait  connaître 
cette  proposition  pour  le  quadrilatère  circonscrit,  et  la 
déduite  des  propriétés  du  cône  à  base  circulaire.  [Journal 
de  Mathématiques ,  tome  III,*  page  io8;  i838.) 

3.  Dans  la  parabole,  le  second  foyer  étant  à  liniini. 
le  quotient  qui  s'y  rapporte  est  égal  à  l'unité;  on  a  donc 
cette  proposition  : 

Un  j)ol)gone  d  un  nombre  pair  de  côtés  étant  circon- 
scrit à  une  parabole ,  le  produit  des  distances  du  Joyci 


(    l^oo  ) 

aux  soniiHcls  de  rang  impair  est  égal  au  produit  des 
distances  du  foyer  aux  sommets  de  rang  pair. 

A.  Il  est  évident  que  lo  théorème  2  subsiste  pour  les 
coniques  sphériques.  Il  suffit  do  substituer  aux  distances 
les  sinus  des  distances  sphériques. 

5.  Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  impair, 
on  peut  considérer  une  tangente  comme  brisée  au  point 
de  contact  et  y  formant  un  angle  infiniment  obtus;  alors 
le  nombre  des  sommets  devient  pair,  et  le  théorème  2  sub- 
siste encore.  Par  exemple,  soient  le  triangle  ABC  circon- 
scrit ,  I  le  point  de  contact  du  côté  AB,  F  et  F'  les  deux 
foyers;  I  étant  pris  comme  un  sommet,  on  a  le  quadrila- 
tère AIBC  ;  et  appliquant  le  théoième,  on  obtient 
FI.FC  _FL_FC 
FA.F1î~F'A.F'B' 

et,  dans  la  parabole, 

FI.FC  =  FA. FB. 

On  déduit  de  là  facilement  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  poljgone  circonscrit  d'un  nombre  impair 
de  côtés  i  le  produit  des  distances  d' un  foyer  aux  sommets^ 
divisé  par  le  produit  des  distances  du  même  foyer  aux 
points  de  contact,  donne  le  même  quotient  par  chaque 
foyer. 


COURBES  PLANES  i  GEXÉRATIOIV. 


1 .  Lemme.  Une  courbe» plane  du  degré  n  est,  généra- 

,                    ,           tr          .    ,           //  (  n  +  3  )      . 
lemcnt  parlant,  déterminée  par points. 

2.  Théorème,  ap  désignant  un  point  fixe  dans  un 
)dan }  A,,  une  droite  fixe  dans  le  même  plan;  O  un  point 
mohdcy  \j,  V intersection  de  la  droite  A^  avec  la  droite 


(  --^^.I  ) 

menée  (le  O  (iii  poiiiL  (i^,-  don  nous  à  l'indice  )>  successi- 
vement les  valeurs  de  la  suite  r ,  2,  3  , .  .  . ,  ■ '-•. 

1.2 

(«  H-i)(/H-  2)        .  ,    ^  77. 

nous  aurons — points  Jixes^  autant  de  droites 

fixes,  autant  dépeints  d' intersection!^.  Si  ces  derniers 
points  sont  assujettis  à  se  trouver  sur  une  ligne  de  degré  n , 
le  point  mobile  O  décrit  une  ligne  de  degré 

n  In  -l-i)  («  -f-  2) 


Démonstration.     Soient   "--?  —  les    cooxxlonnécs    du 
point  O5  —■>   —  les  coordonnées  du  point  rtt^,  et 

Zp         Zp 

l'équation  de  la  droite  Ap.  L'équation  de  la  droite    qui 
joint  le  point  O  au  point  a^  est 

■r[r,  Z/,]  +y[x^fp]  -hz[y,Xp]  =0; 

le   crochet  indique   un   déterminant  binaire.  Les  trois 
coordonnées  des   points   d'intersection  I^  sont  donc  des 
fonctions  linéaires  de  x^,  }'",  ,  Zi. 
Soit 

/{x,    r,  z)  =r  o 

une  équation  générale  homogène  de  degré  fi  et  renfer- 
mant — ^^ coefficients  indéterminés.    Substituant, 

2  ' 

dans    celle  équation,  à  la  place   de  x,  y,  z,  les  coor- 
données   correspondantes    des    points    I^,    on    obtient 

(«  -t-  i)(«  +  2)    ,         .  ,  .        ,       ,  , 

i — équations  du    premier   degré    entre    les 


( ....  ) 

cocllicicnts  ,  el,  dans  cliaque  terme,  les  Xi  ,  )  , , 

Zi  montent  au  degré  ;?  ;  on  a  donc  une  équation  de 
plus  que  d'inconnues  ;  éliminant  les  coefficients  en  éga- 
lant le  déterminant  à  zéro,   on  obtient  une  équation  en 

Xi ,  7, ,  ~-:i  de  degré  '—^ ^^ • 

3.  On  établit  de  la   même  manière  le  théorème  sui- 
vant : 

V,           ,         ,    («  H- i)  (/z  +  2)(rt -+- 3)        .         ,        ,, 
ratant  donnes  ^ — — ^  points  dans  L  es- 
pace et  autant  de  plans ,  nn  faisceau  de  droites  qui  passe 
par  ces  points  fixes ,  et  par  le  point  mobile  O,  coupe  les 

(«+  i)(«  4-2)(«  +  3) 
plans  en- — — points^    si    ces   points 

d^ intersection  sont  assujettis  à  être  sur  une  surface  de 
degré  n,  le  point  mobile  O  décrit  une  surface  de  degré 

ri[n  -+-  I )  ( «  H-  2)  ( «  +  3) 

1.2.3 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  268 

(  voir  t.  XI  ,  p.   402)  ; 

Par  m.   .Iosf.ph  SACCHI  ,  de  Pavik. 

On  prend  pour  plan  des  xy  celui  de  la  section  circu- 
laire passant  par  le  point  fixe ,  ce  point  pour  origine ,  l'axe 
des  X  passant  par  le  centre  du  cercle.  Soient  a,  b ,  c  \cs 
coordonnées  du  sommet  du  cône,  d  la  distance  de  Tori- 
gine  au  centre  du  cercle  ayant  r  pour  rayon.  L'équation 
de  la  surface  conique  sera 

f'  (.r'+  j)--)  4-  w^ 3'  —  2  rz  (/1.7-  -f-  />}■  —  /y')  —  2  r' dx  —  f-  ^'  =r  o , 


(  ..;i  ) 

où 

w'  =  {a  —  cl)-  4-  b-  —  /•' ,      n  :=  n  —  d, 
q"  =}•''  —  <l-,  jj   =  7-  +  ad; 

et  si,  clans  cette  équation,  au  lieu  de  .r,  )^,  z  on  met 
respectivement  les  valeurs  suivantes  : 

x  ces  'J.  H-  y  sin  7.  cos  B ,      .r  sin  a  —  r  cos  y.  cos  [3  ,      }■  sin  [î , 

on  aura 

A  j-  +  Bxr  +  C  j:'-  h-  Dr  +  Ej:  +  F  =  o, 
où 

A  =  r'  +  (/«-  —  c')  sin-  fi  —  2  c  sin  ^  cos  [i  (//  sin  z  —  h  cos  a), 

R  =  —  2  c  sin  fi  ( /?  cos  y.  -f-  /^  sin  a) , 

C  =  c% 

D  =  2  c  [p-  sin  S  —  cf/  sin  y.  cos  [i  ) , 

E  =  —  ic'^  d  cos  a  , 

F  =  —  6-7 -. 
Cette  nouvelle  équation   représente  la   section  du  cône 
avec  le  plan  passant  par  l'origine  et  formant  avec  le  plan 
des  xj  Tangle  /3. 

La  condition  que  le  point  fixe,   c'est-à-dire  l'origine, 
soit  un  foyer  de  la  courbe,  est  exprimée  par 

E^— 4CF=D^  — 4AF,      DE  — 2BFi=o, 
ou 


/,     •  ib  \ 

tang=  ^  (/  '  +  d'  ces-  a  j  +  ?.  tang  S  I  /r  sm  «  —  7  —  cos  «  1 

-h  d  ■  cos  2  a  =  o , 

/  2^  \  ,     . 

tang  [i  I  //■'  cos  a  +  7  —  sm  y.  j  —  <-r  sin  a  cos  a  =  o  , 


ou  encore 


(rie-  —  //-)  —  r'a'  .  ,        a 


{    2q4    ) 

Ces  dernières  équations  fournissent  les  valeurs  de  a  et  |3 
qui  déterminent  la  position  du  plan  sécant. 
Si  le  cône  est  droit,  on  a 

b  =  o  ,      a  =  (! ,      Ir  z=:  —  /■-',     /^  = -; ■> 


oxx  1=  \Jc^  -h  p^  est  le  côté  du  côiie^  la  seconde  équation 
donne 

ros  a  =r  o  , 

et,  par  conséquent,  la  première 

fl 
tangfl  =  -, 

où  /i  =  '- :  le  plan  sécant  devient  perpendiculaire  au 

plan  xz  ,  et  kz  — dx=o  est  son  équation ,  qui ,  évidem- 
ment, représente  le  plan  tanjent  à  la  sphère, 

{x  —  ciy  -+-  y'  -f-  (z  +  f>y=  k'  +  d\ 

Si  le  point  fixe  devait  être  le  centre  de  la  section,  les  con- 
ditions seraient 

D  =  o ,      E  =  o  , 
ou  bien 

CCS  a  =  o  ,      p-  sin  8  —  a/sin  z  cos  Ji  r=  o  ; 
on  conclut  de  ces  équations 

«  =  90",      tani,'(3  =  -, 

et  p^  z  —  cdx  =  o  pour  Téquation  du  plan  sécant. 

Noie.  Faisant  c  =  ce  ,  le  coiic  devicnl  un  cylindre,  et  l'on  trouve 

d'- 
«  =  90°,  tang- ,?  =  ,.i_a*' 


(  ..fî  ) 


iVOTE  Sl]R  LES  FOYERS 

(  voir  t.   M,  p.  V29  )  ; 

Par  mm.  Joseph  SA.GCHI,  de  Pavie,  et  LAGUERRE-VERLY. 


Si  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  menée  par  un 
point  à  une  conique  rapportée  à  des  axes  se  coupant  sous 

l'angle  y,  est  égal  à  cos  7  =b  sin  y .  y/ — i,  ce  point  est 
un  foyer. 

Cette  propriété  analytique  des  foyers,  généralisation 
de  celle  qui  a  été  indiquée  par  Plucker,  offre  un  moyen 
très-simple  pour  déterminer  les  coordonnées  des  foyers 
dans  le  cas  le  plus  général. 

Soient  a  et  |3  les  coordonnées  d'un  foyer  de  la  conique 
rapportée  à  deux  axes  formant  l'angle  y  ,  et  posons 

/«  =  B'  — 4AC,  /r=D^  — 4AF, 

/'  =  E^  — 4CF,  /  =  2AE  — BD, 

/?  '  =  2  CD  —  BE ,  «  =  DE  —  2  BF , 

P  =  /«p^— a/'p-h/',  Q=  wa^— 2/«  -+-/, 

R  =  TO  a(3  —  X-'  a  —  /■  p  —  /<  ; 

l'équation  de  la  tangente  à  la  conique,  en  nommant  p  le 
coefficient  angulaire ,  est 

my  =  mpx  —  pk 

-H  A' ± sIp^ (X-^  —  Tut)  —  ip  {kk'-Jr  mn)  H-  k'-  —  ml\ 

qui  doit  être  satisfaite  par 

,r  =  « ,     r  =  P ,     />  =  ces  7  dz  sin  7  y  —  i  ; 
mettant  ces  valeurs  de  x ^  y ,  et  résolvant  l'équation  par 

Ann.  de  Mathémat..   t.  XII.  (Juiii  l853.)  I -) 
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rapport  à  p  ,  on  a 


donc 


R  .  J(PQ  —  R') 

cos  '/=:-,  sin  7  =  Li_:L____i- 

Q  Q  ' 


ainsi 

Qcosv— R  =  o,     Q  — P=o, 

équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  a,  (^,  coordon- 
nées des  foyers. 

Prenant  pour  axes  les  diamètres  conjugués  égaux,  l'é- 
quation Q — P  =  o  représente  le  système  des  deux  axes 
principaux. 

Note.  Soit  >■-)- ex  ^  0  l'équation  dune   taiigontc  passant  par  l'origine; 
on  a 

r  —  7  en  -h  le-  =  0  (  t.  II ,  p.   lo8  ). 

Si  l'origino  est  nii  foyer, 

l  :=  l',  it  :^  l  cos  y  ; 

d'où  l'on  tire 

e  =  cos  V  dz  i  sin  v. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  POLYTECHNIQIE , 
EN  1852. 


Épreuve    graphique.  —  Questions  proposées . 

\ .  Un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  est  donné;  on 
mène  un  second  plan  qui  divise  en  deux  parties  égales 
l'angle  formé  par  le  premier  avec  le  plan  horizontal, 
et ,  dans  le  second  plan  ,  on  trace  un  cercle  que  l'on  prend 
pour  base  d'un  cylindre  droit. 

On  demande  les  intersections  de  ce  cylindre  avec  les 
deux  plans  de  projection,  ainsi  que  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  chaque  intersection. 
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12.  Dans  le  plan  v  ertical,  traccx  un  cercle  doul  le  centre 
soit  sur  la  ligne  de  terre;  dans  ce  cercle,  tracez  un  dia- 
mètre vertical,  puis  engendrez  tmc  sphère  en  faisant 
tourner  ce  cercle  autour  du  diamètre. 

Par  l'extrémité  inférieure  du  diamètre,  inscrivez  dans 
le  cercle  une  corde  égale  au  rayon  ;  puis,  par  cette  corde, 
concevez  un  plan  pcrpcndiculaii-e  au  plan  vertical  :  l'in- 
tersection de  ce  plan  avec  la  splière  sera  un  petit  cercle 
que  vous  prendrez  pour  base  d'un  cône  qui  aura  son  som- 
met à  l'extrémité  supérieure  du  diamètre. 

On  propose  de  construire  l'intersection  de  ce  cône  avec 
le  plan  liorizoutal ,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  cette  intersection. 

3.  Trois  droites  indéfinies  sont  données,  savoir  :  une 
droite  a  située  dans  le  plan  horizontal  et  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre  LL';  une  deuxième  droite  |3  située 
dans  le  plan  vertical  et  perpendiculaire  aussi  à  LL';  enfin, 
une  troisième  droite  y  parallèle  à  LL',  mais  qui  n'est  ni 
dans  le  plan  horizontal ,  ni  dans  le  plan  vertical. 

Imaginons  qu'une  surface  soit  engendrée  par  unedioite 
mobile  fx,  qui  glisse  sur  ces  droites  fixes. 

On  coupe  cette  surface  par  un  plan  vertical  V,  et  l'on 
veut  connaître  l'intersection  en  vraie  grandeur,  dans  un 
rabattement  qui  devra  être  fait  sur  le  plan  vertical. 

4.  Un  cylindre  est  donné  :  il  est  droit,  sa  base  est  un 
cercle,  et  il  est  tangent  aux  deux  plans  de  projection  .  Sur 
le  plan  horizontal  un  cercle  est  donné ,  lequel  est  tangent 
à  la  ligne  de  teri^e  et  égal  à  la  base  du  cylindre. 

Prenez  un  point  quelconque  dans  le  plan  vertical,  et 
supposez  que  ce  point  soit  le  sommet  d'un  cône  engendré 
par  une  droite  qui  s'appuie  sur  le  cercle  :  on  demande 
l'intersection  de  ce  cône  avec  le  cylindre,  et  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  cette  intersection. 
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Ces  quatre  (juestions  sont  relies  qui  ont  été  proposées 
aux  candidats  de  Paris. 

5.  Construisez  un  cylindie  droit  à  base  circulaire,  ayant 
pour  axe  la  ligne  de  terre  elle-même 5  sur  l'arête  placée 
en  avant  du  plan  vertical,  au-dessus  du  plan  horizontal  , 
et  à  égale  distance  de  ces  deux  plans ,  prenez  un  point 
quelconque,  puis,  de  ce  point  comme  pôle,  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  au  demi-côté  du  carré  inscrit 
dans  la  base  du  cylindre,  concevez  qu'une  courbe  ait  été 
décrite  sur  ce  cylindre. 

Il  s'agit  de  construire  les  projections  de  cette  courbe  et 
celles  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe. 

6.  Données,  Un  cylindre  droit ,  vertical,  d'un  rayon  de 
2  centimètres,  et  dont  l'axe  est  distant  de  10  centimètres 
du  plan  vertical;  deux  droites  D  et  ^,  inclinées  sur  cha- 
cun des  plans  de  projection,  et  situées  d'un  même  côté 
par  rapport  au  cylindre.  (Dans  un  autre  programme, 
elles  étaient  situées  de  deux  côtés  dillercnts.) 

Il  s'agit  :  1"  de  construire  le  lieu  de  toutes  les  droites 
assujetties  à  toucher  le  cylindre  et  h.  s  appuyer  à  la  fois 
sur  les  deux  droites  \)  vi  d-^  2"  de  tracer  la  courbe,  lieu 
des  points  où  ces  droites  rencontrent  le  plan  vertical. 
(Dans  un  troisième  programme ,  cette  seconde  condition 
était  remplacée  par  celle-ci  :  Limiter  la  surface  à  sa  trace 
sur  un  cylindre  ayant  même  axe  que  le  cylindre  donné, 
et  pour  base  un  cercle  de  8  centimètres  de  rayon.) 

Dans  ces  trois  programmes,  le  nombre  des  positions 
de  la  droite  mobile  était  réduit  à  dix,  et  Ton  devait  tenir 
compte,  dans  chaque  projection,  des  parties  cachées,  soit 
])arla  surface  elle-même,  soit  par  les  plans  de  projection  , 
soit  par  le  cylindre. 

7.  Données.  Un  cylindre  droit,  vertical ,  dun  rayon  de 
2  «('Mlimèlres ,  et  dont   l'axe  t'sl  distant   île  10  centime- 


(  ^29  ) 
iros  du  plan  voilical  ^  une  droite  U,  dislanle  de  lo  eeu- 
timèlres  de  l'axe  du  eylindre,  inclinée  de  45  degrés  snv 
le  plan  horizontal ,  et  rencontrant  les  plans  de  projection 
au-dessus  cl  en  deçà  de  la  ligne  de  terre.  (Dans  un  autre 
programme,  le  cylindre  était  perpendiculaire  au  plan 
vertical.) 

Il  s'agit  :  i"  de  construire  le  lieu  de  toutes  les  droites 
assujetties  à  toucher  le  cylindre  et  à  s'appuyer  sur  la 
droite  D,  en  restant  parallèles  au  plan  horizontal  5  2"  de 
tracer  la  courbe  lieu  des  points  où  ces  droites  rencontrent 
le  plan  vertical.  (Dans  un  autre  programme,  on  devait 
limiter  la  surface  à  un  cylindre  ayant  môme  axe  que  le 
cylindre  donné  ,  et  poui'  base  un  cercle  de  8  centimètres 
de  rayon .  ) 

Il  était  prescrit  de  réduire  à  dix  le  nombre  des  généra- 
trices ,  et  de  tenir  compte  des  parties  cachées. 

8.  Données.  Un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical,  dont  le  rayon  de  la  base  est  de  8  centimètres,  et 
dont  la  hauteur  est  de  16  centimètres  ;  un  cylindre  ayant 
pour  courbe  directrice  un  cercle  c  d'un  rayon  de  3  cen- 
timètres, situé  sur  le  plan  de  la  base  du  cône,  et  dont  le 
centre  h  est  à  4  centimètres  du  centre  a  de  cette  base,  et 
ayant  pour  axe  une  droite  inclinée  de  3o  degrés  sur  le  plan 
horizontal,  et  dont  la  projection  horizontale  n'est  point 
parallèle  à  la  droite  des  centres  a  et  b. 

Il  s'agit  de  construire  les  projections  de  la  courbe  d'in- 
l(;rsection  du  cône  et  du  cylindre. 

Dans  un  autre  programme,  le  cylindre  était  remplacé 
par  un  cône  ainsi  déterminé  :  Sur  la  base  du  premier 
cône,  un  cercle  c  dont  le  centre  b  est  à  4  centimètres 
du  centre  a  de  la  base  du  cône ,  et  dont  le  rayon  est  de 
3  centimètres-,  un  point  S  situé  dans  l'intérieur  du  cône 
de  révolution  ,  et  avant  sa  projection  verticale  en  a\ani  de 
la  droite  rib. 
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Et  il  s'agissait  de  construire  l'intersection  du  cône  de 
révolution  par. la  nappe  supérieure  du  cône  ayant  la  cir- 
conférence de  cercle  c  pour  directrice  et  le  point  S  pour 
sommet.  (Recommandation  relative  aux  parties  cachées.) 

9.  Données.  Deux  cônes  droits  à  base  circulaire ,  dont 
les  axes  se  rencontrent-,  l'axe  de  l'un  est  perpendiculaire 
au  plan  horizontal ,  et  l'axe  de  l'autre  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical. 

Il  s'agit  :  1°  de  construire  rintersection  des  deux  sur- 
faces; 2°  de  tracer  le  développement  du  premier  cône; 
3°  de  construire  la  tangente  eu  un  point  de  la  transformée. 

10.  Données.  Un  cône  droit  à  base  circulaire,  dont  l'axe 
est  vertical;  une  sphère  qui  passe  par  le  sommet  de  ce 
cône ,  et  dont  le  centre  est  placé  sur  une  génératrice. 

Il  s'agit  :  i"  de  construire  la  couibe  d'intersection  des 
deux  surfaces;  2"  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe; 
3°  la  transformée  de  cette  courbe  après  le  développement. 

Nota.  On  prendra  la  génératrice  du  cône  égale  à  trois 
fois  le  rayon  de  la  base  ;  on  prendra  ce  même  rayon  pour 
celui  de  la  sphère,  et  l'on  placera  le  centre  de  la  sphère 
sur  la  génératrice  située  le  plus  en  avant  par  rapport  au 
plan  vertical. 


On  avait  compris  les  épreuves  des  années  précédentes , 
et  l'on  s'y  était  préparé. 

Les  questions ,  sans  difficultés  réelles  au  point  de  vue 
géométrique,  à  peu  près  de  même  difficulté  au  point  de 
vue  de  leur  mise  en  projection  et  de  l'interprétation  gra- 
phique du  résultat,  donnaient  lieu  à  une  quantité  de  tra- 
vail suffisante  pour  montrer  ce  que  chaque  élève  savait  en 
ce  genre. 

L'année  dernière,  une  sorte  de  confusion  s'est  mani- 
festée :  d'un  côté,  des  intersections  de  surfaces  dont  les 
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programmes  c'taioul  rédigés  Je  la  manière  en  quelque 
sorte  reconnue  5  de  l'autre,  des  lieux  géométriques  qui,  tout 
convenables  qu'ils  pouvaient  être,  étaient  proposés  en  des 
termes  qui  ont  dû  causer  de  l'embarras  aux  élèves^  puis, 
des  questions  d'un  ordre  tout  à  fait  inférieur,  telles  que 
la  construction  des  traces  d'un  cylindre  ou  d'un  cône,  et 
des  tangentes  à  ces  traces  elliptiques ,  et  la  section  circu- 
laire d'un  cône  oblique. 

En  présence  de  telles  questions ,  un  élève  était  évidem- 
ment dans  l'impuissance  de  montrer  qu'il  savait  repré- 
senter l'étendue  figurée  et  lire  dans  l'espace,  et  même 
dessiner.  Ajoutons  :  comment  a-t-on  pu  juger  et  com- 
parer les  résultats  d'épreuves  subies  dans  des  conditions  si 
différentes? 

Nous  avons  vu  des  candidats  de  Paris  qui,  pour  em- 
ployer leurs  quatre  lieures ,  se  sont  jetés  dans  la  discus- 
sion des  sections  coniques  ou  dans  des  calculs  analyti- 
ques-, d'autres  qui ,  à  propos  de  la  seconde  question,  ont 
construit  par  points  la  courbe  de  section ,  c'est-à-dire , 
comme  s'il  ne  leur  était  pas  démontré  que  cette  courbe 
fût  une  circonférence  de  cercle  ;  tandis  que  d'autres  ,  ne 
croyant  pas  à  un  tel  abaissement  de  l'épreuve,  se  sont 
évertués  à  y  découvrir  autre  chose  que  ce  qui  y  était  5 
quelques-uns,  enfin,  en  faisant  exister  la  sphère  et  en 
construisant  les  deux  projections  du  cône,  ont  réussi  à 
donner  plus  d'importance  à  leur  travail. 

Quant  aux  lieux  géométri(pies  ,  qui  sont  une  source  de 
bons  exercices  graphiques,  il  nous  semble  qu'on  aurait 
dû  ne  pas  limiter  le  nombre  des  positions  de  la  droite 
mobile  sur  les  directrices,  et  laisser,  au  contraire,  les 
élèves  libres  d'étendre  convenablement  leur  surface ,  mais 
en  les  avertissant  cpi'ils  ne  devaient  tenir  compte  que 
d'une  des  nappes  de  cette  surface.  Il  est  nécessaire  de 
construire  des  génératrices  en    assez  grand   nombjc    et 
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assez  rapprochées  pour  qu'il  y  ait  une  continuité  suffi- 
sante dans  les  traces  et  dans  les  contours,  traces  et  con- 
tours sans  lesquels  un  lieu  géométrique  à  trois  dimen- 
sions n'existe  pas ,  ou  plutôt  est  illisible  ,  en  ce  qu'il  ne 
présente  qu'un  entassementde  lignes  où  l'oeil  etla  réflexion 
ne  parviennent  pas  à  ^distinguer  les  parties  vues  et  les 
parties  cachées. 


DÉMONSTRATION  D'INE  FOUMILE  D'EILER,  SIR  LES  DIVISEl'RS 
Vm  NOMBRE  ; 

Par  m.   LEBESGUE. 


\ .   Posons 

[(i— ar)(i  _ar-)(i  — x^)  .  .  .  {i  —  x")  .  .  .]" 
=  Ao  +  Al  X  -\-  A.x^  -{-  .  .  .  ; 

on  reconnaît  de  suite  que  pour  m  entier  positif,  A,  est 
toujours  entier,  et  comme 

(l  —  X")-'  =:  l  -h  x"-\-  x''"-\-.  .  ., 

il  en  sera  de  même  pour  le  cas  de  m  entier  négatif. 

2.  Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres ,  puis  les 
dérivées,  ensuite  multiplions  par  x,  divisons  par  m  et 
changeons  les  signes;  il  viendra 

X  1X'  SvT'  /tu."" 

1 -,  H :  •  ■  •  H ;;  ■  •  • 

I  X  1  X-  I  —  x-  I  X" 

(  A,  X  -f-  2  AjX-  H-  3  A,  a:\  .  .  ) 


A„  -f-  A,  x  -f- Ajx'  +  . 
3.   A  cause  de 


=  nx"  -H  nx^"  -\-  nx^"  H-  . 


,f" 
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en  réduisanl  le  j)reniiL'r  membre  de  l'cqualioii  de  Tar- 
ticle  2  à  la  forme  entière,  on  a 

(Al  j:  -h  2  Aj  x^  .  .) 


A(,  -h  A,a:  H-  A2.r'.  .  . 

en  représentant  par  Jti  la  somme  des  diviseui's  du  nom- 
bre entier  n. 

4.  Chassant  le  dénominateur  et  passant  tous  les  termes 
dans  le  premier  membre ,  on  trouve 

■^  (Ao/f  4-  ;ii  j  +  X'  (^A„/2  4-  A,  /i  +  ^' j 

+  x3  (^  A„7  3  +  A,  7  2  +  A  J  1  + -^  j 

+  .  .  .-h^"    A„/«4-A,7"(«-i)+...+A„_,7'i  +  '-^ 
+  . .  .  =  o. 
11  faut  done  poser  généralement 

A,/«+A, /(«—  i)  +  A,/(«  —  2) 

,'  n  A„ 

4-  .  .  .  +  A„_,  /  I  H =  G  ; 

"^  m 

posant  m=:i,  on  a  la  formule  d'Euler,  et  il  Tobtienl 
précisément  de  même.  .  . 

5.  Euler  a  trouvé,  par  induçjjl^n ,  les  coeflicients  du 
développement  de 

{i  —  x){i  —  x''-)  [i—x'^)..., 

par  une  règle  qui  revient  à  ceci  : 

i".  Le  coefficient  est  nul  quand  l'exposant  n'est  pas  de 
la  forme 

2  ' 

3  /!'  ±  n 

et  chaque  terme  est  de  la  forme  ( —  i)"  x      "^      ; 

a".   Il  faut  prendre  successivement  les  deux  signes  ;  on 
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n'a  jamais 

3  «'  —  Il       3  v'  H-  V 

zr:   — ) 

2  2 

d'où  résulterait  , 

3  (  «  —  V  )  =  1  ; 

ce  qui  est  îrnpossible  ,  /i  et  v  étant  entiers. 

Ce  qui  rend  sa  formule  d'une  application  facile ,  c'est 
que  les  coeflicients  ont  pour  valeurs  o,  i,  —  i. 

6.   Comme 

/i  =  i,     /2=3,     /3=:4,     /4=7'     /5  =  6,  etc., 

on  trouve  sans  difficulté,  au  moyen   des  équations  sui- 
vantes (Ao  =  i)  : 

A, 

h  /i  =  o, 

m 

2  A,        ,     ,.         ,. 

f-  A,    /l  +  /2  =  o, 

^  -f-  Aj  /'i  +  A,  l'2  -h  f3  =  o, 

i^  +  A,/i-f  A./2  +  A,  /3+/>  =o, 

5  A 

^  4-  A4  /'i  H-  AJ'z  -+-  A.,  yS  -+-  A,  f,  -4-  /,  =  o  , 

rti  .. 

4 
etc. 

m                 m.  ni  —  3                 — mi  m  —  \]{ni  —  8) 
A,  =: — —1     A-.  = 5     A3: — ■ 


I  1.2  1  .  2  .  >■) 

m  [m  —  •  )  ( "2  —  3 )  ( ///  —  1 4 ) 
'  1,2.3.4 

_ —(w  — 3)  (/«  — 6  )(/«'— 21 //iH- 8) 

^  ■  -        ~~    rx  3 .  4T5~~  ' 

etc. 

Il  serait  curieux  de  trouver  la  loi  ;  il  csi  pi-obahlr  *[nr  la 
recherche  est  épincusr. 
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7.  11  est  à  croire  que  dillérenles  foiinules  des  Fii/u/a- 
mcTiLa  de  Jacobi  conduisent  à  des  relations  analogues 
entre  les  quantités  f  i^  f-i  ^  fZ  ^  .  .  .  .  [Foyez  tome  IX, 
pages  73  et  4io-  ) 


DEMONSTRATION  Wm  THEOREME  D'EILER 

(  voir  t.   XI  ,  p.  ;i27  )  ; 

Par  m.   Angelo  GENOCCHI, 

Avocat. 


Tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  compris  dans  la  for- 
mule 4  mri  —  m  —  n  est  nécessairement  compris  dans  la 
formule  x^^  ~\-  y"^  -\- y . 

On  suppose  que  /;^,  /i,  x^j  sont  aussi  des  nombres 
entiers. 

Démonstration .  Soit  N  un  entier  non  compris  dans  la 
première  formule  :  je  dis  que  le  nombre  4^  H-  ^  n'aura 
aucun  diviseur  de  la  forme  4  '"  —  i  i  car  s'il  en  avait,  le 
quotient  serait  de  la  même  forme,  et ,  en  le  représentant 
par  4  'i  —  ï ,  il  viendrait 

4N+  I  ==  [^ni—  1)  (4/^—  I), 
d'où 

N  =  4  "'«  —  ni  —  « , 

contre  l'hypothèse.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  4  N  -f-  i 
sera  décomposable  en  deux  carrés,  l'un  pair  et  l'autre 
impair,  et  qu'ainsi  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

4IN  +  I  =(2a:)-  + (2J+  i)% 

qui  donne 

N  =  a?-  H-  _7-  +  r. 

Réciproquement  ^  si  un  nombre  entier  N  n'est  pas  com- 
pris dans  la  formule  x-  -\-  j'  -\- y^  le  nombre  4^4-  i  ne 
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sera  pas  décomposablc  en  deux  carrés,  et,  par  suite,  aura 
quelque  diviseur  de  la  forme  4  "*  —  i  ;  ^^  quotient  pourra 
être  exprimé  par  4  '^  —  i  5  et  l'on  aura 

4N4-i=(4m-i)(4«-i), 

d'où 

N  =  4  ^^  —  '"  —  ''  » 

c'est-à-dire  que  N  sera  nécessairement  compris  dans  la 
formule  4  ffifi  —  m  —  fi  • 

Observation.  Relativement  aux  entiers  décomposables 
en  deux  carrés,  j'ajouterai  aux  lemarques  faites  dans  le 
tome  XI,  page  47?  qtie  la  formule,  dite  de  M.  Gauss,  sur 
le  nombre  des  décompositions ,  remonte  ellectivement  à 
Fermât,  car  elle  n'est  que  la  traduction  algébrique  d'une 
règle  donnée  par  ce  grand  géomètre  dans  ses  Notes  sur 
Diopliante  [Arithtn.,  lib.  III,  quœst.  22,  Ohserw  Fermât 
ad  Coinm).  Elle  découle  aussi  des  développements  en 
séries  infinies ,  que  Jacobi  a  introduits  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  La  démonstration  algébrique  de 
cette  formule,  qui  était  demandée  dans  le  tome  IX, 
page  307,  de  ce  Journal,  et  sur  laquelle  une  question  de 
priorité  s'est  élevée  entre  MM.  Prouhet  et  Volpicelli, 
n'est  pas  difficile  à  trouver  :  j'en  avais  adressé  une  à 
M.  Terquem,  en  novembre  i85o,  qui  était  fondée  sur  la 
tbéorie  des  nombres  complexes  a -\- h  \ — i  (*).  Celle 
qu'a  donnée  M.  Clielini  dans  les  A/malide  M.  Tortolini, 
i852,  page  126,  aurait  besoin,  ce  me  semble,  de  quel- 
ques éclaircissements,  car  il  ne  paraît  pas  établi  d'une 
manière  assez  concluante,  que  les  solutions  obtenues  sont 
toutes  difîërentes,  et  surtout  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 


(*)  M.  Laf;uciTC-Vcrly  nous  a  remis  une  démonstration  l'ondoc  axissi 
^ur  les  iionilircs  complexes.  Nous    ,.  ioignons  i»  relie  de  M.  (•eii"eehi. 
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SOLITION  DE  LiV  QUESTION  26^i  ; 

Par    WM.     FAURE,    THIOLIER    et    DE    SÉCILLON    ((lève 
au  lycée  de  Bordeaux). 


Une  sphère  a  un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  de  ses  diamètres ,  et  un  mouvement  uniforme 
de  révolution  autour  d'un  axe  situé  liors  de  la  sphère  et 
parallèle  au  diamètre  axe  de  rotation^  les  deux  vitesses 
angulaires  sont  égales  et  de  sens  opposé;  chaque  diamètre 
de  la  sphère  décrit  un  cylindre. 

Par  le  centre  C  de  la  sphère  je  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  et  j'appelle  O  le  point  où  ce  plan  ren- 
contre l'axe.  Je  prends  ce  plan  pour  celui  de  la  figure, 
de  telle  sorte  que  CA  soit  la  trace  du  plan  d'un  grand 
cercle  qui  passerait  par  l'axe  de  rotation.  Je  veux  faire 
voir  que  le  plan  de  ce  grand  cercle  reste  toujours  paral- 
lèle à  lui-même  dans  le  mouvement  de  la  sphère.  Soit, 
en  effet,  F  la  position  du  centre  C ,  au  bout  d'un  certain 
temps,  en  vertu  du  mouvement  de  révolution;  le  grand 
cercle  aura  pris  une  position  FD  telle,  que  l'angle 
DFE  =  ABC.  D'un  autre  côté,  à  cause  du  mouvement 
de  rotation ,  cette  même  ligne  FD  prendra  une  position 
FI  telle,  que  l'angle  DFI  =  COF,  puisque,  par  hypothèse, 
les  deux  vitesses  angulaires  sont  égales,  mais  de  sens 
opposé.  Reste  donc  à  montrer  maintenant  que  l'angle 
EFI  =  EH  A ,  afin  de  faire  voir  que  les  lignes  FD ,  AC 
sont  parallèles.  Or  on  a  évidemment 

EFI  =  EFD  ^-  DFI  =  PGA  -+-  HOC  =  EHA. 

Il  résulte  de  là  qu'un  grand  cercle  de  la  sphère  parai- 
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lèle  à  l'axo  reste  toujours  parallèle  à  lui-même;  un  dia- 
mètre situé  dans  ce  plan,  c'est-à-dire  un  diamètre  quel- 
conque de  la  sphère,  aura  la  même  propriété  et  décrira 
par  suite  un  cylindre. 


CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  COURBES  SPIIERIQUES 

D'après  M.   MOBIUS    (*). 


M.  Môbius  classe  les  diverses  courbes  algébriques 
planes  ,  d'après  leurs  projections  centrales  sur  une  sphère 
donnée.  A  cet  eftet ,  il  établit  les  théorèmes  suivants  sur 
ces  projections ,  qu'il  nomme  courbes  sphériques ,  de 
même  degré  que  la  courbe  plane  projetée.  On  suppose, 
d'ailleurs,  que  le  centre  de  la  sphère  n'est  pas  sur  la 
courbe  plane.  Nous  supprimons  les  démonstrations  lors- 
qu'elles sont  faciles  à  trouver. 

1.  Théorème.  Line  courbe  sphérique  de  degré  ii  est 
coupée  par  un  grand  cercle  en  -i-ii,  ou  en  'in  —  4>  ou  en 
in  —  6,  etc.,  points. 

Ainsi ,  à  un  point  singulier  de  la  courbe  plane  cor- 
respond un  couple  de  points  singuliers  dans  la  courbe 
sphérique.  La  couibe  plane  étant  algébrique,  n'a  pas 
de  points  d'arrêt;  donc  la  courbe  sphérique  ne  peut 
non  plus  s'arrêter  brusquement ,  et  ne  peut  avoir  que  des 
branches  fermées  ;  car  une  branche  non  fermée  serait 
rencontrée  par  un  grand  cercle  en  une  infinité  de  points , 


(  *  )  Vher  die  grandformcn  der  linien  der  Drillen  ordnung  :  Sur  les  formes 
fondamentales  des  lignes  du  troisième  ordre.  Leipzig,  i8/(9;  in-Zj",  p.  82  ; 
.  pi. 
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L'I  la  courbe  plane  élaui  algébrique  serait  pourtant  coupée 
par  une  droite  en  une;  infinité  de  points;  ce  qui  est  im- 
possible. 

2.  A  chaque  branche  sphérique  correspond,  généra- 
lement ,  une  branche  symétrique  égale  et  non  superpo- 
sable.  Les  deux  branches  sont  dites  géminées;  toutefois, 
les  deux  branches  peuvent  se  confondre  et  n'en  faire 
qu'une  seule;  alors  c'est  une  branche  simple.  On  en  a 
un  exemple  dans  la  projection  sphérique  d'une  droite. 

Branches  simples. 

3.  Théorème.  Un  grand  cercle  coupe  une  branche 
simple  en  un  nombre  de  points  impairement  pairs. 

Démonstration.  Soit  A  un  point  de  la  branche  non 
situé  sur  le  grand  cercle;  le  point  A'  symétrique  est  né- 
cessairement de  l'autre  côté  du  plan  du  grand  cercle,  et 
pour  aller  de  A  en  A',  il  faut  nécessairement  passer  un 
nombr»î  impair  de  fois  par  le  grand  cercle;  donc,  etc. 

4.  Théorème.  Une  branche  simple  a  toujours  un 
nombre  impair  de  couples  de  points  d'inflexion. 

Démonstration .  Supposons  qu'un  grand  cercle  touche 
la  courbe  en  un  point  A  qui  ne  soit  pas  un  point  sin- 
gulier, il  la  louchera  également  en  un  point  A' diamétra- 
lement opposé.  Soient  B,  C  deux  points  consécutifs,  à 
droite  et  à  gauche  de  A ,  et  supposons  que  AB,  AC  pré- 
sentent ou  tournent  leur  convexité  vers  le  cercle  tangent  ^ 
il  en  sera  de  même  des  arcs  A'B',  k'C  par  rapport  à  A'; 
donc  l'arc  B' A'C  tournera  sa  concavité  vers  A;  en  mar- 
chant donc  sur  la  courbe  de  A  en  A',  on  rencontrera  un 
point  dans  lequel  la  courbe  ne  sera  ni  concave  ni  convexe 
vers  A  et  A',  c'est-à-dire  un  point  d'inflexion  et  au  moins 
un;  il  est  évident  qu'il  peut  y  en  avoir  davantage,  mais 
toujours  en  nombre  impair. 

3.    Théorème.    On   ne   peut   aller  sur   une  branche 
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simple,  (Vuti  point  au  point,  dianiétralevieiii  opposé, 
sans  rencontrer  au  moins  un  point  singulier  [nœud,  de 
j'ebroussement  ou  d'inflexion). 

Démonstration.  Soient  A  et  A' deux  points  quelcon- 
ques diamétralement  opposés  5  B  étant  un  point  voisin 
à  A,  concevons  le  grand  cercle  ABA',  et  supposons  que 
l'arc  de  cercle  AB  tourne  sa  concavité  vers  l'arc  de 
courbe  AB5  de  môme  l'arc  de  courbe  A'B'  tournera  sa 
concavité  vers  l'arc  de  cercle  A'B',  et  par  conséquent  il 
tournera  sa  convexité  vers  A.  Il  faut  donc,  par  le  même 
raisonnement  que  ci-dessus,  qu'en  allant  de  A  vers  A', 
il  y  ait  un  point  singulier. 

6.  Théorème.  Une  branche  simple  qui  n'a  ni  nœuds ^ 
ni  rebroussement ,  a  nécessairement  au  moins  trois 
couples  de  points  d'injlexioji. 

Démonstration.  Entre  deux  points  d'intlexion  diamé- 
tralement opposés,  on  doit  renconti^er  un  point  singvJier 
[théorème  5)  ;  n'étant  ni  un  nœud ,  ni  un  rebroussement , 
ce  point  est  donc  d'inflexion. 

Observation.  Lorsque  la  courbe  présente  un  nœud,  ou 
un  couple  de  rebroussement,  il  ne  peut  exister  qu'un 
seul  couple  d'inflexion  5  le  nœud  et  le  rebroussement  ré- 
sulte alors  de  points  d'inflexion  qui  se  sont  réunis.  On 
peut  obtenir  une  telle  courbe  si  l'on  divise  un  grand 
cercle  en  quatre  quadrants  A ,  B ,  A',  B',  et  qu'on  décrive 
sur  AB ,  BA'  deux  demi-cercles  intérieurement  au  grand 
cercle,  et  sur  A'B',  B' A  deux  autres  demi-cercles  exté- 
rieurement :  les  quatre  demi-cercles  forment  une  courbe 
simple  qui  a  deux  points  d'inflexion  en  A  et  A',  et  deux 
rebroussements  en  B  et  B'. 

Courbes  géminées. 

7.  Un  grand  cercle  coupe  un  système  de  deux  courbes 
géminées  en  un  nombre  pair  de  points,  zéro  non  exclu. 
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8.  Un  systèiiic  de  deux  roiirlx-s  griniiiéi'S  a  un  iioiii- 
hvc.  pair  de  eouples  d'inflexions,  zéro  non  (!xclu. 

Ohsenmtion .  Il  faut  se  rappeler  <jue  les  courbes  sont 
l'erniécs,  et  que  chaque  point  de  1  inie  des  courbes  a  soti 
op[)OSc  sur  laulre  courbe. 

9.  Théorème.  L n  système  de  courbes  géminées  est. 
coupé  par  un  grand  cercle  en  un  nond^re  pair  de  couples 
de  /winfs. 

40.  Une  ligne  sphérique  de  degré  impair  a  nécessaire- 
ment un  nombre  impair  de  courhcs  simples  et  un  nombre 
impair  de  points  d'inflexion. 

Une  ligne  spbérique  d'ordre  pair  a  un  nombre  jtair  de 
courbes  simples  et  un  nombre  pair  de  points  d'inflexion  , 
zéro  non  exclu. 

C'est  une  conséquence  des  n"'  3  et  9. 
II.  Soit  un  système  géminé,  projection  d'une  ligne 
plane  ^  désignons  par  y  une  de  ces  courbes  spliéiiques  ;  me- 
nons par  le  centre  de  la  sphère  un  plan  parallèle  à  celui  de 
la  courbe  plane,  et  coupant  la  sphère  suivant  un  grand 
cercle  u  ;  si  i'  ne  rencontre  pas  y ,  la  courbe  plane  est 
fermée;  si  t^  rencontre  y  en  un  point,  la  courbe  c  a  deux 
branches  infinies  de  même  direction.  Si  p*  coupe  y  en  plu- 
sieurs points,  la  courbe  c  a  autant  de  paires  de  branches 
infinies  et  de  directions  opposées,  le  nombre  de  ces  cou- 
ples de  branches  est  nécessairement  pair.  Mais  si  y  est 
une  courbe  simple,  A  et  A'  étant  deux  points  opposés, 
divisent  la  courbe  en  deux  parties ,  chacune  projection 
de  la  même  courbe  plane ,  et  chaque  moitié  n'est  rencon- 
trée par  r  qu'en  un  nombre  impair  de  points:  donc  la 
courbe  plane  a  un  nombre  impair  de  couples  de  branches 
infinies  et  de  directions  opposées. 

12.  Réciproquement ,  si  le  nombre  de  couples  de  bran- 

•  ches  infinies  de  directions  opposées  de  la  courbe  plane  est 

impair,  la  courbe  spbérique  sera  simple,  et  si  ce  nombre 

Ann.  dr  Muihrnuit.,  I.  \lî.  (Jiiillnt  iSVi)  l6' 
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isl  pair,  la  t  (juiLc  spliériquc  est  géuiinée.  D'après  cela  , 
on  voit  que  la  courbe  spliérique  correspondante  à  une 
conique  est  toujours  géminée. 

13.  Si  l'on  nomme  courbe  plane  de  la  première 
espèce,  celle  dont  la  projection  sphcriquc  est  simple,  et 
de  la  seconde  espèce ,  celle  dont  la  projection  spbérique 
est  géminée,  on  obtient  les  propositions  suivantes  : 

1°  Une  courbe  de  première  espèce  est  rencontrée  pai 
une  droite  en  un  nombre  impair  de  points,  et,  par  con- 
séquent, elle  a  un  nombre  impair  de  couples  de  branches 
infiniesdedirections  opposées^  2"  une  courbe  de  deuxième 
espèce  est  rencontrée  par  une  droite  en  un  nombre  pair 
de  points,  et  a  un  nombre  pair  de  branches  infinies  de 
directions  opposées. 

Courbes  du.  troisième  degré. 

\A.  Une  courbe  spliérique  du  troisième  degré,  que 
nous  désignerons  toujours  par  la  lettre  X ,  n'est  rencon- 
trée par  un  grand  cercle  qu'en  trois  couples  ou  en  un 
couple  de  points. 

Il  s'ensuit  qu'une  telle  courbe  ne  peut  avoir  qu  une 
seule  courbe  simple,  que  nous  désignerons  par  £  :  car  par 
deux  couples  de  points  de  la  courbe  e  ,  faisant  passer  un 
grand  cercle ,  il  la  coupera  encore  en  deux  autres  points, 
et  il  faut  qu'il  coupe  au  moins  une  fois  une  autre  courbe  e , 
ce  qui  est  impossible. 

Si  la  courbe  e  n'a  ni  nœuds  ni  rebroussemenls ,  elle 
aura  trois  points  d'inflexion  situés  sur  un  même  grand 
cercle  et  pas  davantage.  La  démonstration  géométrique 
est  très-compliquée  5  nous  la  supprimons.  On  sait,  d'ail- 
leurs, que  la  courbe  plane  ne  peut  avoir  que  trois 
points  d'inflc^xion  réels.  Outre  la  courbe  e,  la  courbe  X 
peut  encore  avoir  une  seule  courbe  géminée,  mais  pas  da- 
vantage^ et  les  deux  courbes  du  système  géminé  doivent 
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r.lvv.  situées  du  cùlé  opposé  (le  la  ('ouibc  £;  ci;  qui  est  évi- 
lient.  Lorsque  la  courbe  s  a  trois  points  d'inflexion  ,  il  peut 
exister  encore  une  courbe  géminée;  mais,  lorsqu'elle  n'a 
qu'un  point  d'inflexion  oix  un  rebroussement ,  la  courbe 
i^éminée  est  impossible.  Du  reste,  les  deux  courbes  peu- 
vent se  réduire  à  des  points  isolés  ;  ce  qui  dorme  cinq  cas  : 

i".  Une  courbe  simple  avec  trois  ("ouples  de  points 
d'inflexion  et  une  courbe  géminée; 

2".  Une  courbe  simple  avec  trois  couples  de  points 
d'inflexion  et  un  couple  de  points  isolés; 

3".  Une  courbe  simple  avec  trois  points  d'inflexion, 
sans  courbe  géminée; 

4°.  Une  courbe  simple  avec  un  couple  de  points  d  in- 
flexion et  un  couple  de  nœuds  ; 

5".  Une  courbe  simple  ave<;  un  couple  de  points  d  in- 
flexion et  un  couple  de  points  de  rebroussement. 


Sni  la  détcrniiiiatioii  approximative  des  racines  imagiiiaiiTS  du  ne  quatiou 
algébrique  011  Iransceiidaiile; 

Pau  m.   Ossian  BONNET. 


J'ai  publié  dans  ce  Recueil  (tome  I\  ,  i845)  un  essai 
sur  la  détermination  approximative  des  racines  d'une 
équation  algébrique  ou  transcendante;  ce  travail,  dont 
la  fin  n'a  pas  paru,  contenait  une  solution  complète  du 
problème  que  je  m'étais  posé,  mais  je  dois  avouer  que 
cette  solution  était  très-compliquée.  J'ai  reconnu  depuis, 
en  revenant  sur  le  même  sujet ,  pour  simplifier,  d'après 
les  conseils  de  M.  Terqucm,  mes  anciens  résultats,  qu'il 
était  possible  de  traiter  la  question  d'une  manière  bien 

16. 
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plus  simple.  C  esl  ce  que  je  me  propose  de  moiilrei  dans 
celte  Note. 
Soit 

(0  f{t)  =  o 

l'équation  proposée  on  f  [t)  est  une  fonction  continue 
quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  Posons 

f=  x+/v'— I' 
/(.r  +  jv/=^)=/(.r,j)-f-/.(.r,j)v/^=.-P+QV^~, 

yi  =:  P  et  /a  =  Q  étant  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  }  ; 
et,  regardant  x^  j^  z  comme  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, considérons  la   surface  représentée  par  l'équa- 
tion 
(2)  z  =  P^  +  Q^ 

Il  est  clair  que  les  points  où  cette  surface  rencontrera  le 
plan  des  (a:,  y)  seront  les  points-racines  de  l'équa- 
tion (i),  c'est-à-dire  les  points  ayant  pour  coordonnées 
X  et  }',  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  v  —  *  des 
racines  de  l'équation  (1).  On  voit  en  même  temps  qu'en 
ces  poinis,  la  surface  représentée  par  l'équation  (2)  tou- 
chera le  plan  des  [x^y),  et,  par  conséquent,  comme  la 
surface  est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  [x^  y)., 
que,  dans  le  voisinage  de  ces  points,  elle  tournera  sa 
convexité  vers  le  plan  des  (ar,  j). 

Celaposé,  supposons  que,  par  le  théorème  de  M.  Cauchy 
ou  par  tout  autre  moyen,  on  soit  parvenu  à  tracer  dans  le 
plan  des  (.r,  y)  un  contour  rectangulaire  ABCDA  ayant 
ses  côtés  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  et  compre- 
nant un  et  un  seul  point-racine  m  de  l'équation  (i)  5  sup- 
posons, en  outre,  que  ,  pour  tous  les  points  compris  dans 
ce  contour,  la  surfactî  tourne  sa  convexité  du  côté  du 
plan  des  (x,  y).  Si  l'on  prend  sur  la  surface  représentée 
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par  réqualioii  ( u )  i\i\  point  M.^  piojolé  en  in^^  sur  le  con- 
loiir  AHCDA  ou  dans  son  Inléiicur,  et  (jue,  par  ce  point, 
on  mène  un  plan  tangent,  la  trace  RT  de  ce  plan  sur  le 
plan  des  {x  ^  y)  laissera  de  côtés  dillércnls  les  points  /«„ 
et  VI  ;  par  conséquent,  en  abaissant  du  point  ///„  une  per- 
pendiculaire sur  TR ,  et  prolongeant  celte  perpendiculaire 
d'une  quantité  égale  à  elle-même,  l'extrémité  /«,  ainsi 
obtenue  sera  plus  voisine  de  m  que  m^.  Or  il  est  facile  de 
voir  que  le  point  ^//,  correspozid  au  nombre  imaginaire 
(jue  l'on  obtient  pour  seconde  valeur  approchée  de  la  ra- 
cine dont  le  point  in  est  la  leprésentation  géométrique, 
lorsqu'on  applique  la  méthode  de  JNevvton  à  la  valeur  ap- 
j)rochée  qui  répond  au  point  a//^,.  En  ellet ,  soient  u  et  fj  les 
«oordonnéesx  et  j^  du  point  m,  et  a  et  b  celles  du  point  ///„, 
d(;  telle  sorte  que  a  -t-  (3  s/ — i  soit  la  racine  cherchée,  et 
a  -f-  h  V — I  sa  première  valeur  approchée  ;  si  nous  posons 
a-t-pv  —  i^^^i+Z'V^  —  I  4-  /<-!-/■  \/ —  1  , 

nous  aurons,  poiu-  déterminer  //  cl  A  d'après  la  méthode 
de  JNewlon , 

/,  [a,  b)  -\-  /i^  {a  ,  b)  —  k -l  (a ,  b)  z=  o  , 
/■,{(! ,  b)+  /i-\i  [n ,  b)  +  /■  y  {fi ,  b)  =  o. 

En  posant,  pour  simplifier, 
de  ces  deux  équations  on  tire 


-,_s/ï^W!!]ï±jJitiM 


A__  _  ■^{a,b)Ma,b)-<^{a,b)f,{a,b) 
ilola  nous  nionlre  que  la  droite  qui  joint  le  point  ///„  au 
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point  coiirspondant  à  la  seconde  valeui'  ap[)iocliée,  a 

pour  longueur,  et 


pour  coeliicient  angulaire. 

Considérons  maintenant  le  plan  tangent  à  la  siuface 
représentée  par  l'équation  (2),  au  point  M„  projeté  en  ///„, 
Féquation  de  ce  plan  est 

-  2[/,{a,b)^  {a,  h)  -/,  {a,  b)  <p  («,  b)]  [y  -  b] , 


CM  n'inarquant  que 


dy  dx 


—  4'(-^»j)> 


dy  dx  ^^    '•^" 

par  (  onséquent,  l'équation  de  sa  trace  RT  sur  le  plan  des 

{X,  y)  est 

-[/\{^,b)Y~[Ma,b)]^ 
=  2  [/,(.., /v  )  y  (.7,  i) +/,(«,  ^)  ^}>  (fl, -^  )]  (.r  -  «) 

-i[Ma,b)^[a,b)~-/,{a,b)<f{a,b)\{y~b). 

Au  moyen  du  coeflTieient  angulaire  de  celle  droite,  on  re- 
connaît déjà  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
joint  le  point  ?//„  au  point  correspondant  à  la  seconde  va- 
leur approchée  de  la  racine  a  -f-  P  v  —  i  •  l'n  second  lieu, 
la  distance  du  point  ///(,  à  la  ligne  RT  est 

v/[7;(^/./^)?+[/r(^v^^ 
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c'est-à-dire  la  luoilié  de  la  distance  du  point  ///,,  au  point 
qui  représente  la  secondi;  valeur  approchée  de  la  lacine 
a  -[-  [i  y/  —  1  ;  donc,  comme  nous  l'avons  énoncé,  ce  der- 
nier point  s'obtient  en  abaissant  du  point  nl^,  une  perpen- 
diculaire sur  la  li;;iie  RT,  et  [)rolongeant  cette  perpendi- 
culaire d'une  longueur  égale  à  elle-même.  11  suit  delà  et 
de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  que  toutes  les  fois 
qu'on  partira  d'une  valeui-  approchée  répondant  à  un 
point  m„  situé  dans  un  contour  AlîCDA  qui  ne  contiendra 
<pi'un  point-racine  de  l'écjuation  (i)  et  qui  sera  tel,  qui- 
dans  toute  l'étendue  projetée  dans  ce  contour,  la  surface; 
repiésenlée  par  lV;([ualion  (2)  touinera  sa  convexité  du 
côté  du  plan  des  (x,  >  ) ,  la  ntéthode  conduira  à  une  valem 
plus  approchée  que  celle  dont  ou  sera  parti. 

iiesleà  indiquer  le  moyen  de  reconnaître  si  le  conloui- 
VlîCDA  remplit  les  conditions  que  l'on  vient  d'énojicej , 
non-seulement  pou^r  le  point  de  départ  nl^,,  mais  encore 
j)()ui'  les  points  /?/, ,  111.2 ,  etc.  ,  de  plus  en  plus  rapprochés 
de  m,  que  la  méthode  de  iNewlon  fait  successivement 
connaître. 

Remarquons  d'abord  que  puisque,  dans  le  voisinage  du 
point  /n,  la  surface  représentée  par  l'équation  ['j.)  tourne 
,ia  convexité  du  côté  du  plan  des  [x ,  y) ,  cette  propriété 
subsistera  pour  tous  les  points  projetés  dans  l'intérieur  du 
contour  ABCDA  ,  à  moins  que  ce  contour  ne  coi;li«iine 
des  points  vérifiant  la  condition 

rC  —  .v'^  :=z  o , 

où  /,  s,  t  représentent,  selon  l'usage,  les  coefficients  diflc- 

,  ,     -  ,        ,      d'^z      d'^z     d-z   ,  , ,    -       3     ,, , 

rentiels  du  secoiid  ordre  -r-..->  -, — r  ■>  -r,  déduits  de  1  equa- 
dx'    dxdy     dy^ 

tion  (?.).  KAaluanl  / .  v  .^  f ,  cl  simplifiant  au  moyen  des  re- 
lations 
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dP 

./Q 

dq      dP 

<?  ~ 

"7Z7' 

dj-         dx 

d'p 

d'Q 

d'V 
dx-' 

d'Q         d'P 
dy''         dx  dy  ~ 

d'Q 

dy^ 

dx  dy 

dx' 

on  voit  que  l'ëquatioii  précédente  revient  à 

On  sera  sûr  qu'il  n  existe  aucun  point  dans  le  contour 
ABCDE ,  dont  les  coordonnées  .r  et  y  vérifient  cette  équa- 
tion; si ,  en  appelant  A'  un  nombre  plus  petit  que  la  plus 
petite  valeur  que  prend  l'expression 

l'dpy    /dpy 
\7û-)^\d-y) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  se  rapportent  à 
l'intérieur  du  contour  ABCDA  ,  et  B'  et  B"  des  nombres 
respectivement  plus  grands  que  les  plus  grandes  valeurs 
que  prennent  les  deux  expressions 

pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  j^ ,  on  a 
A'^>BB". 

Or,  supposons  que  le  contour  ABCDA  qui ,  par  hypo- 
thèse ,  ne  contient  qu'un  point-racine  de  l'équation  (i),  ne 
renferme  aucun  point-racine  de  l'équation 

/'(/)  =  o, 
par  consé(]Ucnl  .  qui  l'expression 

ne  devienne  jamais  nidle  dans  le  contour  :  cette  expression 
«'tant  le  i  arié  d'un  module,  et  ,  comme  telle,  ne  pouvant 
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avoir  daulrc  iniiiiiiuiiii  que  zéro  ,  n  auia  aucun  luiiiiiuuin 
dans  rinlérieur  du  contour  AlîCDA^  doiu;  la  plus  pciilc 
valeur  (qu'elle  prendra,  quand  j:  et  j  varieront  de  ma- 
nière à  correspondie  toujours  à  des  points  situés  dans  1<; 
contour,  aura  lieu  pour  un  point  du  contour  même.  Cela 
posé,  soient 

X  =  Xo  ,      x  =  X ,      j  =  j)-u ,      J  =  Y 

les  équations  respectives  des  ([uatre  droites  cpii  l'ormf  ni 
le  contour  AHCDA.  Faisons  successivement 

dans  l'expression 


et  cherchons  une  quantité  à  plus  petite  que  la  plus  petite 
des  valeurs  que  prennent  les  réstiltats  obt(Muis  lorsque, 
dans  les  deux  premières,  on  fait  varier  j'  de  j^^  à  Y  ,  et , 
dans  les  deux  autres,  x  àc  x^^  klL  [*)  :  on  pourra  poser 
évidemment 

k'  —  S; 

de  même  chacune  des  expressions 

étant  le  carré  d  un  module  et  ne  pouvant ,  par  conséquent, 
avoir  de  maximum  que  l'infini  ,  ne  pourra  présenter  au- 
cun maximum  dans  le  contour  ABCDA:  donc  le  maximum 
de  chacune  de  ces  quantités,  quand  x  et  y  varieront  (h- 
manière  à  correspondre  toujours  à  des  points  du  contour 
ABCDA  ,  aura  lieu  pour  un  point  situé  dans  le  contoiu- 
même.  Ainsi,  faisant  sin;cessivement ,  dans  les  deux  ex- 


C*)  An  moyen  du  tliéorcinc  de  M.  SUirm ,  on  ))CHt  loujouis  ohtenii'  l;i 
ipiantité  ■?  quand,  du  moins,  la  fonction/  est  al[;olniquc. 
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pressions  précédenlcs, 

x:=Xo,      xr=X,      )==)■„,       r  =  Y, 

et  opérant  comme  plus  haut,  on  pourra  trouver  un  nombre 
B  plus  grand  que  la  plus  grande  valeur  que  reçoit  P^  -+-  Q" 
pour  lescîifliérents  points  situés  dans  le  contour  ABCDA, 
et  un  nombre  IV  plus  grand  que  la  plus  grande  valeur 

de  i-j-^  I  +  \~n  )    pour  les  mêmes  points.  Cela  fait, 

si  les  valeuis  trouvées  pour  A',  IV,  W  satisfont  à  la  con- 
dition 

A'=  >  BB", 

on  sera  siir,  comme  on  Ta  dit  plus  haut ,  que  la  surface 
i^eprésentée  par  l'équation  (2)  tourne  sa  convexité  vers 
le  plan  des  (x,  j)  en  tous  les  points  projetés  dans  le  con- 
tour ABCDA  5  si ,  au  contraire,  on  a 

A"<BB", 

on  ne  pourra  rien  conclure,  et  il  faudra  resserrer  le  con- 
tour; du  reste,  il  est  évident  qu'on  finira  par  avoir 

A''  >  BB", 

puisque  l'expression 

dPy       /r/Q' 


\  (ix 


h  m 


reste  toujours  au-dessous  d'une  certaine  limite  ,  landisque 
la  suivante , 

s'approche  de  zéro  indé'liniment. 

Supposons  donc  que  nous  ayons  trouvé  lui  contoiu 
ABCDA  tel,  qu'en  tous  les  points  projetés  dans  ce  cojilour, 
la  surface  représentée  par  l'équation  (a)  présente  sa  con- 
vexité vers  le  plan  des  (,»',  >  ).  Si  nous  prenons   comme 


(  '-^;''  ) 

prciiiicic  \alfjui'  apjnochéc  dv  la  raciiK;  t  licitlirc 

'X  +  fi  sf^  , 

le  nombre  imaginaire  répondant  à  un  point  nt^,  de  riiilé- 
rieur  de  ce  contour,  et  que  nous  appliquions  la  métliode 
de  Newton,  nous  aurons,  d'après  ce  (jui  a  été  remarqué 
plus  haut ,  une  seconde  valeur  plus  approchée  que  la  pi  e- 
raière ,  en  ce  sens  que  le  point  m,  qui  lui  correspondra 
sera  plus  voisin  du  point  m  que  le  point  ///„  répondant  à 
la  première  valeur  approchée;  mais  ce  point  /;/,  sera-t-il, 
comme  le  point  /«„ ,  dans  l'intérieur  du  contour  AHCDA, 
et  serons-nous  sûrs,  en  appliquant  de  nouveau  la  méthode 
de  Newton,  d'obtenir  une  valeur  encore  plus  approcdiée:' 
Evidemment  non.  11  est  indispensable  de  prendre,  en 
outre  ,  les  dispositions  suivantes. 
(x)nsidérons  l'expression 

P'  +  Q^ 


mhm] 


qui,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut,  est  égale  au 
carré  de  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  (x,  y)  sur  la  trace  du  plan  tangent  à  la  surface 
représentée  par  l'équation  {?.),  au  point  dont  le  point 
(x,  r)  est  la  projection.  Cette  expression  sera  moinche 
que  le  carré  de  la  distance  du  point  (x,  7)  au  point  m, 
si  le  point  (a. ,  y)  ne  sort  pas  du  contour  AiîCDA.  Or, 
faisant  parcourir  tout  le  contour  au  point  (.r,  ;  )  ,  déter- 
minons une  quantité  £  plus  petite  que  la  plus  petite 
vah'ur  de  l'expression 

P'H-Q   

puis  resserrons  ce  contour  ABCI^A  jusqu'à  rr  que  nous 


(     ■25-2    ) 

ayons  obU'uu  un  nouveau  contour  A'B'C'D' A'  rectan- 
gulaire comme  le  premier,  et  tel  que  le  carié  de  la  diago- 
nale A'C  ou  WD'  soit  =  £  ou  <^  £.  11  est  clair  que  tous 
les  points  de  ce  nouveau  contour  seront  plus  voisins  du 
point  ni  que  celui  des  points  du  contour  ABCDA  qui  en 
est  le  plus  voisin-,  par  conséquent,  tous  les  points  plus 
voisins  du  point  m  que  les  points  du  contour  zVB'  CD'  A' 
serontnécessairement  dans  lintérieurdu  contour  ABCDA . 
Si  donc  on  prend  comme  première  valeur  approchée  de 
la  racine  une  valeur  répondant  à  un  point  du  contour 
A'B'C'D' A  ,  on  sera  sur  que  toutes  les  valeurs  approchées 
suivantes,  obtenues  par  la  méthode  de  Newton,  répon- 
dront à  des  points  situés  dans  le  contour  ABCDA  ,  et  la 
méthode  de  New^ton  s'appliquera  avec  certitude.  Quant 
au  nombre  s,  on  comprend  qu  il  est  très-facile  à  déter- 
miner. En  eiï'et ,  en  cherchant,  comme  on  a  vu  plus  haut , 
un  nombre  B  plus  grand  que  la  plus  grande  des  valeurs 

que  reçoit 

P^  4-  Q' 

pour  les  dillérents  points  du  contour  ABCDA,  on  a  pu 
trouver  en  même  temps  un  nombre  A  plus  petit  que  la 
plus  petite  de  ces  valeurs  ^  comme  aussi  en  cherchant  un 
nombre  B'  plus  petit  que  la  valeur  minimum  do 

on  a  pudélermiiu'i  un  nombre  B'  plus  grand  (jue  la  valeur 
maximum:  or,  il  est  clair  que,  ces  deux  nombres  étant 
connus,  on  peut  poser 

_     A 

Il  nous  reste  à  examiner  si  l'application  suffisamment 
prolongée  de  la  méthode  de  Aev>  ton  conduit  à  une  valeur 
approcîiée  aussi  voisine  qu'on  puisse  le  désirer  de  la  valeur 
exacte  de  1.1  jMci  nf.  Pourcohi.  nous  allons  ch.'nhn  à  éva- 


(  >5:^  ) 

luer  ledcgrétrapproximalloM  (oui  ni  j>ar  cliacjiicopéral'KJii. 
Soient  toujours  a  -t-  j3  \^ —  i  la  ia(  itic  fjiril  s'agitdcral- 
culer,  rt  +  A  y/ — I  la  première  valeur  approchée  prise 
arbitrairement,  mais  répondant  à  un  point  du  contour 
A'B'C'D'  A',  et  a'  -{-  b'  \J — i  la  seconde  valeur  approchée 
obtenue  par  la  méthode  de  Newton  *,  on  aura 

(3)  /,(a,[i)=.0,      ./;(«,  p)=0, 

(4)  y;  («,  b)  +  («'  -„)^[a,b)-ib'-~  b)  -^  [a,  b)  =  o, 

(5)  /,{a,b)-h{a'-a)^{a,b)  4-  {b' -  b)  ^  {a ,  b)  =  o. 

Or  les  deux  équations  {'^)  donnent,  au  moyen  de  la  série 
de  Taylor, 

y;  [a,  b]  +  (a  -  a)^{a,  b)  -  {{i  -  b)^  [a ,  b) 

Irj^  —  aY—lQ  —  by     , 
+  ^- ^   ^    ^^  '   yJa-\-^oc-  a),  A  -f-  0  (p  —  //)] 

—  (a  —  a)  [p  —  b)l[a  -{-  0  {'X  —  a) ,  b  -Jr  0  {{i  —  b)]z=  o , 
f,  (a,  h)  -h{^   -  fi)  -i^  («  ,  b)  +  (fi  —  /;)  <?(«,/») 

(o^  —  ay—((i  —  b)-'     ,  .  ,     ,  ,  , 

+ A  [rt  +  0,  (  a  —  a) ,  b  +  0,  (p  _  ^^J 

-h  (a  —  a)  (fi  —b)x[^  -h  0,  (a  -  «) ,  /;  +  9,(p  -  ^))]  =  o, 
en  posant 

'd^~  ~  clx  dy  —  ~'dp~'^-^''^'^^'' 

et  représentant  par  B  et  Gjdeux  nombres  compris  entre  o 
et  I. 

Simplifiant  les  équations  précédentes   au  moyen  des 
équations  (4)  et  (5),  on  a  encore 

(a  -  a')  <^  («,  b)  —  (p  -  b')  ^|/  [a,  b) 

;6)  {-\-\ — >—-y^ — L^[a+^a-a\h^^p-h)] 

~[cA  —  n)  (fi  —  b)\[n-^(i  (a  —  a),  b  -h  0  (^  —  b)]-- o  , 


(  '-iJ'l  ) 

(a  —  n')  ■]-  [a,  h]  +  (fi  —  //  j '^  [a,  b] 

\-\-U  —  a)  {{->  —  b)  y  {a  -f-  9,  (a  —  a),  b  +  9,(fi  —  b)\  -  o; 
mais  si  l'on  considère  1rs  deux  expressions 

^^^-1^'Ïzi^IzlR  .,  (.,,_^)  _  («  _  «)  (p  _  /,,  -,  (,,^), 

et  que  Ton  prenne  la  racine  carrée  de  la  somme  de  leurs 
carrés ,  on  trouve 

'"-"^'t'^^"'  ^[x(.^,r)r^[M.^.r)]n 

c'est-à-dire  un  nombre  moindre  que 

(^  -  4^  +  (fi  -  ^)' ^/^^ 

2 

quand  ,  du  moins,  x  et  y  se  rapportent  à  des  points  siltics 
dans  le  contour  ABCDA  :  cela  nous  montre  que  chacune 
des  deux  expressions 

(^=^i:^ii^A:  X  ["+*(«-»),*  + 9  (P  - ''11 

—  (a  —  a)  (^  —  h)  A  {n  -\-  0  [u.  —  n),  h  -h  0  {^  —  b)], 

(fL-H^L-^l^JnA):  ,f«  +  0,  (.  _.),,  +  9,  (fi  -  /^)1 

+  (a  -  n)  (p  -  /;)  y  [a  +  0,  (a  -  ^) ,  b  -{-  0,  [p  -  b)], 

est,  quels  que  soient  6  ol  &,  ,  moindre  aussi  en  \aleur  ab- 
solue que 

(a-^)-.H-(fi-^)-^/B7r 
On  peut  donc  éiriic  de  In  manière  suivanlc  les  r(|nali(»ns 


(  '^-^^  ) 

(())c.(7): 

(a—  fi')^{n,  b]—[h    -  //;f  ^«,  ^.) 

=  ±:  0,  ^ L ^^  I L  Ju' 

2  '        ' 

-  ±  e, ^R.^ 

Uj  et  63  c'taiil  clos  nombres  positifs  moindres  que  1 . 

Prenant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
i\e.u\  membres  ,  il  vient 

[  (y.  -  n'y  +  (fi  -  //)-f  {[7  iV/,  /;)]-• -^  [.^  {a,  h)\f 

(I  oii  1  on  lire 

Or  1  expression 

représente;  la  distance  du  point  /«„  qui  correspond  à  la 
première  valeur  approchée  au  point-racine  /«  ,  et  Tex- 
pression 

représente  la  distance  du  point  mj  correspondant  à  la  se- 
conde valeur  approchée  au  même  point;  donc,  en  appe- 
lant â  et  J,  ces  distances,  on  voit  que  Von  a 


bien 


(  --5^'  ) 

lie  inèini',  on  appcl.im  cJ., ,  J3 ,  cJ,,,...,  It's  dislauiM-s  du 
point  ni  aux  points  conrspondanls  à  la  troisième,  à  la 
quatrième,  à  la  rincpiième,  etc.,  valeur  approchée, 
on  a 


s    .s, 


Cela  nous  montre  que  si ,  aux  conditions  précédemment 
exigées  ,  on  ajoule  celle-ci 


s/ 


&^<" 


ce  que  Ion  peut  toujours  faire  en  resserrant  suflisamment 
le  contour  A'B'  C'D'A',  la  distance  du  point  m  aux  points 
correspondants  aux  valeurs  approchées  finira  par  devenir 
aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

De  ce  qui  précède,  on  conclut  facilement  le  nombre  de 
décimales  exactes  fournies  par  chaque  opération  dans  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  sj — i  de  la  racine  imagi- 
naire que  l'on  calcule  ;  mais  nous  renverrons  sur  ce  point 
à  la  Note  que  M.  Cauchy  a  insérée  à  la  suite  de  ses  Leçons 
de  calcul  diflérentiel ,  Note  dans  laquelle  l'illustre  ana- 
lyste a  été  conduit  à  des  résultats  analogues  à  ceux  que 
l'envient  de  faire  connaître,  quoique  la  méthode  qu  il  a 
suivie  soit  en  tout  diftérente  de  la  nôtre. 


(  '-^>7  ) 


DÉiMONSTUATIOK  WM  TDÉORÉME  DE  M  .1    STEIIVER  (*) 

(  voir  t.  Xlt    p.  IIR  )  : 

Pau  IM.  i.'aubk  PEPIN, 
Du  pptit   séminairo    d'Fspure. 


Le  point  A  se  meut  sur  une  droite  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  RC  ;  le  point  a  m\  meut  de  même  sur  une 
droite  perpendieulaire  élevée  sur  le  milieu  de  /;c;  les 
triangles  ABC,  ol>c  sont  dans  un  mùme  plan,  et  l'angle 
BAC  est  constanmient  égal  à  hac.  L  axe  radical  des  deux 
cercles  circonscrits  aux  deux  triangles  a  pour  (Miveloppe 
deux  points  fixes  :  l'un  correspondant  aux  mouvements 
qui  ont  lieu  dans  le  même  sens,  et  l'autre  à  ceux  qui  ont 
lieu  dans  des  sens  opposés.  (Steiker.) 

Prenons  pour  axe  des  x  la  dioile  qui  joint  les  milieux 
D,  d  de  BC  et  de  ùc ,  et  pour  axe  des  y  une  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  O  de  la  droite  !)<-/.  Soient  FI  et 
CT  les  angles  foi^més  avec  la  direction  Dr/  par  les  parties 
des  perpendiculaires  DA  et  du  qui  s'él<uid(  nt  du  roté  des 
r  positives. 

Les  demi-droites  AB  et  AC  forment  au  point  A  deux 
angles,  dont  Tun  est  l'angle  BAC  du  triangle,  et  l'autre? 
est  égal  à  2  71 —  BAC;  nous  désignerons  par  a  celui  de 
ces  deux  angles  qui  s  étend  du  côté  des  j  négatives,  de 
sorte  que  l'angle  a  variera  de  o  à  2  71,  tandis  que  l'ordon- 
née du  point  A  passera  de  -j-  co  à  —  oo  .  Nous  désigne- 
rons par  a'  l'angle  analogue  pour  le  triangle  ahr.  Ainsi 
on  aura 

ol'  z=  u.      oii      a'  ::=  2  7T  —  a  , 

C*)  M.  Hen.  Dellac,  luailre  d'otudi's  au  collège  de  Rocliefoit ,  a  envriyr 
une  autre  solution  et  fait  la  bonne  observation  rpie  l'enveloppe  de  l.i 
droite  des  centres  est  une  parabole. 

Ann.   d>-  Maliuwat.,    l.    \11.    i  Juillet    iS.S!}.;  IJ 


(  .;^8  ) 

.suivant  qui:  les  uiouvciiipiits  auront  lieu  dans  le  même 
sens  ou  dans  des  sens  opposés. 
Posons 

BC  =  2  A  ,       br  =:  2  a  ,      D  d  =:  2  d , 

et  désignons  par  F,  A,  R5  y,  J,  /■,  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  de  chacun  des  deux  cercles  circonscrits. 
L'axe  radical  aura  pour  équation 

o.(r  — 7)j:h-2(a  — ^)jr  — (r^+A'— R=)-h(72+5'— 0  =  0; 

d'ailleurs  on  aura 

d=A  .  ±:n 

R=-. ,  /  =  -^— , 

sm  a  sm  v' 

r  =  A  cet  a .  cos  n  —  d,       y  =  a  cet  a' .  cos  ct  +  r^ , 

A  =  A  cet  a .  sin  n  ,  3  =  n  cet  a' .  sin  cr . 

ij'équation  de  l'axe  radical  deviendra  donc 

/         2  (  A  cet  a  cos  n  —  a  cet  a' .  cos  ex  —  2.d)x 

(i)       <   H- 2(Acota.sinn  —  i7  cet  a' sin  ct  )  j  +  (  A^  —  n-) 

[  -f- 2r;?(A  cola  cosTI  +  a  cet a'-cosci)  =  o; 

si  les  mouvements  s'exécutent  dans  le  même  sens ,  ou  a 
a'  =  a,  et  l'équation  devient 

!2  [  cet  a  (  A  ces  CT  —  a  cos  ct  )  —  2  rf  ]  .r 
H-  2  cota  (A  sin  n  —  a  sin  ct)  j  +  (A' —  a-) 
-f-  7.  d  cota  (A  ces  n  +  a  coscr]  =  F  {x,  y,  a)  =1  o. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

Pcota  +  Q  nr  o  ; 

P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  de  x  et  y.  On  satisfait 
à  cette  équation  en  posant  P  =  o,  Q=  o;  donc  l'enve- 
loppe est  un  point. 

Si  les  mouvements  ont  lieu  dans  des  sens  opposés  .  alors 
a'  =  9, û  —  a,  et  l'on  parvient  au  même  résultat. 


(  ^^'9  ) 
On  pounail  (lisciitcr  les  divers  cas  au\(|ucls   ilonnc- 
raient  lieu  les  diverses  hypothèses  ipic  Ton  pourrait  faire 
sur  les  valeurs  relatives  des  constantes  A  ,  r/,  17,  ry.   ^Z-, 
c'est  un  exercice  qui  n'olVr»;  pas  de  dillicultf'. 


QIESTIONS. 


273.  Le  triangle  AHC  a  un  sommet  iixc  A  ;  un  angle 
constant  A^  les  sommets  B  et  C  sont  sur  une  droite  fixe. 
Quelle  est  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle? 

274.  n  plans  sont  donnés;  par  un  point  fixe  C,  on 
mène  un  plan  mobile  formajit  avec  le  premier  plan  xin 
angle  a^  ;  avec  le  second  plan  un  angle  a,...  ;  donne  avec- 
le  n'^'""  plan  un  angle  «„.  On  la  relation 

<7,  ces  a,  -+-  n.  cos  a2  +  .  .  .  -4-  r/„  cos  y.„  =  constanle, 

où  ai ,  a.^,...,  a„  sont /z  quantités  données.  Le  plan  mobile 
engendre  un  cône  droit.  A  chaque  valeur  de  la  constante 
correspond  un  autre  cône.  Tous  ces  cônes  ont  même  axe. 

Lorsque  le  cône  se  réduit  à  son  axe,  la  somme  ^  a    cos  c^ , 

est  un  ntininiwn^  et  lorsque  le  cône  devient  un  plan  ,  celte 
somme  est  un  uiaxiniunt.  (Steiner.) 

275.  Aucun  nombre  de  la  forme  //r  (8x  +  7)  ne  peui 
èiie  la  somme  de  trois  carrés. 

276.  Trois  points  A  ,  B  ,  C  étant  liés  de  manière  à  con- 
server toujours  les  mêmes  angles,  si  trois  forces  appli- 
quées à  ces  points  sont  en  équilibre,  il  faut,  outre  les 
conditions  ordinaires,  cpie  les  trois  points  et  le  point  de 
rencontre  des  trois  forces  soient  sur  une  même  circonfé- 
rence. (MôBirs.) 

277.  Si  plusieurs  points  sont  mobiles  dans  un  plan  de 
manière  que  la  figure  qu'ils  forment  reste  toujours  sem- 

17. 


(   lÔo  ) 
hiable  à  elle-même,  et  si  des  lorces  qui  agissent  sur  ces 
points  sont  en  équilibre,  l'équilibre  subsistera  pour  toute 
autre  position  qu'on  peut  donner  aux  points,  pourvii  que 
les  forces  conservent  leurs  directions  primitives. 

(MÔBIVS.) 

278. 

[{b'c")x-+-{c'a")j  +  {a'b")zy 
+  [{b"c).v-h{c'  a)y-h{a"b)zy 
-+-  [(bc')x-\-  {ca')y  -+-  {ab')z]'  =  A\ 

[{b'c")x-h{b"c]x-h{bc')zY 

-\-[(n'  b")x  -h  [a"  b)f  -^  {ab')  zy  =  P, 

étant  les  équations  de  deux  ellipsoïdes,  axes  rectangu- 
laires, les  ellipsoïdes  sont  égaux.  Les  crochets  désignent 
des  déterminants  binaires.  (Jacobi.) 


SUR  LES  SOMMES  DE  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  RACINES 
DUNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE; 

Par  m.    Angelo  GENOCCHI, 

Avocat. 


Pour  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique  donnée , 
on  peut  employer  la  série 

II"        \u"  1  '  1.2  du  1.2.3  dit' 


I  2.3.4         '/"' 


(  ■-'^»  ) 

où  fu  désigne  une  fonction  entière  de  // ,  et  (  —  )  ia  dé- 
rivée —  nir"~^  de  —  ;  en  clïel,  celle  série,  qui ,  prise  en 

entier,  représente  la  puissance  ( — n)'^'"'  d'une  racine  L 
de  l'équation 

t  =  u  +ft, 

exprime  la  somme  des  puissances  { —  //)"^""'  de  toutes  les 
racines  de  celle  équation ,  en  ne  conservant  que  les 
puissances  négatives  de  u.  Ce  beau  lliéorème  a  été  dé- 
montré par  Lagrange,  dans  les  Mémoires  de  Berlin  poui' 
1768,  et  dans  le  Traité  de  la  liésohilion  des  éqiuitiotis 
nwnériq lies ,  Note  XI ^  et  il  me  semble  qu'on  doit  êtie 
surpris  de  ne  pas  le  trouver  dans  V  yllgèbre  supérieure 
de  M.  Serret. 

Ce  théorème  s  applique  à  l'équation 

eu  prenant 

le  terme  irénéral 


dp-^ 


1.2.3.../.»  duP~^ 

deviendra 

.        ,     nln — 2i»-|-i)(«  —  2«-l-2)...(// — p — i)  , 

^  '  1.2.3. . .  p 

et,  comme  on  doit  omettre  les  termes  dans  lesquels 
l'exposant  de  u  est  positif,  on  assignera  à  p  les  seules 
valeurs   i ,   2 ,  3 ,  . .  .  ,  «  —  i  ,   ou  même   les  seules  qui 

ne  surpassent  pas  -  ,  car  pour  les  autres  le  coeflicient  du 

terme  général  s'annule.  Ainsi  on  aura,  en  appeJaui  x ,  y 


(  .6.  ) 
les  racines  de  J  éfjiiatioi)  proposée, 

I  I  ,  .  'lin  —  3 )  , 

.r"        y"  1.2 

n  (n  —  5]  (n  —  4  ) 

1.2.3 

^    /lin — 2/-'H-i)(/? — 2 w 4-2 )...('« — p—i    , 
^  l  .1.6.  .  .  p 

Si  nous  supposons  h  =  u.,   nous  aurons  j"  =  -  ,  et  en 

faisant  -  =  z  ,  nous  obtiendrons  une  expression  de  x"  H 

n  .z" 

en  fonction  de  z  ^=  x -\ — ,    qui    ne  diiférera    point  de 

Texpression  du  polynôme  V„  donnée  par  M.  Serret  dans  sa 
XI\  "^  leçon  [Algèbre  supérieure,  page  y8).  On  voit  donc 
que  le  lliéorème  de  Lagrange  conduit  immédiatement  à 
une  formule  à  laquelle  M.  Serret  ne  parvient  que  par  une 
méthode  fort  compliquée. 

Au  reste,  pour  trouver  cette  formule,  on  peut  aussi  se 
servir  de  la  méthode  indiquée  dans  l'ouvrage  cité  (P*"  le- 
çon, page  lo) ,  ce  qui  en  fournira  une  démonstration  tout 
à  fait  élémentaire  et  assez  simple.  En  faisant 

s  =  ,r  -H  y,      xy  =  i , 

on  a 

\  -^  f' —  tzz=  [t  — x)  it  —  y), 

et,  par  suite, 

Q.t  —  3  I  I 


I  -f-  ^  ^  —  tz       t  —  X       t  —  y 

d'où  il  résulte  que  dans  le  développement  de  la  fraction 

■ ''- — ,  l<î  coelïicient  de  la  puissance  /""'  sera  égal  à 

x-^f'—tz 


I  1 

-I  -:  +  - 


(•'"+,?)• 


(  ^63  ) 
Or 

I  I  tz  t'z-  Oz^ 


^"' 
où  le  coefficient  de  z'"  est  -; ^-r-^  tic  plus,  le  terme 

(i  -t-  r'/"+'^         ^      ^ 

général  du  développement  de  (i  +  f-)~"'~'  est 

1.2.3...  (/?  —  1  ) 

de  sorte  que  le  terme  général  du  développement  de  la 

..       .                I 
traction  sera 

i-f-r-' —  tz 

.      ,     (m  -\-i)  (m  -i-  2.)  .  .  .  (m  -{-  p  —  i )      , 

I  .2.3.  .  .   (/?  —  l) 

Il  est  aisé  d'en  tirer  celui  qui  se  rapporte  à  la  fraction 
-,  car  en  multipliant  Texpression  précédente 


2? 


l  -\-  t'  —  tz 

par  2  f. ,  et  remplaçant  m  par  m  -+-  i ,  on  aura 

.      ,     (m  -\-7.)[ni-\-3)..  .{m  -h  p) 

I.2.3...(/>—  l) 
2^ 

pour  le  ternie  général  de ,  et  en  multipliant  ce 

^  °  i -\- t"  —  tz  ^ 

terme  par  z ,  et  remplaçant  p  par  p  -}-i,  on  aura 
(m-i-i)(m-}-'2.]...(m-i-p) 

I  .2     3.  .  .  /9 

pour  le  terme  général  de -;  la  différence  de  ces 

deux   termes  généraux  sera   le   terme  général  clierclu'. 
savoir  : 

_(._.  I  y  .  "^     ^    ''^ ^  '- ^ Ll  (  1,1  ^. ,  -|_  ay;  ) .  (y'^'"  3".+.  _ 


(   264  ) 
Faisons 

m  -{-  [  -\-  ip  =  fi; 
ce  lerme  général  devient 

el  donnera 

( _  , ) /- . "{ri-p-i){n-p—2.)...{n-2p'ho.){n—2p-hi)  ^^_^ ^ 

1.2.3.../^ 

pour  le  ternie  général  du  polynôme  qui  sera  le  coefficient 

de  «""'  dans  ledévelopperaentde  la  fraction ^ -, 

c'est-à-dire  pour  le  terme  général  de  l'expression  de 

j;"  -I-  -  =  V„. 
x" 

On  obtient  de  la  même  manière  l'expression  de  la 
fonction 


(--^^) 


qui  se  réduit  à 

•r"  -h  .>  "  +  X"-'  +  r""'  +  .  .  .  -f-  .c  -+■  j>-  4-  I 

^n+l    ,.«+1  jpfl    y'I 

_  '1 :: 1_  J £_  , 

j"  —  j>-  X  —  y 

puisqu"  xy  =  i.  En  elVet ,  on  a 

x  —  y  I  1 


et,  par  suite,  le  coefficient  de  «""'  dans  le  développement 

de  la  fraction  TZTT-  ^^^^  t^galer 

I       /  1         I 


jt:  —  j  \  j"       a;"  /         x  —  y 


{  ^65  ) 

or  on  a  trouvé,  pour  le  ternie  généial  du  même  (Jévelot>- 
pemenl, 

(_,>-  .  H+i)(/»  4-2)... (,/,  +  />-.).,_ 

^  '  1.2.3.  ..{p-l)  '    ~  ^    ' 

qui  devient 

I  .  2  .  3  .  .  .  /J  ' 

si  l'on  change  p  en  ;^  H-i ,  et  qu'on  lasse 

2.p  -\-  rn  =  n  —  i; 
donc 

(_i)^  .  (/^— /^  — i)(/»-y^-2)...(/2-2/.)_„_,^,_, 

I  .2.3.  .  .  /> 

sera  le  terme  général  du  coefficient  de  f  "~'  dans  le  déve- 
loppement indiqué,   et,  par  suite,  le  terme  général  de 

j't y" 

l'expression  de •  En  remplaçant  Ji  par  n  -\-i.,  on 

X       y 

j»n-+-i  yn+i 

aura   le   terme   général   de — ,    et  la    réunion 

X—jr 

des  deux  résidtats  donnera  le  terme  général  du  poly- 
nôme U„,  lequel  s'accorde  avec  la  formule  de  la  p.  i8o 
de  VAIgèhre  supérieure. 

Euler  a  donné,  dans  un  de  ses  Mémoires  [Obsen>a- 
tiones  cii'ca  radiées  cequationum,  No\*i  Couini.  Acad. 
PeLropol. ,  tome  X\  ,  pro  aniio  1770)  un  théorème  qui 
revient  à  celui  de  Lagrange  ci-dessus  énoncé ,  comme  Ta 
remarqué  M.  Ménabiéa  (*).  Feuler  considère  l'équation 

ABC 

,r         r'        x^ 

et  forme  l'expression  de  la  somme  des  puissances  n"^""  ' 
de  ces  racines;  il  trouve  qu'en  partageant  les  termes  de 
celte  expression  en  divers  ordres,  ceux  de  l'ordre  /  -f-  i 

(  '  )  Où  ? 


A"  -  '^  ^  O , 


(  266  ) 

seron  t 

n{n  —  /  —  I  )  (  rt  —  À  —  2  ) .  .  .  ( «  —  2  A  +  I ] 

I .2.3. . . > 

n(n  —  X  —  2)(/?  —  1  —  3).  .  .(n  —  2  a) 

4-^ — i-^ ^! ^ y^„_u._,  p 

I .2.3. . . X 

n(n  —  A  —  3)  In  —  \  —  A).  .    (n  —  2 À  —  1) 

1.2.3...).  x^  ' 

où  les  coetficients  O,  P,  Q , .  .  .  doivent  être  déterminés  à 
l'aide  de  l'équation 

0-l-Ps  +  Q2'+...=(B  +  C3  +  Ds»H-...)^, 

et  où  Ton  doit  omettre  les  termes  contenant  des  puissances 
négatives  de  A;  enfin  il  ajoute  que  la  même  expression 
représentera  la  puissance  11""""  de  l'une  des  racines  de  la 
proposée,  si  l'on  retieiit  tous  ses  termes.  Or,  en  faisant 

X  A.  A 

l'équation  d'Euler  devient 

t  =:  a  -\-Jt; 

les  puissances  négatives  de  ^  et  de  u  répondent  aux  puis- 
sances positives  de  x  et  de  A,  et,  de  plus,  on  a 

A'- (;!=)(»' 

=  (—  i)'"^'.«(Om-"-'  +  Pm-'-I-Q «-"-'-+-..  .).  Il      , 
puisque 

«" 

d'où  il  est  clair  que  les  termes  de  l'ordre  À  +  1  de  l'ex- 
pression d'Euler  lorment  une  somme  égale  au  terme 


""■•(;:^.)'(»' 


i  .2.3.  .  .).ilu 


(  ^«7  ) 
de  la  série  (le  L.'igiaiige;  et  cela  iiicl  liois  dv  donle  I  idcii- 
litë  des  deux  diéorèjues. 

Ces  formules  s'appliquent  av<.'c  la  plus  grande  tacililt- 
aux  équations  iriiiùiues,  comme  ou  l'a  vu  pour  les  équa- 
tions du  second  degré;  et  aussi ,  c'est  une  série  de  Lam- 
bert relative  aux  équations  trinômes  qui  a  occasionné  les 
recherches  contemporaines  de  Lagrauge  et  d'Euler  sur  a: 
sujet  {voir  un  Mémoire  de  Lambert  dans  les  Méniuircs 
de  V Académie  de  Berlin  pour  ly^o). 

Les  mêmes  formules  conduisent  à  celles  de  Waring 
rapportées  dans  les  Nouvelles  Annales,  tome  Mil, 
page  76;  carie  terme  général  du  développement  de  la 

puissance  (B  -t-  Cz  -h  1^^'  H-  •  •  •)    est   représenté    par 

1.2.3. . . À 
I  .  2 .  .    p .  I  .  2  .  .  .  a .  I  .  2  .  . 

sous  les  conditions 


B'^  C'  D''  .  . .  zP, 


0   -h  -7  H-   T  +  ...=  ).  ,         (7  -h  2  T   4-      .    .    =zp, 

et  1  on  a 

(«  —  /  —  p  —  i)  (rt  —  >.  —  jj  —  7.) .  .  .(n  —  2).  — /-*-<-•) 
I  .  2  . 3 . . .  (  //  —  >.  —  p  —  I  ) 
1.2.3. ..(/^  —  7.1 — p)    ' 

donc ,  si  l'on  change  X  en  u ,  p  en  p  —  o.  ti .  on  aura 

p  +  dH-T-l-...   =11,       2p4-3î74-4T-i-...   =  p, 

et  l'on  verra  que  le  coeflicient  de  A"~''  .  B' C  1)  , . .  .  , 
dans  l'expression  cherchée ,  sera 

/^  [n  — p  +  «  ■ —  i] 
[p]H[r]... [«-/,]' 

les  crochets  désignant  des  produits  continuels.  C'est  la 
valeur  qu'on  doit  prendre  pour  R  dans  l'endroit  cité 
(page  77),  où  je  crois  qu'il  s  est  giisséquehjuc  ericur  typo- 
graphique dans  l'expression  de  cette  (|MaMii!é. 


(  a68  ) 

Je  remarque  enfin  qu'à  l'aide  des  sommes  de  puissances, 
on  détermine  les  autres  fonctions  symétriques  entières 
des  racines,  et  qu'on  peut  réduire,  en  vertu  d'un  théo- 
rème connu,  à  une  fonction  entière  toute  fonction  ration- 
nelle des  racines.  Ce  théorème,  que  M.  Abel  Transon 
semble  attribuer  à  M.  Serret  [Noiii^clles  Annales ,  t,  IX, 
p.  8i),  est  démontré  dans  un  Mémoire  de  M.  Gauss,  du 
16  septembre  181 4  [Comment.  Soc.  Gotting  récent., 
tome  III  ) . 

Note.   On  a  vu  que 

,        ,     (m  -f- 2)(/«  4- 3).    .(m  +  jy)  , 
—  (  — iV/ '-^ '- ^ ^(m  -I-  1  -I-  2/> 

l  .7..  .  .  p  "  '^  ' 

est  le  coefficient  de  {"^v-^"'  2:'"+'  dans  le  développement  de- 
là fraction  ; •,  et  la  méthode  employée  revient 

à   démontrer  que  tel  est  le  coefficient   de  f *''+'",   dans 

2 1'"'^'                    t"' 
le  développement  de  la  fonction  - — r— -  —  , — :-  - 

(p.  263).  Or  ce  coefficient  se  transforme  en 


■_  ,V    (^H-i)(p  +  2)...(/^  +  «0 


rn  +  I  -+-  lp). 


I  .  2 ...(/«  +  I  ) 
en   multipliant  ses  numérateurs   et  dénominateurs   par 

{p  -+-  I  )  [j)  -{-  2) .  .  .  {m  4-  I  )  ,  si  p  <^m  -{-  i,  ou  en  les 
divisant  par  (/«  +  2  )  (//i  -h  3  ) .  .  .  /? ,  si  p  ^  m  -{-  i . 
Faisons  /?i  -t-  i  4-  2/;=  A,  et,  supposant  rn  pair,  chan- 
geons m  en  2  m;  il  viendra 

/•  =  2  /->  +  2  /«  H-  I , 
2  (  /j  -h  I  )  =  >^-  —  ?'  /«  -r  1  , 
2  (/p  H-  2)  =  A-  —  2  m  -f-  3 , 
2  (y>  4-  3)  =  /?  —  2  m  -\-  5,. .., 
2  {p-\-  l/l)z=  X  —  I  , 
2  (/?  -f-  /M  -H  I  )  =  X-  -4-  I  ,  .  .  .  , 
2  {p  -iriiu  —  2)  =  /  -I-  2  m  —  5 , 
2  (/;  -+-  2  .'//  —  !)=:/-(-  2  ///  —  3 , 

2  (  p    ^-  2  III  )  ■-:=  h  - 1-  2  ///  —    I  , 


(  -^(h)  ) 

doii  il  s'ensuit 

2^'».  (/;  +  l)(/^-t-  •->.)     ..(/>-f-2/«) 

Cl ,  par  conséquent ,  le  coelficienl  de  f  *~' ,  dans  le  dévelop- 
pement  de  la  fonction  ^^  _^  ^,y,„_^,  —  ^,_^^,^,„.^,  '  sera 

_  -^-+"'     /  (/■-■_i)(/-^_(j)(/.^-.25)...[/.2_(2„,  _  ,).] 

^         ''^  '  I.2.3...(2/«  +  l).2"" 

Cela  conduit  à  la  démonstration  de  l'équation  sui- 
vante, que  M.  Caucliy  a  donnée  dans  les  3Iénio/res  des 
Savants  étrangers ,  tome  V\  page  798,  en  la  déduisant 
d'une  intégration  assez  compliquée,  et  qu'il  lui  semblait 
didlcile  d'établir  directement  : 

,       /.{/,-- 1)1   ^   /-(/■^-i)(A»-9)3.4 

I  .  2  . 3  .  2M  1.2.3.4-5.2^         1.2 

/-(/-^-i)(A^-9)(^---25)4.5.6  ^     ^   ^^ 
1.2. 3. 4-5. 6. 72"         1.2.3        '"        ' 

A  étant  un  nombre  impair.  On  peut  la  représenter  par 

/•  (  Z-^—  I  )  (  A^  —  9) .  .  .  [P—  (2  m  —  I  y] 


X 


I  .  2  . 3 . . .  (2  /«  +  1  )  2' 
(r?i  -f-  i)  (w  H-  2). . .  2  m 


1 . 2  3 ... w 
En  effet,  si  l'on  pose 

(1— z)     '^  z=bo  +  h^z  +  b,z'-h  b,z'-h.  .  .  , 

boy  ^,,èî,,..,   désignant  des   coefficients  numériques, 
on  aura 


1  ^-^ 


cl  conum- 


1  -\-  t' 
I  —  t' 


b„, 


L'    v>  +  ^';J    "L  ('+'"')'  J 

il  est  clair  que  le  coeflicicnt  de  ^*~'  dans 

ri  /  it  y"'+^        I     /   2 f  y "' 

[2  \i  4-^7     ~r+?\n-<v) 

est  le  même  que  celui  de  ï*~'  dans 

1  /  2^  y  i-4-f'        I       I  + 1- 

c'est-à-dire,  dans ;•  Mais,  en  vertu  du  résultat  pré- 
cédent, le  coefficient  de  //"',  dans  le  développement  de 

L2  \l  -t-^V  I  +  ^-  \I  -H  t' J       \ 


est 


A— I 


(-0 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  7.  Wî  +   I  ) 


que  nous  représenterons   par 

k—  I 


(-1)    ■■     .K,„A,.o  01, 

par  suite ,  —  (  —  1)         •  ^  K,„  />,„  est  aussi  le  coefficient  de 
la  même  puissance  /'"'  dans  le  développement  de 


+  f 


On  aura  doîic 


ymisque 


2  k. 


/>„,  —  1 


I  + 1' 


—  I -+-<"  —  /' 4- ^''— ^"+  •■• 


(  •■>■!'  ) 
C'(!St   là  lôjiialioti  (le  Al,  (^auchy,  car  la  ronimlc  du  hi- 
iiôme  donne 

.    1 . 3  •  5 . .  .  (  2  //j  —  1  ) 

'"  — 5 :;; —  ' 

1,2.0.     .  tn  .->.'" 

cl  il  est  évid(>nt  que 

I  .  ?..  3  ...?./«=:  I  .  3 . 5 ...(?.  w  —  I  ) .  ?. .  4 .  () .  .  .  2  /'/ 
=  I  .  3 . 5 .  .  .  (  2  /«  —  1  ) .  2"'.  I  .  2  . 3 .  . .  «/ , 

d'où 

I  .  3  .  5  .  .  .  (  2  W  I  )  .  2""  =^  (  AV  +  I  )  (  /«  H-  2  )  ,  .  .  2  ///  , 

Cl,  par  snile j 

(  m  -i-  I  )  (/«  +  2  )  (  /«  4-  3) .  .  .  2  /w 

I  .2.3.  .  .  W.2"" 

On  peut  démontrer   dune  manière  semblable,   pour 
toute  valeur  paire  de  A,  l'équalion 

y  k^  (r_  4)  (X-:_i6).  .  .[/■--  (2  /;^  -  2)p 

^  I  .  2  .  3  .  .  .  2  /H  .  2  ^  '" 

(w  4- 1  )  (  /n  4-  2) .  .  .  2  /w 

X  -^ — 5 =  o . 

I . 2 . 3 ...  m 

On  a  aussi ,  k  étant  impair, 

y(-.)-.„''^--"^--9),-t^'-'-"— '■]  =  (- 

-faJ^  I  .2.3.  .  .2/W  ^ 


A  — I 

1)     , 


bn,.   0} 


^-(/.■^_i)(/.»_4)...(x-^. 

I  .  2 . 3 .  .  .  (  2  w  4-  I  ) 
si  A  est  pair, 


!;(-.)■ 


/5-(/î-^  — 4)(/?-'  — 16)..  .r/-^  — 4/«^ 


.^  ^         '  I  ,  2  .  3 .  .  .    2  w  4-  1  ) 


(  '■^72  ) 
rt ,  pour  loui»;  valeur  entière  positive  de  X  , 


2 


(  —  I  /"  h„  .  2' 


/.•^(P_,)(X-'_4)...[^>_(,„_,)^] 


I . 2 . 3 . .  .1  m 
Dans  ces  formules ,  b,^  a  la  valeur  indiquée  ci-dessus. 

THÉORÈMES  SEGMENTAIRËS. 


1.  Leinme.  Si  les  trois  coefficients  de  l'éqiialion  d'une 
droite  sont  des  fondions  algébriques  entières  de  degré /« 
d'une  vaiiablc,  l'enveloppe  de  la  droite  est  une  ligne  de 
degré  m  [m  —  i  ) . 

Si  //2  =  I,  l'enveloppe  est  un  point  et  les  droites  for- 
juent  un  faisceau. 

Si  m  r=  2,  l'enveloppe  est  une  conique. 

2.  Problème.   Soit 

j  (fl2  -+- a)  4-  r  (6z -h  p)  4- rz  +  V  =  G 

V équation  cVune  droite  variant  avec  z-^  a,  a  ,  b^  ^  ^  c ,  y 
sont  ries  constantes  :  quel  est  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  de  ces  droites? 

Solution.  Ce  rapport  anharmonique  est  le  même  que 
celui  des  quatre  points  d'intersection  du  faisceau  avec  l'un 
des  axes,  par  exemple  celui  des  x^  les  coordonnées  de  ces 
points  sont 

C3,  +  7         _  czj  -f-  7         ^  cZj  -h  7         _    cZj  -h 7  _ 
~  b^+P  '      ~  bz,  +  p  '  bz,  +  ^'        '  hz,  +  p  ' 

z, ,  2î,  z,,  ::i  sont  des  valeurs  particulières  de  z. 

Désignant  ces  quatre  quantités  par  f/;, ,  ///,,  ///j.  ?//4  , 
un  rapport  anharmonique  est 

(/;/,  —  m,)  (/;/«  —  w,) 
(///4  —  /w.)  [m-,  —  m-i) 


(  '^7^  ) 
Or 


on  calcult'  de  même  les  trois  autres  binômes.  On  (ondul 
de  là  que  le  rapport  anharmonique  clierché  rsi 

(Z3  —  Z|)  (Zj  —  Z-i) 

(z,  —  z,)  {z,  —  z,y 

Ainsi  ce  rapport  dépend  uuiquemi'nt  des  valeuis  partieu- 
lières  de  la  variable  i: ,  et  il  est  ind('pendant  des  quantités 
constantes. 

3.  Théorème.  Si  les  six  coefficients  de  l'équation 
(Viine  conique  sont  des  fonctions  linéaires  d'une  seule 
variable  z,-  en  donnant  à  z  (juatre  valeurs  narticu- 
lières,  on  obtient  quatre  coni(/ucs  ■  les  quatre  polaires 
d'uîi  point  quelconque  [x' ,  j'),  rclativemenl  ii  ces  quatre 
coniques,  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anliur- 
nionique  est  indépendant  de  la  position  du  point  ix\  y'  ). 

Démonstration.   L'équation  de  la  polaire  est 

r  (2  4j'  +  Bo.-'  4-  D)  -\-x[-?.Cx'  -\-  B-»-'  +  K) 
+  Dj-'  +  E,r'4-  zF  =  o  ; 

ces  trois  coefficients  sont  donc  dv^  fonctions  linéaires  de 
la  variable  z  ;  donc ,  etc 

Corollaire.  Si  B  =  r:  et  si  les  cinq  autres  co(;(licien(s 
sont  constants,  l'équation  représente  le  système  de  coni- 
ques passant  par  quatre  mêmes  points  dont  deux  sont  sur 
l'axe  des  x  et  deux  sur  l'axe  des  y;  on  a  doiic  ces  deux 
théorèmes  connus  : 

1°.  Quafid  plusieurs  coniques  passent  par  <piatrc 
mêmes  points ,  les  polaires  d'un  cinquième  point ,  prises 
par  rapport  à  ces  courbes ,  passent  toutes  par  un  même 
point.  (Lamé,  Examen  des  diflerentes  Méthodes  em- 
ployées pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie  ■  1 8  r  8 .  ) 

Ann     il'   }!,uh,w„t.,   I.   Xil     ^fi.il(,.(  i85:J.'  i'^ 


(  ^^74  ) 
2".   Les  polaires  ichitk'es  aux  quatre  conù/ues  ont  le 
même  rapport  anliartnon/ffiie,  (juel  que  soit  le  cinquième 
point. 

Ce  rapport  est 

■  (Ba  — B,)(B,-B,) 
(B,  — B,)(B,>-B,)' 

{(jHAsles,  Comptes  rendus,  3o  mai  i835,  page  948-) 
Le  célèbre  géomètre  emploie  ces  théorèmes  pour  ré- 
soudre une  question  dont  la  solution  est  désirée  depuis 
Newton  :  Étant  donnés  neuf  points  d'une  courbe  du  troi- 
sième ordre ,  construire  géométriquement  l'intersection 
de  la  courbe  par  une  droite  passant  par  un  quelconque  des 
neuf  points. 

4.  Lemuie.  Lorsque  les  quatre  coefficients  de  l'équa- 
tion d'un  plan  sont  des  fonctions  linéaires  d'une  seule  et 
même  variable  u,  cette  équation  représente  le  système 
de  plans  passant  par  la  môme  droite  et  formant  un  fais- 
ceau planaire.  Le  rapport  anharmonique  de  ce  faisceaii 
ne  dépend  que  des  valeurs  particulières  de  la  variable  u. 
Démonstration.  Soit 

ax  +  by  -^-  cz  -{-  d  z=  o  j 

a  .fh.,  c,  cl  sont  des  fonctions  linéaires  d'une  variable  //. 
L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
Pm  -f-Q  =  o; 

P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires  de  x^  )  ,  z  ;  donc,  etc. 
5.  Théorème.  Si  les  dix  coejjicients  d'une  équation 
générale  d'une  surface  du  second  degré  sont  des  Jonc- 
tions linéaires  d'une  variable  «,-  en  donnant  à  cette 
variable  quatre  valeurs  particulières  ,  on  obtient  quatre 
surfaces  ,•  les  quatre  plans  polaires  d 'un  point  quel- 
conque (a:',  y',  z') ,  pris  par  rapport  à  ces  surfaces ,  for- 
ment un  faisceau  planaiiv  dont   le  rapport  anbormo- 


(  27^  ) 
iiiijnc  csl  intW'pandtint  de  la  poxilion  dit  point  [x' .  y',  z'  ). 
Même  tléiiioiistratioii   ([iic  ci-dessus    ci    coiiséfiiuMicos 
analogues. 

0.   Leinine.   Lorsque  les  quatre  eoeflieieiils  de  l'équa- 
tion d'un  plan  sont  des  fonctions  linéaires  de  deux  varia- 
bles M  et  w»,  celte  équation  représente  le  système  de  plans 
passant  parle  même  point  et  formant  une  surface  conique. 
7.  Théorème,   Si  les  dix  coefJi.cie.nts   d'une  équaiinn 
du  second  degré  sont  des  fonctions  linéaires  de  deux- 
variables  u  et  u  •  en  donnant  à  ces  variables  des  valeurs 
particulières ,  les  plans  polaires  d'un  point  (.r',  r',  ^')  , 
pris  par  rapport  à  ces  surfaces,  passent  par  un   nieinc 
point. 


SIR  LES  OllATERNiONS 

Désir  William-Rowan  HAMILTON, 

Professeur  d'astronomie  à  l'Université  de  Diil)1iii,  astroïKrine  royal 
d'Irlande  (*^. 


A'ous  croyons  devoir  déclarer  que  nous  n  avons  pas  une 
opinion  formée  sur  la  valeur  scientifique  de  celle  théorie , 
et  cela  parce  que  nous  ne  l'avons  pas  suffisamment  étu- 
diée, n'ayant  pas  à  notre  disposition  les  écrits  qui  en 
traitent;  mais  nous  croyons-déjà  être  en  état  de  donner 

("  )  Aujourd'hui,  en  Franco  ,  les  astronomes  croient  déroger  en  s'occu- 
pant  des  mathématiques  pures.  Heureux  s'ils  ne  s'en  déclarent  pas  les 
contempteurs!  L'illustre  directeur  de  l'Observatoire  de  Paris  n'a  osé 
prendre  ces  sciences  pures  sous  son  égide,  qu'en  montrant  qu'elles  ne 
s'opposent  pas  à  la  formation  d'habiles  ingénieurs  et  de  bons  officiers 
{voir  sur  l'ancienne  École  Volxtcchniquc ,  i8,t3).  A  ce  propos,  on  regrette 
que  dans  cet  estimable  opuscule,  on  ait  omis,  sans  doute  involonlairemeni, 
le  nom  d'un  ancien  élève  que  le  monde  militaire  et  mémo  la  voix  populaire 
proclament  «n  des  plus  célèbres  artilleurs  de  notre  epuifu.'.  Qui  ne  oou- 
nait  pas  les  canons  du  général  Paixhans  ;' 


(  '-^"fi  ) 

à  nos  lecteurs  l'idée  d'une  méthode  qui  commence  à  être 
cultivée  chez  nos  voisins  d 'outre-Manche,  et  qui  se  rat- 
tache aux  fécondes  applications  de  la  théorie  des  ima- 
ginaires, à  la  science  de  l'espace;  applications  qui  sont  le 
complément  indispensable  de  la  géométrie  cartésienne. 

Ce  qui  suit  est  extrait  du  Pliiloioplncdl  Magazine , 
t.  XXV,  juin-décembre  i844- 

4.   Définition.   L'expression 

Q  =  (v  -f-  ix  +  jy  -\-  kr 

est  dite  un  qualernion ,  lorsque  les  quatre  quantités 
w,  X,  j",  z  désignent  des  quantités  réelles,  positives, 
négatives  ou  nulles,  et  que  les  trois  quantités  /,  /*,  h  dé- 
signent des    quantités  imaginaires,   soit   -h  v — ij   soit 

-iv,  .r,  }^,  z  sont  les  quantités  constituantes  du  quater- 
nion  ,  et  z",  7,  h  les  imites  imaginaires  du  quaternion. 

Observation.  Chaque  quaternion  est  donc  susceptible 
de  huit  valeurs. 

2.  Egalité  de  qunternions.  Soit  un  second  quaternion 

Q'  ~a/4-,.r'-+-yj'  ^  kz'  ; 
si  l'on  a 

cette  équation  entraîne  les  quatre  autres 

w  =z  «'',      X  =  .t',     X  =  y',      ï  =  z'. 

3,  addition  et  soustraction . 

Q:±.Q'=n'-±l(v'  -hi{x-±:x')  -hj{jzty)  H-  /(adlz'). 

Ainsi  fa  somme  ou  la  différence  des  coTJStituants  de 
deux  qualcrnions  sont  les  constituants  de  la  somme  ou 
de  la  différence  des  qnnternions. 

A.    Produit   de  deux  quatemiofis.  Prenant  Q  comme 


{  '-^77  ) 
rniilliplicalcur,  el  (^'  coiniue  mulliplicandc,  ou  oblUMil 

QQ'  :=  ivw'  H-  ?Vv.r'  +  jwy'  -f-  /wz' 
+  ixw'  +  /^rx'  H-  //>/'  +  ihxz' 
-\-jyw'  -\-jiy:c'  -\-pyy'  +jkyz' 
+  fszw'-\-  fiizx'  +  />jzy'  -\-  k'^zz' . 

Pour  ramener  ce  produit  à  la  f'oime  normale  adopli'c 

QQ'  =  Q"  =:  <v"'  +  ix'"  +y>-"'  +  kzl", 

nous  écrirons 

(A)  /'=:y'  =  /5-^=r-,, 

(  B  )  ij  =  k  ,     jk  =:  ; ,       ki  =  j , 

(C)  ji  =  —  k,       kj  =—  i,      ik  =  —j . 

Les  équations  (A)  ne  donnent  lieu  à  aucune  observation^ 
mais  dans  les  équations  (B)  et  (C)  on  voit  que  ij  et  ji 
sont  de  signes  opposés;  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  ima- 
ginaires ordinaires  :  cette  dilîérence  coiiueiitionnelle  con- 
stitue le  caractère  d'une  nouvelle  espèce  d'imaginaires  , 
d'unités  imaginaires  quaternioniics,  si  l'on  veut.  En  con- 
tinuant, on  en  verra  le  but  et  l'utilité. 

An  moyen  des  relations  (A),  (B),  (C),  on  trouve 

(w"  =  (vw'  —  xx'  —  yy'  —  zz'  , 
x"  =  (t'x-'  H-  xiv'  -H  yz'  —  zy' , 
^     '  »  y"  =  wy'  +  yw'  -+-  zx'  —  xz' , 


z     =  (V'z    -h  zcv   -f-  xy  —  yx  . 

Obseivation.  On  n'a  pas  QQ'  =  Q' Q  comme  dans  la 
théorie  ordinaire  i^voir,  à  la  fin,  la  division  des  qua- 
ternions). 

r>.   Posons 

•  ^=.  p.  cob  0 , 
==  ^  sin  0  ces  (f  , 
'  J  zz;  [X  sin  (i  sin  tp  eus  \}< , 
3  =  p,  sin  0  sin  v  sin  ^J/ . 


(  =^7»  ) 
De  même  ciuaiic  éciualions  semblables  pour  le  cjualeinioii 
Q'  ^^  Q"-  f^»  suppose  u,  a',  fj."  des  qiiaTitiiés  positives. 
On  aura 

l  F }  y."  =  ^/y.' , 

rar 

H.''--h.r"-H-j"=4-z"-^  __  (^,»,J_^,y2_^^v_^_3ij  («.'^-f-.r'-'+y -f-z'J)  [  ♦]. 
0.   Déjinitioîis . 

u.  =  module  du  qualernion  ; 
f/  sin  0  =:  rayon  vecteur  du  quaternion  ; 
■\i  =.  longitude  du  quaternion; 

ç  =[colatitude  (complément  de  la  latiludej  du  quaternion  ; 
0  =  amplitude  du  quaternion. 

/.  L'équation  (F)  s'énonce  ainsi  :  Le  module  du  pro- 
duit Q"  de  deux  quaterm'ons  Q  et  Q'  est  égal  au  produit 
de  leurs  modules. 

8.  Les  équations  (D)  donnent  les  deux  suivantes  : 

«''  w"  4-  x'  x"  ->ry'y"  -\-z'z"  —w  { tp"+  x'=-+- j"  +  z''  )  =  w  y'\ 
ww"  -t-  xx"  -h-  yy"  H-  zz"  =  w'[w'  H-  x^-i-y-  -+-  z')  =  «•-j:x^ 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  de  la  première  des  équa- 
tions (D) ,  et  à  l'aide  des  équations  (F) ,  on  déduit 

COS  (i  =r  COS  0'  COS  6" 

-  sin  O'sin  B"  [cosa'  cos '/'  H-  sinç'  sin  o"  cos  (-V  —  ■^")]ï 
.        .  cos  0'  =  cos  0"  cos  0 

'-  sin  G"  sin  0  [cos  9"  cos  o  +  sin  ç"  sin  ^  cos  (%};"  —  ■^)], 
cos  6"  =  cos  6  cos  0' 

-  sin  Gi  sin  Q'  [cos  cp  cos  '/  -+-  sin  ^  sin  o'  cos  (1  —  i}/')]. 

9.  Construction  géométrique  des  équations  (G).  Con- 
sidérons .r,  )%  z  comme  les  trois  coordonnées  rectangu- 
laires d  un  point  i\J  dans  l'espace  ;  soient  fj.cosO  le  rayon 

(  '  )  Ce  Ihéoromc  n'est  pas  nouveau  cl  a  ro\u  une  ifiando  extension. 


(  '-^79  ) 
vecleur  du  poiiil,  compté  de  l'origine  O,  t|>  la  longilude, 
cl  ç  la  colalilude.  (Concevons  une  splièrt'  ayant  Torigino  (  ) 
pour  centre,  cl  d'un  rayon  =  i  ,  et  suit  II  le  point  où  celte 
sphère  est  rencontrée  par  le  rayon  vecteur  OM^  nous 
appelons  ce  point  R,  le  point,  représentatif  (\u  cjualcr- 
nion  Q.  Soient  IV  et  R''les  points  roprc'scntalifs  des  qua- 
ternions  Q'  et  Q"  \  alors  les  équations  (G)  expriment  que, 
dans  le  triangle  sphériqiie  RR'R"^o/7/7é  par  les  j)oitiis 
représentatifs  de  deux  facteurs  Q  ef  Q'  e/  de  leur  pro- 
duit Qf^'  1  las  angles  R,  R'  sont  les  amplitudes  de  deux 
facteurs,  et  V angle  W  est  le  supplément  de  l'amplitude 
du  produit,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(H)  R  =  0,       R'  =  9',      R"  =  7r  — 0". 

10.   Si  dans  les  équations  (B)  ,  (C)  on  avait  posé 

^j  —  ' ,    J'  =  ^'  j    d;  =  J,    jh  =  —  i,     ij  =  —  k  ,      ki  =  —  /, 

alors,  dans  les  équations  (D),j)'z' — ^7' se  serait  cliangé 
en  zy' — jz'^  zx'  —  xz'  en  xz'  —  zx\  xj'  —  yx'  en 
yx'  —  xj'-^  mais  les  équations  (F)  et  (H) ,  si  simples  et  si 
mnémoniques,  seraient  restées  les  mêmes,  et  elles  sufliseni 
pour  déterminer  la  position  du  point  R",  en  ayant  égard 
à  la  direction  positive  de  la  rotation  en  longitude,  selon 
qu'elle  se  fait  à  droite  ou  à  gauche  d'un  spectateur  placé 
dans  l'axe  -f-  z.  OR"  est  à  la  di^oite  ou  à  la  gauche  de  OR', 
par  rapport  à  un  spectateur  placé  en  OR,  selon  que  -j-  z 
est  à  la  droite  ou  à  la  gauche  de  -hj-,  par  rapport  à  un 
spectateur  placé  an  -h  x. 
i\.   Soient 

«»    P)    7i      '^'1    ^'^  !''■>      ^"^    P">   7> 

les    coordonnées    rectanguhiires   rc'S[)ectives    des    points 
R,  R',  R":  on  a  évidcmmciil  pour  la  multiplicalion  des 


(K) 


(  '-80  ) 

deux  (juatcniions , 

j  [cos  R+(/a-^,/pH-/?  V)sin  R]  [cosR'-f(/a'-Hyp'  +  / 7')  sin  R'] 
^    ^i  =  -  cos  R"  4-  ( /  a"  -+-  7  p"  -4-  /■  7" )  sin  R"  ; 

cirecUiant  la   inultiplicalion ,   ayant  égard  aux   relations 

(A) ,  (B) ,  (C),  on  obtient 

/  —  (OS  R"  =1:  cos  K  cos  R'  +  (az'  H-  (iSp'  +  77'  )  sin  R  sin  R', 
S      a"  sinR"  =  a  sin  R  cosR'+ a'sinR' cosR  -h  {py — 7p')sinR  sin  B 
I      ri"sinPv''  =  psin  RcosR'H-^'sinR'cosR  H-(7x' — a7')sinR  sin  B 
y      y"  sin  R"  =  7  sin  R  cos  R'-+-7'sinR'cosR  H-  (ap' — ^x')  sin  R  sin  F 

La  première  équation  donne  la  relation  connue  entre  un 
côté  et  les  trois  angles  d'un  triangle  sphérique;  les  trois 
autres  correspondent  à  ce  théorème  : 

iSi  trois  forces  sont  appliquées  au  centre  O,  l'une 
égale  à  sin  R  cos  R'  et  dirigée  vers  R,  et  une  seconde 
force  égale  à  sin  R'  cos  R  et  dirigée  vers  R',  et  une  troi- 
sième force  sinR  sinR'  sinRR'  dirigée  dans  le  sens 
opj)osé  (i  OR",  la  résultante  sera  égale  à  sinR",  et  sera 
dirigée  vers  le  pôle  de  F  arc  RR'  non  situé  du.  même 
côté  qiw  le  point  R"  relativement  à  Fore  RIV. 

Les  quatre  équations  réelles  (K)  sont  contenues  dans 
léquatioi)  imaginaire  (I),  en  observant  la  règle  de  raul- 
plicationdes  quaternioiis;  de  même  dans  la  trigonométrie 
plane,  on  déduit  les  formules  fondamentales  au  moyen 
de  la  somme  des  sinus  et  cosinus  d'une  équation  imagi- 
naire, en  observant  la  lègle  de  multiplication  des  couples 
imaginaires  cos 6 -h  i  sin  6  posant  i"  =:  —  i.  On  a  ainsi 
\\n  algorithme  spécial  pour  la  trigonométrie  sphérique. 

\±   On  a 

Q-  -—  11'-'  —  .r-  —  x'  —  .r-  4-  2  <«•  (  ix  -\- JY  -+-  /(Z  ) , 
en  ayant  égard  aii\  érpintions  (A),  (B),  (<')  :  donc,  pour 


(  '^■«'  ) 

(|U(;  Q'  soii  égal  à  i,  il  laul  (juo  Ion  ail 
alors 


2 


et 

(L )  y' —  I  =  !  cos  (p  4- 7  sin  -f  cos  ^]>  -h  X  sin  -p  siii  -^ . 

cp  et  ^  étant  arbitraires,  on  voit  que  y  —  i  coiTcspond  à 
une  infinité  d'expressions  quateinionnos. 
13.   Si  dans  l'équation  (I)  on  fait 

2  • 

alors  le  point  R"  est  le   pôle  de  l'arc  RIV,   l'angle  R  a 
pour  mesure  RR',  et  l'on  a 

^^  (  =  — cosRR'+(/a"+yp"+/t7")sinRR'. 

Si  l'on  change  a ,  (3  en  a',  (3',  et  ance  versât,  a" ^  |S",  y" 
changent  de  signe,  et  l'on  a 

-  ^  ^  )  =r  —  COS  RR'  -  (/a"  H-y  '^"  —  kf  ]  sin  RR'  ; 

écrivons 

/a'-f-yfi'+Â-7'=/,4,; 
alors  on  aura 

(O)       p.  (cosô  4-  '(^  sin  0]  X  p-  (cos  0  —  /j^  sin  (i\  =  p% 
(P)  'R'R''K''K=  '  ' 

car 


(  28.  ) 
Les  (|uaieiniuiis  l^l\^,  el  /]^,i\^  sonl   dits  réciproques  Tun 
de  l'autre. 

Ohservalion.   Cela  ne  s'applique  qu'aux  quaternious 
pour  lesquels  la  partie  réelle  \v  est  nulle. 

\  i.   i.jh=i.i——  1 ,  i)  .  A  =  A . A  =  —  I  ;  donc 

/./>?■  =  //.>{-, 
de  môme 

Jji=j.—f>   ~  —,//•  =  —  /,      Jj.i  =—i; 

done 

de  là  on  conclut  Q,  Q',  Q",  désignant  des  qualej nions 
complets  : 

(Q)  Q-Q'Q"  =  QQ'.Q, 

de  même 

( Q' )  Q . Q' Q" Q"  =  QQ' .  Q" Q '  =  QQ' Q" . Q" ; 

par  conséquent, 

'r  'r'  •  'r''k  =  'r  'r'  'r'  •  'r  =  —  'r  •  'r  =  '  ' 

comme  ci-dessus. 

15.  Les  théorèmes  exprimés  dans  les  formules  (Q)  cl 
(Q')  sont  d'une  grande  importance  dans  le  calcul  des 
quaternions;  ils  tendent,  autant  que  possible,  à  assimi- 
ler ce  système  de  calcul  à  celui  qui  est  employé  dans  l'al- 
gèbre ordinaire.  Dans  la  multiplication  ordinaire  on  peut 
partager  chaque  facteur  en  un  nombre  quelconque  de 
parts,  réelles  ou  iniaginaires,  et  réunir  ensuite  les  pro- 
duits partiels  5  la  même  chose  a  lieu  en  opérant  sur  les  qua- 
ternious. La  niuîtiplicatiou-qunterniontic  possède  le  ca- 
ractère flislribuU/' de  la.  multiplication  ordinaire  :  ainsi 
l'on  a 

Q(Q'  -4-  Q")  ^--  QQ'  f  QQ'  ;  (Q'  +  Q  ")Q  =  QQ  4-  Q"Q,  eu  •; 


(  -«-5  ) 

mais  dans  ralgèbie  ordinaire  l'on  a 
QQ'  =  Q'Q- 
«  Celle  égalité  du  produit  des  facteurs,  pris  dans 
un  ordre  inverse,  ne  subsiste  pas  pour  les  (jualernions 
{ji'  =  —  ')')'■,  le  caractère  cornrnutafif  se  perd  en  passant 
dans  la  nouvelle  manière  d'opérer,  et(^'Q— QQ',  au  lieu 
d'être  un  symbole  de  zéro,  représente  une  quantité  ima- 
ginaire pure.  D'un  autre  côté,  pour  les  quaiernions  aussi 
bien  que  pour  les  facteurs  ordinaires  ,  nous  pouvons,  en 
général,  associer  ensemble  les  facteurs,  par  groupes,  de 
toutes  les  manières  qui  ne  troublent  pas  leur  ordre  ^  par 
exemple , 

Q . Q' Q" .  Q'"  Q'^  =  QQ' .  Q  "  Q"  Q'^ . 

Ainsi  ce  qu'on  peut  appeler  le  caractère  associatif  de 
l'opération ,  ainsi  que  le  caractère  distributif,  sont  com- 
muns aux  quantités  algébriques  ordinaires.  » 

( Traduction  littérale.) 

Le  même  \o\unie  du.  Magasin  philosophique  (p.  4^9) 
contient  une  Lettre  très-intéressante  de  sir  Hamilton  à 
son  savant  ami  M.  Jones  Graves ,  où  l'illustre  géomètre 
trace  la  suite  des  idées  qui  l'ont  mené  au  système  des  qua- 
iernions. On  y  trouve  cette  observation  : 

Division  des  <7?fa/e/vi«o/z5.  Les  équations  (D)  donnent 

iv'  =  (  iviv"-ir  xx"  +  yy"  4-  z'  z"  )  (  w'  +  jc=  -h  r'  -f-  z')~' , 
.r'  =  [wx"  4-  zy"  —iv"x—  yz")  (w'  +  x-  -h  j'  -\-  z'')-\ 
y'  =  (xz"  -f-  (vy"—ya>"  —  zx")  [w'  -{-  x'- -h  y'  -h  z')-', 
z'  =  {yz"  -+-  »'z"  —  ztf"  —  xy"  )  (  <ï'^  -{-x-  -+-  y-  +  z')-'  ; 

d'où  l'on  déduit  que  le  module  du  quotient  est  le  quotient 
des  modules. 

Observation.  La  théorie  des  quaternions  est  la  clef 
des  clefs  algébriques  de  M.  Cauchy  et  y  a  évidemmeni 
donné  na.\s?,di\\ce  {Comptes  rendus,  i85:^,  lo  janv.,  p.  70, 
et  17  janv.,  p.  129).  Suum  cuiquel 


.84  ) 


TABLE  DES  EXPRESSIONS  DES  SINIS  DES  ARCS  CROISSANT 
PAR  TROIS  DEGRÉS  A  PARTIR  DE  TROIS  DEGRÉS. 


Obsetvation .   C'est  la  Table  XIX  de  Lambert. 
Notation  : 


«f  —  V  5  +  v/S  ;    f=  V  5  —  V^5  ; 
g'  =  v/3  -M  ;        /,  =  v^  —  I . 
La  notation  n'est  pas  de  Lambert. 

sin    Z°  =z^[—  a  —  b  ■^-  c  -^  cl  —  chy, 

sin    6«=^[/v/3-c-«]; 

sin    çf  =  j\a  -\-  c  —  f\\ 
4 

sui  I  2"  =  -î^  [  /;  —  d  -\-  f:\\ 
o 

sin  1 5"  =  -  [  —  a  +  /^  ]  ; 

V/2 

sin  i8°=  Y-[—  ^  +  <^]; 

sin  21°  =  5  [«  —  /;  -f-  r  —  ^  +  /g'  I  ; 
o 


■aH'. 


sin  9.7"  =  ^  [  —  </  -\-  (■  -j-  <■]; 


sin  3o  "=:  -; 
2 


sin  33"  =  o  [  —  «  —  ^    i    r  -I-  ^/  -I-  r/i  j , 
o 

sin  3G"  —  -y  f  sli; 

sin  39"  ^z^  -Aa  -\-  b  -\-  c  -h  d  — /'//  ]  ; 

sin  42"  =^  -jT-  [  «  —  '■  4-  <"  V  3  J  ; 
sin  45"=:  fi  ; 

1/2 
sin48"=-^[  — ^  +^/-f-r], 

sin5i''=r^[— ./  ^  h  —  r  -f-,/-f-/^]; 

sin54°=:-j-[«  4-r]; 

1 

sni  57°  =  ô  I  —  "  -i-  0  -h-  r  —  (i  -{-  cg  ]  ; 

sin  60°=:  —  b  Jl; 
2 

sin  63°  r=j\—  a  ->r  c  -\-  r^^■, 
sin66°=^[«-|-r-f/v/3]; 
sin  69"=  ^  [  «  +  /.»  H-  <^  -f  <l-^fh  j  ; 
sin  72»=  jr  \Ji; 


sin  75"—  -(  ^/  i  ^  |; 


f 


(  -^M  ) 
sin8i"  =  ^[«  +  c--h/]; 

o 
sinS']°  =  T^[  o  —  h  —  c  -]-  (i  +  t'g  ]; 

sin  90°  =  I . 
On  peut  calculer  toutes  ces  lignes  au  moyen  des  trois 

sinus  : 

sin  18",     sin  3o°,     sin  45°  ; 
sin  48°  =  sin  (  1 8°  -h  3o°  )  ; 
sin  3"  —  sin  (48"  —  4^"j.  «^'f- 

Legendre  donne  la  Table  de  10  grades  en  10  grades,  ou 
de  9  degrés  en  9  degrés.  (  Trigonométrie ,  §  XXII.  ) 


THËORËMË  SIR  LES  LinilTËS  DES  RACINES  RÉELLES  DES 
ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 


Par   m.   J.-.I.  SYLVKSTER, 

Avorat  a  Londres. 


Soif 


/(.r)  =  o 


une  équation  algébrique  de  degré  n  ,  et  supposons  qu'en 
opérant  sur  f{x)  et  /'  [x)  comme  dans  le  théorème  de 
M.  Sturm,  on  obtienne  les  n  quotients 

il  faut  reniarqnor  scnlcTnoTil   (m'oM   ohlicnl  le  n"'""'  quo- 


(  '-87  ) 
li<'iit  a,^x -{-  Z»„,  en  divisanl  ravai)t-dernit;i  résidu  par  le 
dernier  résidu. 

Formons  la  série  de  y.  //  (juantités 

±2  —  rt,         ±2  —  a,        ±2  —  a,  ±2  —  (t„ 


y , •)•••    1 


il  n'y  a  aucune  racine  de  l'équation 

/(^)  =  o 

entre  la  plus  grande  de  ces  quantités  et  -f-  oo  ,  ni  entre  la 
plus  petite  de  ces  quantités  et  —  oo   (*). 


SIR  LES  PROPRIÉTÉS 

Des  surfaces  du  second  degré  qni  correspondent  aux  lliéorènies  de  Pascal 
et  de  ill.  Brianchon,  daus  les  coniques; 

D'après  M.    George  SALMON. 

(Philosophical  Magazine,  t.  \XIV,  p.  49;  if^Vi- J 

i.   Soient 

S  =  o 

l'équation  d'une  conique  A  ; 

L  =  o,     L,  =  0,     Lj=o 

les  équations  de  trois  droites  \ 

S--L^=o,      S  — L;=o,     S  — L;:=o 

seront  les  équations  de  trois  coniques  B ,  C ,  D  qui  ont 
un  double  contact  avec  la  conique  A  ;  A  et  B  se  touchent 
aux  points  où  la  droite  L  rencontre  la  conique  A  ;  A  et  C 
aux  points  où  la  droite  Li  coupe  A,  etc.:  les  deux  co- 

(*)  Pi'Dphainement,  une  démonstration  de  cp  ihéovî'me  gcncralisé . 


m 

qu 

es 

U 

»'t 

C 

B 

et 

D 

c; 

et 

D 

!S8 


...  ,  I    I.  -+-L,  —  o,     L—  L,  ==  o; 

ont  cvidoiiinu'iit  |)oiir  ^  ,         ^ 

,       ...  .  I,  +1.2  =  0,     L  — L,  =  o; 

coivlcs  cl  intersection  i 

f   L, +  L,  ^o,     L,— L=r(». 

Les  trois  premières  droites  et  les  trois  dernières 
L  —  L|  =  o ,  L|  —  Lj  =r  0 ,  L  —  Lj  =r  G , 
L  —  L,  =  o,      Li  +  L5=o,      L  +  L,  r:ro, 

passent  resjiectivenient  par  le  même  point. 

De  là  ,  ce  théorème  : 

Si  ti'ois  coniques  ont  un  double  contact  avec  une  qua- 
trième conique j  lems  yix  cordes  d'intersection  pas- 
sent tî'ois  à  trois  par  la  même  point  j  si  cliacune  des  trois 
coniques  devienl  un  système  de  deux  droites ,  on  a  le 
théorènie  de  M.  Brianchon  directement,  et  la  réciproque 
donne  le  théorènie  de  Pascal, 

Observation.    Les  quatre  droites  représentées  par 

L — L,  =  G,      L  —  L;=o,      L=:o,      L,  =  0, 

forment  un  faisceau  harmonique. 

^1.  Supposons  maintenant  que  S=o  soit  l'équation 
d'une  surface  du  second  degré,  et  que 

L=ro,      L,  =  0,      L,=  o 

soient  les  équations  de  trois  plans.  On  démontre  comme  ci- 
dessus  ,  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  surfaces  B  et  C  du  second  degré  sont  enve- 
loppées par  une  troiaième  surjace  A ,  les  surfaces  B  et  C 
se  couperont  suivant  deux  courbes  planes^  ces  deux 
plans  et  les  deux  plans  de  contact  avec  la  surface  for- 
ment un  faisceau  harmonique. 

Si  trois  surfaces  du  second  degré  B,  C,  D  sont  enve- 
loppées par  une  (jualriènie  surjace  A  ,  les  plans  d'inter- 
seilion    mutuelle  l> .  (1.  I)  passent  par  le  point  diiitei- 


(  ^89) 
section  des  trois  fjlans  de  contact,  et  elles  passent  trois 
il  trois  par  /es  mêmes  lignes  droites. 

Supposons  que  les  surfaces  lî,  C,  D  devienneni  des 
rônes,  nous  aurons  un  théorème  analogue  à  celui  de 
M.  Brîanclion. 

Réciproque  de  ce  théorème  : 

Si  l'on  fait  trois  sections  planes  dans  une  surface  du 
second  degré,  on  peut  faire  passer  deux  cônes  par  deux 
quelconques  de  ces  plans  ,•  les  six  sommets  de  ces  six  cônes 
sont  dans  un  même  plan  et  trois  à  trois  sur  une  même 
droite,  et  forment  ainsi  les  angles  d'un  quadrilatère 
complet. 

Ce  théorème  est  analogue  à  celui  de  Pascal,  \Lu  ell'et , 
soient  ABCDEF  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique  et 
G  l'intersection  des  côtés  opposés  AB,  DE;  H  l'intersec- 
tion des  côtés  opposés  BC,  EF;  R  l'intei section  des  côtés 
opposés  CD,  T'A.  Imaginons  maintenant  que  la  conique 
représente  une  surface  du  second  degré ,  et  que  AD ,  BE, 
CF  représentent  trois  sections  planes  :  ABGDE,  BCHEF, 
CDKFA  sont  les  trois  cônes  qui  renferment  ces  sections  , 
et  les  trois  sommets  G,  H,  K  sont  en  ligne  droite. 


SOLITIO^  DE  \A  QIESTION  27i  (STEIRIER) 

(voir  p.  99)  ; 

Par  m.    T.-B.   KH0RASSAND.II,    Arménien. 


Théorème.  Par  le  point  p  et  les  sommets  A ,  B,  C ,  on 
mène  trois  droites  rencontrant  respectivement  les  côtés  a, 
b,  c  en  a, ,  h^,  c^:,  si  l'on  a 

Ap.Bp.Cp  —  n^p  h.p.c^p, 

Ànn.  dr   M.ilhrni.U.,    t,    XII.    '  \oM    i8.^.3.)  ip 


(   ^Po  ) 
le  lieu  des  points  p  est  une  ellipse  circonscrite  au  triangle, 
et  avant  pour  centre,  le  centre  de  gravité  du  tnangle. 

Lemme.  Soit  O  un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence circonscrite  au  triangle  cquilatéral  ABC  5  prolon- 
geons OA,  OB ,  OC  jusqu'en  a,  J,  c,  où  ces  droites 
coupent  les  cotés  opposés  aux  sommets  A,  B,  C;  nous 
aurons  l'égalité 

(A)  OAXOB  X  0C  =  0«  X  0^  X  Oc. 


6 


Démonstration.  A  cause  de  l'égalité  des  trois  arcs  AB, 
BC,  CA  ,  et  par  suite  de  la  théorie  de  la  mesure  des  au- 
les ,  il  est  facile  de  voir  que  les  angles  en  c,  è,  mar- 
qués (i)  et  (2),  sont  égaux  respectivement  aux  angles  en  A, 
marqués  (i)  et  (2).  D'ailleurs,  chacun  des  angles  BOc, 
BOa,  COa  et  CO^  est  égal  à  l'angle  du  triangle  équila- 
téral.  Cela  posé, 

i".   T.rs  triangles  semblables  AO/>,  AOc  donnent 

OAOA 
07  ~  ÔÂ  ' 


l'm'i 

i)  ÔÂ'=OA.Oc; 


(  '^9>  ) 
■^",    f>es  iriaiigles  semblables  lîOr.  W)(/  (lomicni 

BO  _  0  r 

Ô^  ~  ÔB  ' 
d'où 

(2)  0B'=0c.0a; 

3°.   r^es  Iriangles  semblables  CO«,  C0/>  donnent 
CO  _0« 
06  ~ÔC  ' 

doù 

(3)  Ôc'  =  0«.0/;. 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  (i),  ['i)  et  (3), 
on  trouve 

Oa'  X  OB"  X  OC   =Ô~a>:Oh'-xÔ~c, 
ou, enfin, 
(A)  OAX  OBX  OC  =  0«XOÂ  X  Oc. 

C.     Q.    F.     D. 

Memaïque  I.   On  sait  que  l'on  a 
OA  =r  OB  +  OC. 

Donc,  en  remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs,  tirées 
des  équations  (i),  (2)  et  (3),  on  a 


\l0b.0c=  sjOc.Oa  -f-  sjOa.Ob. 

Remarque  II.   On  peut  écrire  l'équation  (A)  ainsi  qu'il 
suit  : 

OA        OB        OC 
^  Oa        Oh        Oc 

Sous  cette  forme ,  on  voit  que  la  relation  est  projective 
cylindriquementj  mais  si  l'on  fait  une  projection  cylin- 
drique de  la  figure  précédente  ,  le  cercle  devient  une  el- 


{  ^92  ) 
Ji|>se,  le  triangle  équilatéral  inscrit  au  tercle  devient  un 
triangle  d'aire  maximum  inscrit  dans  l'ellipse,  et  ayant 
par  suite  son  centre  de  gravité  au  centre  même  de  l'ellipse. 
On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  M.  Sleiner,  qui  fait 
l'objet  de  la  question  27! . 


BIBLIOGRAPHIE. 

Tous  les  ouvrages  annonces  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathcmaliques 
se  trouvent  chez  Mallet-Bachelier  ,  libraire,  quai  des  Augustins,  55. 


Traité  de  calcul  différentiel  a  l'usage  des  aspirants 
au  grade  de  licencié  es  sciences  mathématiques  ",  par 
M.  l'abbé  Laurent,  ancien  professeur  de  l'Université. 
Paris,  Mallet-Bachelier,  libraire,  1853;  iu-S",  xvi, 
48o  pages  \  figures  dans  le  texte. 

On  préfère  les  w^agons  des  chemins  de  fei  aux  véhi- 
cules traînés  par  les  chevaux,  parce  qu'il  y  a  économie 
de  temps  et  de  fatigue.  Dans  l'enseignement  mathéma- 
tique, il  faut  aussi  viser  à  obtenir,  autant  que  possible, 
ces  deux  économies  j  mais  ce  n'est  pas  le  point  le  plus 
essentiel.  Les  sciences  géométriques  ont  trois  buts  qu'il 
faut  savoir  distinguer.  Le  but  matériel  est  d'apprendre 
à  mesurer  des  distances,  à  métrer  des  aires,  à  cuber  des 
volumes,  à  dessiner  des  figures  semblables,  à  calculer  des 
sommes  et  des  forces,  etc.  Accoutumer  l'esprit  aux  rai- 
sonnements sévères,  aux  déductions  rigoureuses,  aux 
méditations  longues,  persistantes,  pénétrantes,  c'est  le 
but  intellectuel;  enfin  il  y  a  un  but  moral,  et,  certes,  ce 
n'est  pas  le  moins  important.  Il  s'agit  de  raisonner,  non 
pas  en  plaidant ,  en  vue  de  gagner  une  cause  par  une  dia- 
lectique spécieuse,  mais  uniquement  pour  découvrir  la 


(  '^9^  ) 
vèrilé  oiilière,  sans  niéldugo  cl'aiu:uM  iiilcTÙl  [x-rsoniicl , 
d'aucune  passion,  d'aucune  prévenlioii  individuelle;  et, 
sous  ce  point  de  vue,  les  Eléments  d'Euclide  sont  un 
chef-d'(»:uvre  d'une  haute  moralité,  qui  devrait  servir  de 
prototype  à  l'éducation  scientifique  de  la  jeunesse. 

Dans  cet  ouvrage  immortel,  on  pose  des  postuhila, 
en  avouant  de  bonne  foi  ne  pouvoir  les  démontrer.  Ces 
postulatn  accordés,  on  n'invoque  plus  c|ue  le  pouvoir  in- 
déclinable du  syllogisme  (*);  ainsi  le  but  intellectuel  et 
moral  est  le  premier  besoin  ,  constitue  la  vitalité  mathé- 
matique. Toutefois  il  existe  une  méthode  qui,  atteignant 
ce  but,  a  encore  le  privilège  de  réaliser  les  deux  écono- 
mies que  nous  avons  ci-dessus  indiquées.  C'est  la  méthode 
infinitésimale,  ou  autrement  \g  calcul  diffcieuticl.  Celte 
méthode  repose  sur  l'idée  obscure,  mais  certaine,  de 
l'existence  d'un  rapport  y/wz"  entre  quantités  ïiifiniinent 
petites.  Lorsque  deux  corps  se  meuvent  uniformément 
avec  des  vitesses  dans  le  rapport  de  looo  à  i  ;  dès  le  premier 
instant,  ce  rapport  existe  entre  les  premiers  espaces  par- 
courus quoique  infinim.ent  petits;  le  conmient  échappe  à 
toute  explication  ,  mais  l'existence  est  certaine.  C'est  ainsi 
que  l'Acacia  croit  bien  plus  rapidement  (jue  le  Chêne.  Ce 
rapport  entre  le  temps  décroissance  existe,  sans  nul  doute, 
dès  les  premiers  développements  naissants  des  embryons 
respectifs;  embryons  qui  sont  eux-mêmes  les  produits 
d'embryons  antérieurs ,  et  ainsi  de  suite.  Les  différentielles 


C  )  Le  célèbre  Ramus  a  soumis  Euclide  à  un  examen  logique  dans  un 
ouvrage  extrêmement  curieux  :  P.  liami  scholarum  mathenia  lie  arum  lihi  i 
nnus  et  triginla.  Francf. ,  iSgg. 

Cet  ouvrage  contient  des  renseignements  historiques  d'un  haut  intérêt. 
Nous  y  reviendrons.  C'est  là  qu'on  lit  le  diplOnie  de  Charles  IX  ,  qui  met  les 
chaires  du  Collège  de  France  au  concours,  mesure  sollicitée  par  Ramus. 
lin  nommé  Charpentier,  ayant  été  écarté,  se  vengea  en  taisant  égorger 
Ramus,  dans  la  sanglante  journée  de  i5y'i. 
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sont  les  embryons  des  quantités.  Le  calcul  difïérentiel  esi 
en  quelque  sorte  Vovologie  des  mathématiques,  et,  de 
même  que  les  Sciences  naturelles  et  physiques  ne  doivent 
et  ne  devront  leurs  progrès  qu'à  l'étude  de  l'ovologie  et  des 
actions  moléculaires ,  les  Sciences  exactes  ont  leurs  racines 
primordiales  dans  le  sol  différentiel;  en  cultivant  ce  sol, 
elles  ont  acquis  plus  de  richesses  en  un  demi-siècle  que 
dans  quarante  siècles  auparavant,  et  c'est  en  persévérant 
dans  cette  culture  qu'on  peut  espérer  obtenir  de  nouvelles 
richesses  etdepénétrerde  plus  en  plus  dans  les  profondeurs 
du  monde  moléculaire.  De  plus,  ce  calcul  est  d'une  extrême 
facilité ,  pourvu ,  bien  entendu ,  qu'on  veuille  bien  l'expli- 
quer d'une  manière  facile.  C'est  l'objet  du  présent  Trciilé. 

((  J'ai  tâché  de  ne  jamais  perdre  de  vue  que  la  lucidité 
»  et  la  rigueur  doivent  caractériser  un  livre  élémentaire. 
))  Désirant /;o/>«/rtmer,  pour  ainsi  dire  ,  cette  partie  fon- 
»  damentale  des  traités  mathématiques ,  je  ne  me  suis  pas 
»  laissé  dominer  par  la  crainte  de  paraître  quelquefois 
»  prolixe ,  en  m'elforçant  d'aplanir  les  difficultés  d'une 
»  science  qui  en  renferme  déj  à  assez  de  réelles  sans  en  créer 
»  d'autres  par  défaut  de  méthode  ou  de  développements. 
»  C'est  pourquoi  j'ai  insisté  sur  les  théories  à  proportion 
))  de  leur  importance  ,  et  multiplié  les  exemples,  confor- 
»  mément  à  ce  conseil  du  géomètre  anglais  :  in  scicntiis 
»  addiscendis,  exempla  prosunt  magis  quant  prœceptn .  » 
(Newton,  Arith.  uniu.) 

Le  vénérable  auteur  est  resté  constamment  lîdèle  à  cette 
promesse.  Des  exemples  simples  et  multipliés  éclaircissent 
les  abstractions  des  théorèmes,  font  concevoir  la  généra- 
lité théorique,  ollrent  des  points  de  repère  et  de  repos  à 
l'esprit. 

Les  méthodes  de  M.  Cauchy  servent  de  guide  ;  mais  par- 
tout ces  mélhodes  sont  mises  à  la  portée  du  grand  nom- 
bre,  ^o\\[  populdiisccs.  Par  cvenqih' ,  pour  expliquer  le 


{  ^9^  ) 
rapport  fini  entre  quantités  infiniment  petites,  on  prend 
un  triangle  ABC ,  et  l'on  inscrit  dans  l'angle  A  une  droite 

DE  parallèle  à  BC;  on  a  -—  =  Yt'  ^^  ^*  parallèle  s'ap- 
proche continuellement  du  sommet  A;  AD  et  AC  dimi- 
nuent constamment-,  mais  leur  rapport,  même  un  in- 
stant avant  que  ces  segments  disparaissent  simultanément, 

AB 
est  constamment  égal  à  -— •  L'existence  du  coefficient  dif- 
AC 

férentiel  est  rendue  manifeste  par  le  mouvement  de  rota- 
tion d'une  sécante  autour  d'un  point  de  la  courbe.  Il  nous 
semble  que,  dans  le  môme  système  d'exposition,  on 
aurait  pu  abréger  ce  qu'on  dit,  au  commencement,  des 
dérivées  de  fonctions  de  fonctions  et  d'un  ensemble  de 
fonctions,  etc.  Est-il  bien  nécessaire  de  démontrer  que  , 
lorsque  deux  fonctions  sont  égales,  leurs  (lèrivées  et  leurs 
différentielles  sont  aussi  égales  (p.  12)?  Il  ne  me  paraît 
pas  non  plus  convenable  de  commencer  un  paragraphe 
par  la  conjonction  ou  (§  36,  p.  16). 

Dès  la  page  20,  l'auteur  adopte  la  notation  si  expres- 
sive de  z'j;  qui  signifie  le  coefficient  différentiel  de  z  pris 
par  rapport  à  x  5  ainsi ,  lorsqu'on  a 

a=:F(s),       z=/{y),      jr=<f{x), 

on  peut  écrire 

«1  =  <    Kj!r- 

La  dill'érentielle  partielle  d^u  est  expliquée  ensuite. 
Ainsi,  si  l'on  a 

U=  (p(/,    z), 

y  et  z  étant  des  fonctions  de  w ,  on  a 
du  =  dj.  a  -{-  r/j  u . 
On  donne  pour  exemple  de  différentiation  des  fondions 
implicites ,  l'équation 

(  X  —  hy-  )■'=--(  ax'  —  r  )  *      '  |  >  •  29  ) . 


1 
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Let)  deux  premiers  chapitres  (i-i34)  lenf'ermenl  tous 
les  procédés  differeiiliels  appliqués  aux  fonclions  et  aux 
équatious,  algébriques  et  traiiscendautes,  auxditîérenlia- 
tions,  raédia'.es  ou  immédiates,  partielles  ou  totales.  La 
lliéorie  si  importante  du  changement  de  la  variable  indé- 
pendante, clairement  développée,  termine  le  premier 
chapitre.  Les  dèterniinnuts  se  produisant  partout  où  il  v 
a  des  transformations,  on  aurait  pu  en  parler  à  celte 
occasion.  Les  théorèmes  fondamentaux  de  Taylor  et  de 
Maclaurin,  avec  les  limites  des  restes,  sont  bien  détaillés 
et  graduellement  expliqués  et  appliqués. 

Le  chapitre  III  (139-220)  contient  les  applications 
(tnalyUques.  On  y  indique  le  moyen  ingénieux  imaginé 
par  Machin  pour  rendre  très-convergente  la  série  de  Leib- 
nitz  qui  donne  la  valeur  de  t:  ^  on  a 

7:  =  16 

Quand  le  développement  de  la  tangente  en  fonction  de 
l'arc  avec  la  loi  des  coeiricients,deviendra-t-il  élémentaire  i^ 

Dans  le  développement  en  série  des  équations  à  deux 
variables,  on  donne,  entre  autres  exemples,  l'équation  gé- 
nérale des  coniques 

y-  —  nix  —  /?.r'  =0      f  p.   1 55  !. 

La  série  de  Lagrange  est  omise. 

En  traitant  des  expressions  des  lignes  Irigonomélriques 
circnhiires  en  fonctions  exponentielles  ,  il  était  facile  de 
dire  un  mot  des  lignes  Irigonométriques  hyperboliques 
qui  j)ré[)arent  si  bien  aux  fonclions  elliptiques. 

On  donne  le  développement  de /(  I  +  e  cos  V')  (p.  ij5) 
et  de  (i  H-  e  cos  v)  (p.  lyS),  si  utiles  en  Astronomie. 


I 
5~" 

I 

3.5^   ' 

I 

I 

575'^ 

7.5^ 

I 
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Les  cas  paiilculieis  où  les  fotH;lioris  prennent  les  six  va- 
leurs singulières  -■>  — ,0.00,  0'%  co  '\    T"^  ,  sont  étudiés 

avec  soin.  L'auteur  donne  de  nombreux  exemples  bien 
choisis  pour  faire  comprendre  la  théorie  des  valeurs 
extrêmes  des  fonctions  à  une  variable,  à  plusieurs  varia- 
bles^ et  lorsque  ces  valeurs  sont  assujetties  à  certaines 
conditions,  on  fait  usage  des  nmltiplicateurs  qu'on  doit  à 
Euler. 

Le  chapitre  quatrième  et  dernier  (224-471)  t-'st  consa- 
cré aux  applications  géométriques  et  commence  par  de 
nombreux  problèmes  de  maxima  et  minima  (224-255)» 
concernant  la  géométrie  triangulaire  et  polygonale,  les 
coniques  (loi  de  réfraction;  :  on  suit  avec  intérêt  un  cal- 
cul sur  la  cellule  des  abeilles ,  dont  on  ne  connaît  guère 
que  la  conformation  hexagonale*,  tandis  que  c'est  le  fond 
de  la  cellule,  le  solide  qui  la  termine  ,  qui  est  la  partie  la 
moins  connue  et  la  plus  merveilleuse.  L'auteur  cite  ici 
cette  pensée  de  Haûy,  «  que  la  devise  familière  à  la  nature 
est  économie  et  simplicité  dans  les  moyens,  richesse  et 
variété  inépuisable  dans  les  elTets  (p.  245);  »  ajoutons  que 
la  nature  est  un  mot  de  trois  syllabes  :  il  n'y  a  de  réel  et 
d'admirable  quelauteur  delà  nature,  le -^îj/t^'K.'^yV  de  Platon. 

Trente  questions  sur  des  maxima  et  minima,  fort  inté- 
ressantes, sur  des  périmètres,  des  aires  et  des  volumes, 
forment  d'instructifs  exercices. 

Sous  le  titre  de  ;  Courbes  planes ,  l'auteur  commence" 
par  décrire  successivement  les  courbes  transcendantes 
célèbres  chez  les  anciens,  la  sinusoïde,  la  cycloïde,  etc., 
courbes  modernes ,  et  démontre  les  propriétés  principales 
des  coniques. 

La  théorie  des  tangentes,  normales,  rayons  de  cour- 
bure, angles  de  contingence,  développées  et  dévelop- 
pantes, est  exposée  analytiquement  et  éclaircie  géomé- 
triquement. 
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L'ouvrage  est  terminé  par  les  formules  connues  rela- 
tives aux  courbes  à  double  courbure  et  aux  surfaces  cour- 
bes (430-471). 

M.  l'abbé  Laurent  déblaye  les  avenues  de  la  Science. 
Après  avoir  lu  son  ouvrage,  on  étudiera  avec  finit  les 
Tiaités  de  MM.  Cauchy,  Duhamel ,  Cournot,  Moigno.  On 
doit  féliciter  le  vénérable  auteur  de  marcher  sur  les  traces 
des  Daguillon  ,  Clavius ,  Mersenne ,  Gassendi ,  Lami , 
Boscowich,  etc.,  et  de  consacrer  ses  loisirs  à  des  médita- 
tions qui  s'allient  sibien  avec  des  fonctions  sacerdotales,  et 
semblent  les  continuer  5  car,  Dieu  étant  la  source  de  toute 
vérité,  on  doit  considérer  les  mathématiques  non  comme 
un  art,  non  comme  une  science ,  mais  comme  une  révéla- 
tion permanente  de  l'intervention  divine  dans  la  structure 
et  dans  la  vie  des  mondes. 

Le  lecteur  aurait  une  idée  incomplète  de  ce  livre,  si 
nous  passions  sous  silence  une  qualité  essentielle,  la  per- 
fection tjpo graphique.  La  netteté  du  texte,  la  disposition 
bien  ordonnée  des  calculs,  la  symétrie  élégante  des  for- 
mules, charment  l'œil,  aident  aux  mouvements  de  l'es- 
prit \  c'est  un  nouveau  service  que  la  littérature  mathéma- 
tique doit  à  la  maison  Mallet- Bachelier.  L'honorable 
M.  Bachelier  a  malheureusement  succombé  :  nous  consa- 
crerons quelques  lignes  à  la  mémoire  de  ce  pourvoyeur  de 
l'intelligence  géométrique,  qui  pendant  une  longue  car- 
rière, aidé  d'un  Prote  intelligent,  M.  Bailleul,  d'habiles 
ouvriers,  ayant  toujours  mis  à  ses  produits  le  cachet  du 
beau,  est  parvenu  à  élever  une  profession  industrielle  à  la 
hauteur  d'un  art  libéral.  Tm. 


SIR  LA  QIADRATIRE  Dl  CERCLE. 


Montucla  a  publié,  en  17J2  ,  une  liistoire  des  recher- 
ches sur  la  fpiadraliirc  rln  cercle.  Cet  ouvrage  a  été  re- 
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produit  avec  drs  augiuenlalioiis  sous  forme  deSupplémeni 
au  quatrième  volume  de  V Ilisloire  des  Malhènuitiqucs , 
du  même  auteur  (1802),  volume  (]ui  est  eu  partie  pos- 
thume, l'auteur  étant  mort  en  1799,  et  qui  a  été  continué 
par  le  célèbre  astronome  Lalande  (*).  On  y  lit  (page  63o) 
qu'un  certain  officier  de  cavalerie  au  service  d'Autriche, 
nommé  M.  de  Leistner,  prélendit  avoir  trouvé  la  valeur 
exacte 

_  3844  ^  62' 

1225       35^ 

Soumise  à  l'examen  d'une  Commission  impériale,  cette 
valeur  fut  reconnue  inexacte.  Marinoni,  auteur  d'un 
ouvrage  de  géodésie  et  cité  par  M.  Chasles  [Histoire 
des  Méthodes,  page  446),  était  rapporteur.    En  effet, 

— ~  =  3,  i38.  .  .  .  Lambert,  qui  raconte  le  même  fait, 

1220 

indique  une  suite  de  fractions  s' approchant  sans  cesse  de  tt, 
et  dont  les  deux  termes  sont  des  carrés  parfaits.  On  a 

y/;T  =  1 , 7 -j  24538507 5  =  w, 

2  I 

-=  1  H 

m  I 

7H-- 


I 

I  H-  - 


3  + 


I 

I  +  - 


I 

I  + 


26' 
réduisant  la  fraction  continue,  on  obtient,  pour  —■> 


(*)  Lalande  ctait  un   astronome,  et  toutefois,  cliosc  aujourd'hui  siu- 
gulÏPie,  il  a  jiuhlic  un  Traité,  en  ([uatrc  volumes  in-i",  A'Asiroiwtnic. 
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39 

109 

i48 

3848 

35' 

44^ 

123 

167 

4342 

(  3oo  ) 
Carrant  les  doubles  de  ces  fractions,  on  obtient,  pour  r , 

(i^)\  ('i)\  (6?\,  (i^y, 

\8/         \9/        \35,/         V44/ 

(ii|),  (^y,  ii^y, 

\i23/         \io7/         \  p4^/ 
ou 

196       256      3844  6084     47524      87616      59228416^ 

64  '      81  '      1225  1936      i5i2g      ^7889       i88'J2964' 

la  série  A  exprime  le  côté  du  carré  équivalent  au  cercle 
dont  le  diamètre  est  i ,  et  les  fractions  inverses  de  cette 
série  expriment  la  valeur  du  diamètre  d'un  cercle  dont 
l'aire  est  i.  On  a,  dans  celte  même  série, 

j|=.... 83,84. 

En  calculant  la  valeur  du  diamètre  pour  la  valeur  or- 
dinaire de  r,  on  trouve  1,1283790;  la  diflerence  n'est 

que  de  0,0000006 ,  de  sorte  que  cette  fraction  -y-^  est 

utile  dans  le  jaugeage  des  cylindies.  Lambert  fait  aussi 
cette  observation  curieuse  : 

y    —  0.7853981634  =  «, 

4 
i 0,21 460 1 8366  _^         b 

a  a  a 

a        „        0,1 415926536        .,        r 
^  =  3+      ."-Z =3+^, 

3    -f-C  =  TT. 

La  raison  de  ce  fait  est  évidente. 

Tout  ce  qui  précède  est  consigné  dans  le  tome  II 
(première partie,  p.  x/\o  ;  1770)  des  excellents  documents 
que  Lambert  a  })iibliés  de  1765  à  177^  pour  l'usage  des 
malhémaJi(pu\s  cl  de  leurs  applicalions.  [/arlicle  cité  est 


(  ;^<"  ) 

adressé  à  ceux  qui  icclicrclicut  la  (|ua<liatiiiv  du  (('ick-. 
vl  il  <1ébute  ainsi  ; 

»  Je  puis  avoir  ijuclcjues  raisons  de  douter  si  la  pré- 
senle  dissertation  sera  lue  ou  même  comprise  par  ceux  cnii 
y  devraient  prendre  le  plus  d'intérêt;  je  parle  de  ceux 
qui  mettent  leur  temps  et  leurs  soins  à  cliercher  la  qua- 
drature du  cercle.  Il  est  assez  certain  qu'il  y  aura  toujours 
beaucoup  de  ces  gens-là,  et,  si  l'on  doit  juger  de  l'avenir 
d'après  le  passé,  ce  seront  toujours  des  hommes  qui ,  sa- 
chant peu  de  chose  de  la  géométrie ,  se  font  une  idée  fausse 
de  leur  propre  mérite  intellectuel ,  et ,  ce  qui  leur  manque 
du  côté  des  connaissances  et  de  l'intelligence,  ils  le  rem- 
placent par  des  sophismes  qui ,  souvent,  ne  sont  ni  très- 
lins  ni  très-eachés.  » 

Lambert  observe  que  la  valeur  d<;  t:  est  renfermée  entre 
ces  deux  fractions 

33685 1849443403   324521540032945 
1 0722327  3557 1 29 '   I o 1 95 1 4486099 1 4 ' 

la  première  est  trop  petite;  la  seconde,  trop  grande,  est 
plus  approchée  que  la  première  :  on  sait ,  de  plus ,  qu'entre 
les  deux,  il  n'existe  pas  de  quantité  rationnelle  plus  ap- 
prochée que  la  pkis  grande  de  ces  fractions;  donc,  s'il 
existe  un  rapport  rationnel  pour  tt,  ses  deux  termcsdoivent 
surpasser  les  deux  termes  de  la  seconde  fraction.  D'ail- 
leurs Lambert  a  démontré  le  premier  [Mémoires  de  l'a- 
cadémie de  Berliji,  1761)  que  77  et  tt^  sont  des  quantités 
irrationnelles.  Legendre,  améliorant  cette  démonstration, 
en  a  fait  l'objet  d'une  Note  à  la  suite  de  sa  Trigonométrie  ; 
toutefois,  il  est  certain  qu'il  existe  une  droite  égale  en 
longueur  à  une  circonférence  donnée  ;  mais  si  l'on  parvient 
jamais  à  construire  cette  longueur,  son  rapport  avec  le 
diamètre  correspondant  et  le  carré  de  ce  rapport  seront  in- 
commensurables. On  ne  voit  pas  comment  la  géométrie, 


(    302    ) 

livrée  à  elle-même,  pourrait  établir  cette  incommensura- 
bilité, ainsi  qu'on  le  fait  pour  le  rapport  du  côté  du  carré 
à  la  diagonale  et  pour  d'autres  incommensurabilités  qua- 
dratiques qui  sont  le  sujet  du  dixième  livre  d'Euclide. 
D'après  un  récent  travail  du  savant  géomètre  arabiste, 
M.  Woepke,  il  paraîtrait  que  les  Grecs  connaissaient  des 
incommensurables  d'un  degré  plus  élevé  que  le  second. 

Lorsqu'il  s'est  agi  de  l'article  Lambert  pour  le  diction- 
naire Michaud  ,  Lacroix  me  disait  qu'il  ne  connaissait  à 
Paris  qu'un  seul  géomètre  capable  d'écrire  cette  biogra- 
phie. C'était  mon  ami  Servois,  alors  conservateur  du 
Musée  d'Artillerie.  C'est,  en  effet,  un  morceau  fait  de 
main  de  maitre,  dans  cette  célèbre  collection.  Nous  don- 
nerons une  notice  biographique  sur  Servois,  un  des  pre- 
miers promoteurs  de  la  géométrie  segmentaire. 


RECUEIL  DE  FOUMIJLES  ET  DE  VALEURS  RELATIVES  AIX 
FONCTIONS  CIRCULAIRES  ET  LOGARITHMIOLES  (suite) 

(  TOir  t.  V,  p.  79,  151 ,  221 ,  349,   411  ) . 


j^o        3     22     333     355     io3g93     io4348    20884 1 

1      7      106     ii3      33io2       332i5      663i7 
312689    833719    1146408    4272943    5419351     80143857 
99532     265381     364913      1 360120     1725033    255io58?. 
165707065    245850922    ^\i55']C)8']     I  ir  ■ ,    o  JQ  \ 
52746197      78256779'   181002976     ^  '''' 

a-    7r       347     ï'      172     355   ,  j  , 

o^-.  -j  z=z  yi  -p,  -,  —7,  — î— ,  -— —  (rapport  du  cercle  au 
4      4    5    9    14    219    452  ^    '^^ 

carré  du  diamètre). 

Qv     TT        I      II      III      122     233     355   ,  ,    , 

00.    ^  = -,   — ,   ,    -— ,    — --,   — —     rapport  de  Ja 

6        2     21      212     233     445     078   ^     ^' 

sphère  au  cube  du  diamètre). 
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2  89    35     44     '^^     '67 


86.   -—  =  -,§,  — -,  ï^,    —,  — ^  (1  apport   (lu  tlia 
^7-       7    0    3i     39      109     148  ^     ^^ 

mètre  au  côté  du  carré  équivalent  au  cercle). 
^_         ?.      5    3i     67     667     3469     2i38[ 


\/ 


'4        4   25'  54'  4^7'  21796'  17233  ^   ^^ 


3" 

du  diamètre  de  la  sphère  au  côté  du  cube  équivalent  à 
la  sphère). 

00       2  12     1 3     168     34q    /  1      T       1 

00.  — —  =  — ,  — ,   —tt:->  rr-^     rapport  (iu  diamètre 
3/7J        II      12     i55     322    ^     ^^ 

,       V4 

d'un  cylindre  ayant  une  hauteur  égale  au  diamètre,  au 
côté  du  cube  équivalent)  (*). 

89.  sin  75"  —  sin  45°  =  sin  45", 

sin  i5^  .  sin  75"  =  7, 
4 

tang  1 5°  H-  tang  60"  =  2 , 
tang  75°  —  tang  60°  =  2 , 
tang  1 5°  H-  tang  75°  =  4 , 

sin  54"  —  sin  18°=-? 
^  2 

sin  54"  .  sin  18"  =:^  -7-- 

tang  18"  -+-  séc  i8"=  tang  54°, 

31 
sin  64"+  sin  18°  =  7» 

4i 
5 

cos  54°  +  COS  1  8"  =  3 , 


éc  30"  =  5  sin  60°. 


(*)  Lambert,  tnb.  XXIl. 


(  :io4  ) 


LA  TRItiOXOMÉTIilE  SPHÉRIOIE,  SIMPLIFIÉE  DANS  SES 
FORMULES  ET  SES  DÉMONSTRATIONS^ 

Par  mm.  Cornélius  KEOGH  (*)  et  V.-A.  LEBESGUE. 


Deux  remarques  très-simples  ,  tirées  d'un  Mémoire 
inédit  de  M.  Cornélius  Keogli  ,  permettent,  l'une  de 
simplifier  les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique, 
l'autre  d'en  abréger  les  démonstrations. 

L'application  de  ces  deux  remarques  sera  l'objet  d'un 
Traité  de  Trigonométrie  i  enfermant ,  en  outre ,  quel- 
({ucs  améliorations  de  détail. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  de  faire  connaître  à 
l'avance  les  deux  principes  et  leur  application. 

L 

Simplification  des  formules. 

Elle  consiste  en  ceci  :  a,  h^  c  étant  les  côtés  d'un  trian- 
gle ABC  tracé  sur  une  sphère  de  rayon  i,  A ,  B,  C  repré- 
sentent, non  les  arcs  de  rayon  i  qui  mesurent  les  angles 
proprement  dits  ou  intérieurs,  mais  bien  les  arcs  qui  me- 
surent les  angles  extérieurs,  suppléments  des  premiers. 

Ainsi  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  seront  a,  />,  c-, 
les  angles  extérieurs  A  ,  B,  C. 

Dans  le  triangle  polaire,  les  côtés  seront  A,  B,  C;  les 
angles  extérieurs  a,  ^,  c. 

D'une  formule  donnée,  on  en  tirera  toujours  une  autre 

par  le  changement  de 

1  I 

a.      smrt,      cosrt,      sin-rt,      cos -«,... 

(*)   Pi'oiioni'fz  Kiou. 


3o! 


A  ,  ,  sin  A  ,      cos  A  ,      sin  -  A  ,      cos  -  A , .  ... 
1  1 

cl  non 

A,      sin  A ,      — cos  A       cos- A,      sin -A,..., 

2  2 

comme  dans  la  méthode  usuelle ,  qui  peut  altérer  sensible- 
ment la  formule  primitive ,  quand  elle  n'est  pas  très- 
simple. 

Les  deux  exemples  suivants  montreront  l'avantage  de 
la  méthode  que  nous  proposons. 

Premier    exemple. 
Méthode  usuelle. 

a ,   5» ,  c  sont  les  côtés  fl-t-S-f-c  =  2/7; 
A,  B,  C  sont  les  angles  intérieurs. 

A  +  B  +  C—  180"=  2  P. 

2  sin  0  sinr 

ces'  -  A  =  — '—. — r^ ^ , 

2  sin  0  sin  r 

1  sin(B  — P)  sin(C  — P) 
COS^  -  fl  = ^ .      '    -. — ^ i , 

2  Sin  B  sm  C 

1  sin  P .  sin  f  A  —  P  ) 
sm' -a  = .    ^     .    ^ — • 

2  sm  B .  sm  C 

Ou  rencontre  deux  irrégularités  :  sin  changé  en  cos  ;  /?  —  c 
en  C  —  P,  etc. 

Méthode  proposée. 

a.^   b ,  c  sont  les  côtés  a  -^-  h  -^  c  =  2^  ; 
A,  B,  C  sont  les  angles  extérieurs. 

A  H-B-j-C  =  2P. 

\nn.  de  Mailtcmat.  ,   l.   XH.  (Août  i8")3.)  SO 


(  3o6  ) 


I  sinip  —  b)s,\n(p — c) 

cos'  -  A  ^ —        "^  ■ 

2 


I 

sm'- A  = 

2 


sin  b  sine 

sin/?.sin  [p  —  a) 

sin  ^  sin  r 

_sin(P  — B)  sin(P- 

-C) 

sin  B  sin  C 

sin/>.sin  (P  —  Aj 

cos'  -  a 

2 


Sin''  -  rt  =  .    „    .    ^ 

2  sm  B  sm  C 


Les  iri'égularités  signalées  ont  disparu. 

On  tire  de  ces  formules 

sin' A  sin' 6. sin' c  =  ^.sinp.s\n{p  —  a)  sïn{p  —  b)  sin  [p—c]  ; 

il  est  à  remarquer  que  sin  A  sin  b  sine  est  le  volume  du 
parallélipipède  dont  trois  côtés  contigus  et  égaux  sont 
OA,  OB,  OC,  en  supposant  que  O  est  le  centre  de  la 
sphère  ,  et  A,  B,  C  les  sommets  du  triangle  sphériquc^ 
C'est  le  rhomboèdre  normal  (C.  Keogh). 
Il  résulte  de  là ,  ces  équations 

sin  A sin  B       sin  C 

sin  a       sin  b       sin  c 


2  ysinp.sin  [p  —  a)  sin  {p  —  b)  sin  [p  —  c) 
sin  a  sin  b  sin  c 

qui  serviront  plus  loin. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  valeurs  de  sin* -A, 

cos*- A  se  tirent  presque  immédiatement  du  théorème 

de  Ptolémée  sur  le  quadrilatère  inscrit;  ces  formules 
pourraient  être  regardées  comme  fondamentales,  d'au- 
tant plus  qu'elles  donnent 

,  I   .  •      '   ,  .        cos  b  cos  c  —  cos  a 

cos'  -  A  —  sin'-  A  =  cos  A  =  — -    --. • 

2  2  sm  o  sm  c 


(  3o7  ) 
iJarnol  a  déjà  remarqué  que  toute  la  tiigonométrie  recti- 
ligne  se  tire  du  théorème   de  Ptolémée  (*).  Il  en  serait 
de  même  de  la  trigonométrie  sphérique. 

DruxiiîMF.  EXEMPLE.  —  Formulcs  de   Delamhre. 
Méthode  usuelle. 

sm-(A-l-B)        cos-(rt  — A) 


cos  -  C  cos  -  c. 

2  9. 


sin-(A  —  Bi       sin-fa 

2  '  2  ^ 


COS  -  c  sin  -  c 

2.  2 


COS  -  (  A  -h  B  )       cos  -[a  +  b 

2  ^  '  2 


sin  —  C  cos  -  c 

■X  1 


cos  -  (  A  —  B  )        sin  -  f  <■/  +  ^  1 

2  2  ^ 


.      I    „  .1 

sm  —  L  sm  -  c 

2  2 

On  trouve  ici  le  rapport  de  sin  à  cos-,  et,  réciproque- 
ment, le  rapport  de  cos  à  sin. 

Méthode  proposée. 

sin  -  (  A  -f-  B )        cos  -(a  —  b) 

2  ^  2  ^  ' 


sm  -  C  cos  -  c 

2  2 


sin-(A  —  B)       sin-(<7  —  b 

2  2  ^ 


sm  -  C  sm  -  c 

2  2 


(*)  Ptolémée  lui-même  fonde  toute  sa  trigonométrie  sur  ce  théorème. 

Tm. 
20. 


(  3o8  ) 


cos-(A-4-B)       cos  -  (a  +  Ij) 

2  2  ' 

1  I 

cos  -  C  COS  -  C 

2  2 


cos-(A— B)       sin-{a+b 


cos  -  c  sin  -  c 

2  2 

Toujours  ici  rapport  de  sin  à  sin  ou  de  cos  à  cos. 
L'apparition  du  signe  —  ne  rend  en  rien  les  applica- 
lions  moins  faciles. 

Analogies  de  Néper. 

Méthode  usuelle. 


cos-  {(t  —  b) 

I  12' 

lanu  -  (  A  -I-  B  )  =  cot  -  C . 

cos  -  (  «  +  P  ) 


sin  -  («  —  b) 
tang  ^  (  A  +  B)  =  cot  -  C .  — ^ 

m\  -  {(i  -\-  b) 

2   ^ 

cos-(A  —  B) 

tang  -  [a  -\-  b)=i  tang-c  . 

cos -(A  4-B) 


sin  -(A  —  B) 

1  12 

lang  -  (a  —  b)  =  tang  -  c  . 

2  '  2  .       \  , 

sm  -(A  4-  B 

2  ' 

Jl  y  il  i<'i  un  (  liangemeni  de  cot  en  tang. 


I 


{  3oy  ) 
Moihoilc  jyroposéc. 

cos  -  (a  —  b) 

1  12 

—  lang     (A  +  B)  =  tang-C. , 

cos  -In  -\-  b) 

2 

I  , 

sin  -  (a  —  b ) 

—  tang^(A  — B)=r  tan^j^C. ^^ , 

sin  -  (n  +  h) 

2 

COS  -  (  A  —  B  ) 

1  12 

—  laiii'-frt  +  b)  :--  t;iriLr-r , 

2  2  I 

COS  -  (  A  -f-  B  ) 

2  ^  ' 

sin  -  (A  —  B) 

1  12 

—  tanq  -(a  —  b)  ==  lanc;  -  <• . , 

*-    2  '  2  I 

sin  -(A  -+-  B) 

Ici  les  langenles  se  piéseutent  toujours;  le  passage  au 
iriangle  polaire  est  mieux  marqué,  de  même  que  dans  les 
formules  de  Delambre. 

L'article  suivant  montre  un  autre  avantage  de  la  nou- 
velle notation. 

IL 
Simplification  des  dénionstrations. 

Elle  repose  sur  ce  principe  :  Prolongez  deux  des  côtés, 
^,  c  par  exemple,  au-dessous  du  côté  a  pris  pour  base, 
et  vous  compléterez  un  fuseau 5  les  deux  triangles  ABC, 
A'BC  auront  un  côté  comnaun  BC  =  a. 

Les  angles  opposes  intérieurs  ou  extérieurs  seront 
égaux  A  =  A'. 

De  plus,  les  quatre  autixs  parties  du  sei  ond  triangle 
xpjont 

n  — .b,      t:  —  <• ,       71  —  r. ,       r.  —  C 


(  3.0  ) 
Celles  du  premier  étant 

b,      c,     B,      C, 

pour  cette  raison  les  deux  triangles  seront  nommés  5///;- 
plémentaires  adjacents  par  le  côté  a. 

Tout  triangle  a  trois  triangles  supplémentaires  adja- 
cents par  les  côtés  a^b,  c^  respectivement. 

Ainsi ,  dans  certains  cas,  une  formule  en  donnera  trois 
autres  en  passant  aux  triangles  supplémentaires,  on  en 
aurait  huit  si  l'on  employait  simultanément  les  triangles 
supplémentaires  et  les  triangles  polaires.  De  là  un  moyen 
d'abréger  les  démonstrations  en  employant  des  combi- 
naisons d'équations  appropriées  à  la  recherche  (*). 

Il  est  bien  facile  de  voir  que  la  première  analogie  de 
INéper  donne  la  seconde  en  passant  au  triangle  supplémen- 
taire, puis  la  considération  des  triangles  polaires  donne 
les  deux  autres. 

Pour  les  formules  de  Delambre ,  îa  première  donne 
la  quatrième  de  deux  manières,  par  le  passage  au  triangle 
polaire  et  le  passage  au  triangle  supplémentaire.  Les 
deuxième  et  troisième  ne  changent  pas  quand  on  passe 
au  triangle  polaire  5  mais  l'une  vient  de  l'autre  par  le  pas- 
sage au  triangle  supplémentaire. 

Surface  du.  triangle. 

Si  l'on  représente  par  S  la  surface  d'un  triangle  où  les 
angles  extérieurs  sont  A  ,  B,  C,  et  par  S„ ,  'S,, ,  S,  les  sur- 
faces des  triangles  supplémentaires  adjacents  par  les  côtés 
a^  h.  c,  on  trouvera  sans  difficulté 

S   =  27r—  (A  -f-B  +  C), 

S„=        —    A  +  B  +C, 
Si—  A  — B  +  C, 

S,=  A+B  — C; 

(*)  C'est  préciscnii'iil  rc  que  fuit  V  iélc  (Opna  itinlhcniniica ,  page  /)ii; 
p(\il.  (Ir  Srhootcn).  Tm» 


(  3.1   ) 


d'où 


sin-S  =  sin-(A  +  B +C), 

2  2 


-  S„  =  sin  -  (—  A  H-  B  +  C  ) , 


sm 

2 


sin  -Sb=  sin  -  (A  —  B  +  C), 

2  2 

sin- Se  =  sin-(A  +  B  — C). 

2  2  ^  ' 


Il  suit  de  là  ,  par  développement, 
sin  -  S  =:  sin  -  A .  cos  -  B.cos  -  C  4-  cos  -  A  .  sin  -  B .  cos  -  C 

2  2  2  2  2  2  2 

+  COS- A. COS  -  B.sin  -  C  —  sin  -  A.  sin  -  B.sin  -  C  : 

2  2  2  2  2  2 

d  OÙ  ,  par  substitution , 

.     1  sinip  — a) +s,in{p— b)-{- {p  — c) —  sinp 

sin  -  S  = ■■ : — 7 — : 

2  sm  a  sin  o  sin  c 

X  s/sinp.sin{p  —  a)  sm{p  —b)  sin(/?  —  c), 
qui  se  réduit  à 

sin  -  rt .  sin  -  0 
I  i-  S  =  sin  C  =  sin  -  (  A  H-  B  -f-  C)  -, 

de  là 

sin-  S„= ~ ^--sinC  =  sin  -(— A  +  B  +  C), 


sm 

2  1 

cos  -  c 

2 


sm  -  « .  cos  -  b 


2  .      I 

Sin  -c 

2 


I         .1 
cos  -  f7 .  Sin  -  ft 


I  2  2  1    , 

sin  -$!,■= —  sin  C  =.  sin  -(  A  —  BH-  C), 


2  .      I 

Sin  -  c 

2 


(  3i2  ) 
cos  -  a  cos  -  b 

12  2  1 

sin  -  Se  = —  sin  C  =  sin  -  (  A  4-  B  —  C  j . 

2  I  2  ^  ' 

cos  —c 

2 

La  première  et  la  quatrième  donnent,  par  addition,  les 
deux  premières  formules  de  Delambre.  La  deuxième  et  la 
troisième  donnent  de  même  les  deux  autres. 

Les  formules  de  Delambre  donnent,  par  division,  les 
analogies  de  Néper. 

Ces  exemples  paraissent  justifier  nos  deux  assertions  : 
la  simplification  des  formules  ,  celle  des  démonstrations. 
Un  travail  plus  étendu  le  montrera  mieux  encore. 


MKE^IOTECHNIË  TRIGONOMETRICO-SPIIERIQIE 

(voir  ».  X,  p.  134,1. 


Écrivons  les  six  éléments  d'un  triangle,  selon  qu'ils 
se  suivent  dans  le  triangle,  en  commençant  par  un  côté 
aBc  A^C-,  prenons  quatre  de  ces  éléments  en  commen- 
çant par  un  côté,  par  exemple  aBc  A  :  le  rapport  des 
cotangentes  des  côtés  (commençant  par  le  côté  extrême  à) 
divisé  par  le  cosinus  de  l'angle  compris ,  moins  le  rapport 
des  cotangentes  des  angles  (commençant  par  A) ,  divisé 
par  le  cosinus  du  côté  compris,  est  égal  à  l'unité;  de 
sorte  qu'on  a 

cot  a        I  cot  A        I     

cote     cosB       cot  B    cos  c 

C'est  la  formule  (71)  (i»o//- t.  V,  p.  412)  qui  en  donne 
cinq  autres. 

Ce  moyen  mnémonique  a  été  indiqué  par  M.  Chaslcs, 
dans  son  cours  à  l'Ecole  Polytechnique. 


(3i 

3  ) 

Formules  de 

Delainhrc. 

sin  -  (A  -f-  B)         cos-C 

2  ^                  '                    2 

sin -(A  —  B) 

COS  -  c 

2 

cos  -(a  —  b)        cos  -  c 

2^                   '                    2 

sin  -in  —  h) 

2 

I 

Sin  -  c 

2 

-(A-l-B)        sin-C 

cos  2                                             2 

cos-(A— B) 

2  ^                 ' 

sm  -C 

2 

COS  -{a  H-  b)         cos  -  c 

2  ^                   '                    2 

sin-frt  -f-  b) 

2  ■                  ' 

I 
sm  -c 

2 

1°.  Les  numérateurs  des  premiers  membres  sont  for- 
més  des    sinus    et  des  cosinus   des   arcs  -  (A  H-  B)    et 

2    ^ 

-  (A  —  B)  ;  les  dénominateurs,  de  ceux  àa  -  [a  ~\-  b)  et 


-{^-^)- 


1 


2°.  H- B  au  numérateur  est  toujours  accompagné  de 
cos  au  dénominateur,  et  —  B  est  accompagné  de  sinus  ; 
de  même ,  cos  au  numérateur  détermine  H-  h  au  déno- 
minateur, et  sinus  — b\  ce  qui  permet  d'écrire  immé- 
diatement les  premiers  membres,  en  commençant  soit 
par  le  numérateur,  soit  par  le  dénominateur. 

3".   Les  arcs  des  seconds  membres  sont  -C  et  -  c  Les 

2  2 

dénominateurs  dans  chaque  équation  sont  toujours  formés 
de  lignes  de  même  nom ,  et  les  numérateurs  de  lignes  de 
noms  diflérents. 

Analogies  de  Népcr. 


tang-(A  +  B) 

cot-C 

2 

tang  ^  (A 

-B) 

cet  -C 

2 

cos-  [a  —  b) 

cos-  (a  -f-  b) 

2  ^ 

sm  -  (a  - 

2  ^ 

-b) 

sin  -{a  -h  b) 

2 

lang  -{a  +  b) 

I 

tang  -  c 

tang  -  (  a 

2 

-b) 

tangic 

cos  -(A  —  B) 
2  ^              ' 

cos -(A  -hB) 

2  ^ 

sin  -(A  ' 

2 

-B) 

sin- (A  -F  B) 

2  ^                   ' 

(  ;^a  ) 

Il  n  est  pas  plus  difficile  de  se  faire  une  loi  pour  écrire 
ces  formules.  On  observera  que  le  signe  du  second  terme 
de  l'arc  au  numérateur  détermine  le  nom  de  la  ligne  du 
dénominateur  dans  les  premiers  membres,  comme  pré- 
cédemment. 

Les  numérateurs ,  dans  les  deux  dernières  équations , 
sont  des  lignes  de  même  nom. 

I^ote.  Ces  indications  mémoratives  sont  de  M.  Ch.  Forestier,  professeur 
au  Ivcée  de  Metz. 


GRAND  CONCOURS  DE  1853 

(voir  t.  XI,  p.  305). 


Historique. 

Ce  concours  présente  un  événement  auquel ,  dans  1  in- 
térêt de  l'Université ,  on  ne  saurait  donner  trop  de  publi- 
cité. Sur  la  représentation  des  professeurs  présents  aux 
concours,  la  question  proposée  aux  élèves  en  mathéma- 
tiques supérieures  a  dû  être  retirée,  parce  qu'elle  renfer- 
mait une  omission  grave  et  des  erreurs  qui  rendaient  la 
solution  impossible.  ^  oici  l'énoncé: 

((  Déterminer  les  systèmes  des  valeurs  de  m,  x,  y^  z, 
satisfaisant  aux  équations 

(u  —  rt  )  x  -t-  h  y  -f-  cz   =;  O  , 

bx  -\-  { Il  —  /»'  )  j  4-  f^' z  =  o , 

ex  -f-  (•'  y  -h  <""  z  =r  o  ; 

a,  A,  c,  U ^  c',  c"  sont  des  coefficients  numériques;  les 
trois  derniers  sont  positifs.  Former  l'équation /"{ m)  ^  o 
dont  dépendent  les  valeurs  de  ^^,  h,  étant  une  des  valeurs 
de  //,  et  Xi  ,j)', ,  c,  les  valeurs  conespoudanles  de  .X',j,  ^, 
II.,  l'ianl  une  seconde  valeur  de  //,  el  ,r.2,  jj,  z^  les  valeurs 
correspondanH's  de   r,  y,  z]   prouver  qu'on  a  entre  ces 


(  3xr.  ) 

quanlilcs  la  lolalion 

(m,  —  M,)    {X\X,  H-/,J,  +  ZvZl)  =  o, 

el  (juc  celU;  relation  csl   incompatible  avec   des  valeurs 
imaginaires  de  u.  Considérons  le  cas  particulier  où  l'on  a 

a  =  o  ,        h'  :^  l  ,       <■"  =  2  ,       b  =:  l  ,       C  =z   I ,       f  '  r=   l  ; 

et  déterminer  avec  cinq  figures  la  valeur  de  u  supérieure 
à  l'unité  et  les  valeurs  correspondantes  de  x,  j^  z.  » 

On  reconnaît  de  suite  qiic  c'est  le  système  d'équations 
qui  servent  à  déterminer  la  position  des  plans  diamé- 
traux principaux  dans  les  surfaces  du  second  degré,  ou 
encore  les  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps.  Les 
trois  équations  suffisent,  en  elîet,  pour  trouver  l'équation 
/"(«)  =  o  du  troisième  degré  5  mais  les  équations  étant 
homogènes  en  o;,  j,  z,  ne  suffisent  pas  pour  faire  con- 
naître ces  inconnues  au  moyen  des  trois  valeurs  de  m;  Il 
faut  une  quatrième  équation  quelconque  entre  ces  trois 
inconnues,  quatrième  équation  qu'on  a  oublié  de  donner, 
ou  qu'on  n'a  pas  cru  devoir  donner,  pour  déguiser  la 
source;  mais,  ainsi  formulé,  le  problème  devenait  in- 
déterminé. L'auteur  de  la  question  a  évidemment  copié 
ce  qu'on  trouve  dans  les  livres  pour  les  diamètres  prin- 
cipaux, et  il  a  laissé  de  côté  l'équation  indispensable 
x^  -\-  y'^  -\-  z^  =  I  ;  ensuite  pourquoi  faut-il  que  les 
coefficients  b',  c\  c"  soient  positifs.''  Il  est  vrai  que, 
dans  le  problème  de  rotation,  trois  de  ces  coefficients 
représentent  des  moments  d  inertie;  mais  dans  le  cas  gé- 
néral,  les  coefficients  peuvent  avoir  des  signes  quelcon- 
ques. On  dit  de  chercher  la.  valeur  de  u  supérieure  à 
l'unité;  cela  ferait  croire  qu'il  n'existe  qu'une  seule  telle 
valeur  :  or,  l'équation  en  11  est  u^  —  3  î/^  —  z^  -f-  5  =  o  qui 
a  une  racine  comprise  entre  i  et  2  et  une  seconde  entre 
2  et  3.  Abstraction  même  faite  de  ces  étrangetés,  la  ques- 
tion était  déplacée,  puisqu'elle  fait  partie  du  cours  clas- 


(  3i6  ) 
sique ,  et  (jii  elle  csl  résolue  dans  une  foule  d'ouvrages  , 
entre  autres  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  V,  p.  82).  Il 
suffit  d'y  remplacer  respectivement  a,  |3,  y,  cJ,  e,  0  par 
rt,  h\  c",  — è,  — c',  — c,  dans  les  équations  (8)  pour 
trouver  le  même  système  d'équations. 
•  Un  des  élèves  concurrents  m'a  fait  savoir,  qu  après 
avoir  laissé  travailler  les  élèves  pendant  une  demi-lieure , 
M.  Sonnet,  inspecteur  d'Académie,  vint  dire  qu'on  reti- 
rait la  question,  parce  que  M.  Bouquet  avait  déclaré 
qu  il  avait  donné  cette  question  à  ses  élèves;  déclaration 
qui  fait  beaucoup  d'honneur  à  ce  professeur,  connu  par 
notre  meilleur  Traité  de.  Géométrie  analytique ,  qu'il  a 
publié  avec  son  ami  et  collègue  M.  Briot,  et  où  l'on  trouve 
en  effet  la  solution  complète  (p.  3o4 ,  2''  édit.  ;  i85i). 

Obligé  de  renoncer  à  cette  question ,  on  en  a  adopté 
une  autre  d'ordre  primaire  et  d'une  insignifiance  triviale, 
lorsqu'il  s'agit  d'un  concours  dit  grand  et  de  mathéma- 
tiques dites  SUPÉRIEURES. 

Je  reviens  à  mon  éternel  thème  :  Lorsqu'on  fait  con- 
courir solennellement  des  élèves  en  musique ,  on  désigne , 
pour  donner  le  sujet  des  compositions  et  pour  les  juger, 
les  Adam,  les  Auber,  les  Halévy,  enfin  les  grands  maîtres 
de  l'art.  Pourquoi  ne  fait-on  pas  de  même  pour  des  élèves 
en  mathématiques?  Pourquoi  n'avoir  pas  recours  aux 
grands  mathématiciens? 

Pour  mériter  ce  titre,  il  faut  avoir  fait  des  travaux  sé- 
rieux de  géométrie  pure,  ou  d'analyse  pure,  ou  de  méca- 
nique pure,  être  de  ces  hommes  qui  font  la  gloire  de 
notre  Académie  des  Sciences;  c'est  parmi  eux  qu'il  faut 
choisir,  ayant  égard  à  la  valeur  intrinsèque  et  non  à  la 
valeur  de  position.  Les  hommes  ne  sont  pas  des  chidres. 

Dans  la  première  Université  impériale,  époque  de 
brillants  concours,  on  consultait  un  liCgendic,  et  aujour- 
d'hui!!! Llcs-vous  encore  étonnés  de  la  dilîércnce  des  ré- 
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sullals?  Il  y  aurait  une  incsurc  cssciiiicllc  à  proiidn;  ;  c'est 
de  publier  chaque  année  les  noms  des  auteurs  des  (jucstions 
et  de  ceux  qui  les  jugent.  Chacun  doit  ôtrc  responsable  de 
ses  œuvres,  et  les  exposer  au  grand  jour.  On  n'a  pas  besoin 
de  se  cacher  pour  bien  faire,  et  on  ne  doit  pas  permettre 
de  se  cacher  pour  mal  faire. 

Rappelons-nous  que  le  lauréat  du  grand  concours  de  ma- 
thématiques supérieures  est  exempt  du  service  militaire  et 
presque  certain  d'être  admis  à  l'Ecole  Polytechnique  5  par 
conséquent,  on  ne  saurait  prendre  trop  de  pi^écautions 
pour  sauvegarder  la  bonté  et  la  justice  de  l'opération. 

MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 

Doimer  une  définition  géométrique  de  la  parabole,  el, 
parlant  de  cette  définition,  exposer  géométriquement  les 
diverses  propriétés  de  la  courbe. 

Obsen^ation .  Il  y  a  des  définitions  en  foule,  des  pro- 
priétés par  milliers;  dans  quelle  balance  les  placerez- 
vous  pour  en  peser  les  mérites  relatifs?  Hélas  ! 

CLASSE  DE  LOGIQUE. 

SECTIOK   DES  SCIENCES  (*}. 

Première  question. 

Etant  donnés  dans  un  même  plan  deux  polygones  sem- 
blables, trouver  dans  ce  plan  un  point  tel,  que  les  droites 
menées  de  ce  point  à  deux  sommets  homologues  quelcon- 
ques, fassent  entre  elles  un  angle  constant. 

Obsejvation.  Mauvaise  rédaction  !  Il  fallait  dire  : 
Démontrer  qu'il  existe  dans  le  plan,  etc.,  et,  ensuite, 
construire  ce  point. 

Cette  question    se    rattache    aux   beaux    travaux    de 

(  *  )  Autrefois  Mathématiques  élémentaires.  C'était  clair  ! 
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M.  Chasios  sur  les  centres  de  rotation,  et  a  été  résolue , 
en  1844,  ^v<-'c  beaucoup  de  détails,  par  «M.  Midy  {Non- 
vcUes  Annales,  t.  JII,  p.  77). 

Deuxième  question. 

On  donne  deux  tétraèdres  ABCD,  A'Iî'CT)',  tels,  que 
les  droites  AA',  BB',  CC,  DD',  qui  joignent  deux  à  deux 
les  sommets  correspondants,  concourent  en  un  même 
point. 

Démontrer  que  si  les  faces  correspondantes  se  coupent , 
les  quatre  droites  d'intersection  sont  situées  dans  un 
même  plan. 

Observation.  Bonne  question,  assez  facile.  Le  théorème 
subsiste  pour  des  faces  correspondantes  parallèles.  Ces 
restrictions  donnent  aux  élèves  des  idées  étroites  (*). 

CLASSE  DE  TROISIÈME  (SCIENCES). 

COMPOSITION    EN    MATHÉMATIQUES. 

Première  question . 

Un  terrain  dont  la  forme  est  celle  d  un  hexagone  régu- 
lier, a  une  superficie  de  34  ares  19  centiares  :  on  demand»» 
de  calculer  le  contour  de  ce  terrain. 

Deuxième  question. 

Etant  donnés  sur  une  carte  quatre  points  non  en  ligne 
droite,  tracer  sur  cette  carte  une  route  circulaire  qui 
passe  à  égale  distance  de  chacun  de  ces  points. 

Obsen^ation.  Très-bonne  question,  supérieure  à  celle 
des  mathématiques  supérieures.  Tm. 


(*)  Nous  ne  connaissons  pas  les  qnestiotiB  niathemaJiqups  de  la  Sertion 
des  LeUres. 
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Par   m.   Philippe  KORALEK, 

Emi)loyo  au  Ministère  de  rintëriciir  f S(atisli()U( 


L'équation 

3432  :i'  —  I  20 1  2  ,r'' H-  i6632  x''  —  1  i5Ôo.r"  H-  4200  r 
—  7  56  .r-  +  56  X  —  I  =0 

étant  donnée,  trouver  les  racines  avec  7  décimales  exactes. 

(Gauss.) 
Solution.  On  a 

/(O)   =  —    I  ,  /(O  ,     I  )  =  +  O  ,  289651  2  , 

/(o,  2)  =  —  0,3225984,  /(o,  3)  —  +  0,0145904, 

/(o,  4)  =  +  0,2935168,  /(o,  5)  =  o, 

/(o,  6)  =  —  0,2935168,  /(o,  7)  =  —  0,0145904, 

/(o,  8)  =  H-  0,3225984,  /(o  ,  9)  =  —  0,2896512, 

/(l)  =-■  +  .. 

En  désignant  les  sept  racines  de  l'équation  par 

on  voit  que  la  racine 

x^     est  comprise  entre         o  et  0,1, 

Xi  »  '    »  o ,  I   et  o ,  2 , 

X3  »  "  o ,  2  et  o ,  3 , 

■r^  »  «  0,5, 

Xi  w  »  0,7   et  0,8, 

Xe  »  »  0,8  et  0,9, 

.*•-  »  »  o ,  9  et  I 
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lieclierche  de  la  première  racine,   comprise  entre 
o  et  o,i. 

On  trouve 

/'(o,o8)=-+  0,3703352,    /(o,  06)  = -H  0,408296, 
/(o,  o4)  =  H-  0,2712864,     /(o,  o3)  =r  4-  o,  io4o4, 
y(o,  026)  =:  —  0,01  12272. 

Ces  substilutions  prouvent  que  la  racine  est  plus  grande 
que  0,025  et  plus  petite  que  o,o3. 

En  appliquant  la  règle  de  la  fausse  position  (la  méthode 
la  plus  prceieuse  dans  la  pratique),  on  a  la  formule 

/j(i,  —  s.,) 


où  /i  et  y*  sont  les  résultats  des  substitutions  5,  et  s^^  et 
u\  la  première  valeur  approximative  de  la  racine. 
Donc,  en  mettant 

.y,  =  0,025,     jj  =  o,o3, 
il  vient 

/,  =  —  0,0112272,   y2  =  -+-o,i o4o4 , 

et 

(V,  =  0,02547  ; 

par  les  substitutions  de  ■»',  et  v,  ,  il  vient 

/(m,)  =  -f-  0,0005976,    /;  =  —  0,01 12272, 
et 

M'2   =    0,0254462. 

Par  les  substitutions  de  ^v,  et  Wj ,  il  vient 

/(  W|  )  ^  H-  o ,  0005976 ,    /(  («',  )  =  o ,  ooooo5o7 , 
et 

W;,       on       X,  :=  0,0254462. 


(  -i'-^-'  ) 

Deuxième  racine. 

En  opérant  de  même  pour  la  seconde  racine ,  il  vient 
«',  =  o,i4;    /(o,  1 4)  = —0,0821661 , 
/(o,i3)  =  —  0,0060871  '     /(Oji^ga)  =  4-  0,0002743, 
cl 

X.  =  o,  1292345  ; 
le  5  est  trop  fort. 

Troisième  racine, 

(V,  =  0,295,  /((»',)  =  — 0,0104236, 

(Vj  =  0,29708,         /(tw.)  =  + 0,0000129, 
Wi  —  0,29707743, 


il 


X3  =0,2970774. 
(Quatrième  racine. 

JC^  =r  o  ,  5  . 

Cinquième  racine. 

«',  =  0,7043,      /(w,)  ==  + 0,0069088, 

H',  =:  0,70292,        f{^^)   =  0,0000128, 

iV.,   =  O  ,  702922552  , 


et 


,r5  =  0,7029226; 
le  chiffre  6  est  trop  fort. 

Sixième  racine. 
«',  =  0,8574,  /'  w.)  =  +  o,  1007  (47  , 

(V:=0, 87000,  /(W2)=  -+-   0,0060946, 

IV-  z=  O  ,  87074  ,  f{  »':,  )  =  -f  O  ,  000204  I  , 

«^4  =  0,8707656, 
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et 

Xg  =  0,8707656; 

le  chiiîre  6  est  trop  faible. 

Septicme  racine. 

Le  calcul  offre  quelques  difficultés,  puisque/(x)  varie 
moins  sensiblement  entre  0,9  et  0,1  qu'enti'c  0,1  et 
0,2 ,  etc.,  circonstance  qui  nous  obligeait  de  calculer  d'a- 
bord/(o,92),  /(o,94),  /(o,96),  /(o,98).  La  connais- 
sance de  toutes  ces  valeurs  n'est  pas  nécessaire  5  mais 
comme  l'application  du  principe  de  la  règle  de  fausse  po- 
sition nous  prescrit  de  les  calculer,  nous  indiquons  leurs 
valeurs.  On  a 

/(o,92)  ==  —  0,3703349,    /(o,  94)  =  —  0,40939369, 
/(o,96)  =  —  0,2712865,    /(o,98)  =  o,i5o555. 

Ces  deux  dernières  valeurs  donnent  : 

«',  =  0,973,  /(o,973)  = — o,o3i8o33, 
iv^  =  0,9743,  /(o,9743)  =:  —  0,0063073  , 
(t'a  =  0,97463,  /(wj)  = -I- 0,0019014, 

(\\  =10,9745536, 


et 


X;  =    0,9745536. 

Récapitulation . 

,r,  =  0,0254462, 
Xi  =  Oy  1292345 , 
x,=  0,2970774, 
X4  =  0,5, 
.^5  =r  0,7029226, 
Xe  =  0,8707656, 
X^  =  0,9745536. 

VêrificaHon . 
La  somme  des  7  racines  est  =:  3,4999999- 


(  :wi  ) 

En  divisant  le  coelïicienl  du  second  lernie  par  celui  du 
premier,  il  vient 

—  I20I2  :  3432  =  —  3,5     (quotient  exact). 

Ainsi  la  somme  de  7  racines  est  exacte  à  une  unité  déci- 
male du  huitième  ordre  près. 
2".  Le  produit  des  racines  est 

iX  I  ùC^  ^3  *^4  •*' '  '*^G  *^7  • 


o 


n  a 


.r,.r2  =  0,00328854,  -'"^f^î-'c^  =  o  ,ooo9'769i2, 
,ri.r2.r,.r5  =  0,0006867146,  x^x.x^x^x,;  =:  0,00059796744» 

XtXîXiXiX^x-,  =  0,000582751 3 1  ; 
culin 

x,x.2XjXiX-^XeX-:  =  0,000291375. 

En  divisant  le  dernier  terme  par  le  coefficient  du  premier, 
on  obtient  la  fraction  périodique  mixte 

—  I  :  3432  =  —  0,000291375, 

exactitude  surprenante. 


SIR  Wm  FORMULE  RELATIVE  AIX  TANGENTES  ^ 

Par  m.   t.  JOACHIMSTHAL  (*). 


La  formule  dont  je  vais  donner  la  démonstration  est 
la  suivante  : 

tang  mx       tang  mx .  tang  [m  —  i  )  .r 
tang  X  tang  j:  .  tang  2  X 

ni 

=  [ — i)^  tang w.r. tang  (w —  i)x.  ..  tango:,      |)Our  m  pair; 
=  o  ,     pour  rfi  impair. 


(*  I  Mainlonant  professeur  n  i  t  iiiversilc  de  Halle. 
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On  la  démontre  par  une  méthode  dont  M.  Gauss  s  est 
servi  pour  deux  séries  bien  connues ,  d'une  forme  sem- 
blable. 

En  désignant 

tang  w^r.tang  {m  —  i)x.  .  .  tang  [m  —  p  +  i)^  ^.  . 

tang  .r .  tang  2  Ji" .  .  .  tang  (jt  X 


(i)  (ni,  p.)  tang  (w  —  u.)-x  =  (m  —  i,  f/.)  tang/Mx, 

t  (m,  a -h  l)  =  (m,    a)  ^ ^1^  , 

Il  suit  de  là 

[m,    u.  4-  i)  —  (/«—  I,   l^-h  i) 

(ffl,    p.)  taDg(/w  —  fx).r  —  (/»  —  I,   p)  tang(w  —  p  —  i).r 

"~  tang ( p  H-  i)x 

tang  wo:  —  tang  {m  —  p  —  i )  j: 
z=:  (m  —  I .   p )  : -, ; ^ 

=  (m  —  1,   p)  [1  +  tang  mx  tang  {m  —  a  —  1)  j:],: 

ou  bien 

(m  —  I,  p)  =  (w  —  I,  p+  i)  -+-(/«  —  r,  p) 
+  (w  —  I,  p)  tang/nx  tang(w  —  f*  —  i)  jt. 

A  l'aide  de  cette  formule  on  peut  décomposer  les  termes  de 
la  série 

I  —  (w,    i)  +  (w,    2)  —  .  .  .   =/(///), 

comme  il  suit  :  ^■i 


(m,  1)  =  —  (w  —  I,  i)  —  I  —  tang  mx  tang(w  —  1)  .r. 

(m,  2)=       {m  —  \,7.)-\-{"i  —  i,i) 

-+■  tang //M-  tang  [rn  —  "?.)  x.{ni  —  1,1)» 

4 


(    -^-^-i  ) 
—  (///,  3)  =  —  {m  —  1,3)  —  (m  —  I,  ?,) 

—  tang  mx ,  tang  ( w  —  3)  x.(iii   -1,2), 

s  (m,  m  —  j)  =  iini  —  i ,  /w  —  1  )  H-  e  ( ///  —  i ,  ///  —  2 ) 
+  e  tang  w.r  tang  jt.  (/«  —  i ,  w  —  2  ) , 
—  s{'>i ,  m)  =  —  i{rfi  —  i,   m  —  1  ) , 

.  =  (-!  )'"-'. 

Vax  additionnant  ces  équations,  on  trouve 

tang  (w  —  i)  ;t' 
/[m)  =  —  langwx 


1 


—  (  /•//  —  I ,  I  )  tan^  (  m  —  2  )  .l- 
~h  {ifi  —  1,2)  tang  [m  —  3 )  x 
— ...-{-  é  [m  —  I ,  m  —  2  )  tang  jc 

mais,  en  vertu  de  la  relation  (i),  on  a 

(m —  I ,  I  )  tang(w  —  2)  j:  =  (m  —  2,  1  )  tang  (m  —  i)x, 
(m  —  1,2)  tang  {ru  —  3) x  =^  [m  —  2,  2)  tang  [m  —  i)  -r , 
etc., 

done 

J'{in)  = —  tangw.r  tang(/// — 1)'^['  — ('"  —  2,i)+(«/  —  2,2)  — ., 

et,  par  suite, 

(3)         f[m):^ — tangw,r  tang(//i  —  i)xf[i)t  —  2), 

ou  bien ,  par  un  ealeul  bien  simple , 

,r^        I      f{ni)—{—ïYtAx\^tnxlAnu,[m—i)x... 
I  tang  [m  —  in  ->r\)  x  f{tn  —  5. /? )  ;    /«  ^  2 /? . 

F,n  remarquant  qu'on  a 
oi)  parvient  à  léqualion 

m 

\  f[m)=i   —  1  ) ^  tang  mx  tang  {m  —  i )  Ji- .  .  .  tang  x , 
pour  in  pair, 
o,    pour  m  impair; 
<e  qu'il  fallait  démontrer. 


(   3:.6) 
M.Heine  (*),  auquel  j'avais  communiqué  ces  résultats, 
m'en  a  donné  une  démonstration  analogue  à  celle  qu'il  a 
publiée  pour  les  deux  séries  de  M.  Gauss.  (Crelle,  Jour- 
nal de  Mathématiques,  tome  XXXIX  ,  p.  288  \  i85o.) 
Il  prend  pour  point  de  départ  les  équations 

(iH-y.r)(i  +  ^'.r)(i4-7^x)...  ^  ^  _^  i_-rjr  ^ 
(l  —  -2^)  (l — ^-^jfï  —  q'^x)...  I  —  7 

{l  —  q)  (i  -q-) 

(1  —  7-'C)(l — '7^>^)  (l — q^x)...  1-4-7 

[l  +  x){\  -\-qx){\-^  q'^x)...  1—7 

(l  +  7)(i  +  7')     , 
(i-'7)(i-7') 
En  les  multipliant ,  on  obtient 


X 


XI- 


1  —  07=      ^       (i  — 9)(ï  — 7')-- •  (i— 7'") 

»i  =  o 

1  +  7    I  —  7"        1+9'    1  +  7'  I — 9""    > — 7° 


1  —  7    I  -H  q"        1  —  7    1—7 
donc 

I  +  7  I  —  7"       1  +  7     1+7' 


I  —  q  I  -\-  q"*       1  —  7     I  —  7'    1+7"'    I  +  7"'~' 

(i-7)(i— 7')...(i  — 7-) 

—  •••=7 ^-TT- ^TT 7 M'   pour  w   pair, 

(i  +  7)(i+7^)...(i+7'") 

=  0,   pour  ni  impair; 
ce  qui  coïncide  avec  1  équation  (5). 


QIJESTIONS. 


279.  ABC  est  un  triangle  donné-,  F  un  point^tore  dans 
le  plan  du  triangle  5  une  droite  variable  Al)  passe  par  A 
et  rencontre  la  base  BC  en  D,  point  variable.  Construi- 


(*)  SavMiit  i;éomclM' lie  l'I  iiiMM.sik'  ilc  rmiiii 


(  ;^'^7  ) 
sons  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  1'  cl  loucliani 
les  trois  côtés  du  triangle  ART);  soit  E  le  point  de  con- 
tact sur  AI);  et  encore  une  seconde  conique  de  même 
foyer  F  et  louchant  les  trois  côtés  du  triangle  ACD; 
soit  F/  le  point  de  contact  sur  AD-  l'angle  EFE'  est 
constant.  (Stcbbs.) 

280.  Une  courbe  du  troisième  ordre  étant  composée 
d'une  brandie  infinie  et  d'une  ovale,  si  l'on  prend  sur  la 
branche  infinie  trois  points  en  ligne  droite  et  que  par 
chacun  de  ces  points  on  mène  deux  tangentes  à  l'ovale, 
les  trois  cordes  de  contact  passent  par  un  même  point. 
Lorsque  la  branche  infinie  devient  une  droite,  l'ovale  se 
change  en  conique  et  l'on  revient  au  théorème  de  la  Hire. 

(Chasles.) 

281.  Par  un  point  donné  dans  un  plan,  mener  dans 
l'espace  trois  droites  rectangulaires,  de  telle  sorte  qu'en 
prenant  sur  ces  droites ,  à  partir  du  point  donné,  des  lon- 
gueurs égales,  les  projections  de  ces  longueurs  sur  le 
plan  soient  dans  des  rapports  donnés. 

Ces  axes,  ainsi  déterminés,  tournant  autour  d'une 
droite  fixe  passant  par  le  point  donné,  trouver  les  pro- 
jections de  ces  axes  après  une  rotation  donnée. 


RÈGLE  A  CAICILS  MODIFIÉE; 

Par  m.   a.   MANNIIEIM  , 

Sous-licutenant  d'artillorie,    ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique  ( 


Insister  sur  l'utilité  de  cette  règle  serait  chose  inutile 
auprès  des  personnes  qui  ne  s'en  servent  pas,  et  chose 
superflue  pour  celles  qui  en  font  un  usage  continuel  et 
y  acquièrent  une  habileté  facilitant  singulièrement  les 

(*)  Se  vcnil  chez  (Iravet-Lenoir,  nu?  Cassellc,  n"  i/i;  Paris 


calculs  dont  on  a  besoin  dans  le  monde  industiiel.  Sous 
ce  point  de  vue,  l'instrument  mérite  de  devenir  de  plus 
en  plus  populaire ,  et  Ion  ne  saurait  trop  encourager  ceux 
qui  veulent  bien  mettre  leur  sagacité  à  le  perfectionner  ; 
nous  croyons  que  les  nouvelles  modifications,  ingé- 
nieuses, commodes,  multiplient  et  facilitent  les  applica- 
tions. Nous  avons  déjà  expliqué  la  théorie  de  la  règle  à 
calculer  [tome  X,  page  3i 8;  i85i  (*)]. 

\oici  en  peu  de  mots  les  modifications  et  le  but  de 
chacune  d'elles. 

L'échelle  inférieure  de  la  réglette,  qui  était  dans  les 
anciennes  règles  la  même  que  les  échelles  supérieures ,  a 
été  remplacée  par  une  échelle  identique  à  celle  des  ra- 
cines carrées. 

Cette  échelle  et  l'échelle  des  racines  carrées  sont  em- 
ployées pour  trouver  les  produits  et  les  quotients.  On 
obtient,  par  cette  modification,  une  approximation 
double  de  ce  que  l'on  obtenait  avec  l'ancienne  règle. 

La  coulisse  est  telle,  quel  on  puisse  retourner  la  réglette. 

Ceci  permet  de  faire  les  calculs  où  il  entre  des  lignes 
irigonométriques  comme  les  calculs  des  nombres. 

Dans  l'ancienne  règle  ,  on  ne  pouvait  etî'ectuer  certains 
produits,  tels  que  3  si n  i''^  pour  obvier  à  cet  inconvénient, 

on  a  placé  deux  amorces  correspondant  à  -r — :■>  -. -• 

^  sm  I      sin  I 

L'ouverture  placée  derrière  la  règle  permet  de  mieux 
lire  les  logarithmes. 

L'échelle  placée  sur  Je  biseau  no  commence  plus  à 
l'extrémité  de  la  règle. 


C)  M.  P.-IM.-N.  Benoit ,  ingénieur  civil ,  vient  do  publier  sur  la  llicorîo 
et  les  usages  de  cette  règle  un  volume  in-12  de  5-j4  pages.  A  ce  compte,  com- 
bien faudra-t-il  de  milliers  de  pages  pour  décrire  la  machine  à  calculer  de 
'M.  Ral)bage?  La  Uî'f;le  à  calcul  expliquer ,  par  M,  Benoît,  est  en  vetilc 
ilie/.  Mnltrt-lîacJifliri ,  libraire.  Prix  :  (>  fr;\ncs. 


(  3:^9  ) 

L'usure  du  bois  ne  prrmctlait  plus,  au  Loul  tie  peu  de 
temps,  de  se  servir  du  premier   trait  de  cette  échelle. 

Le  curseur  évite  plusieurs  lectures  dans  les  calculs; 
Terreur  de  lecture,  qui  est  la  plus  grande,  est  alors 
diminuée. 

Ces  diverses  modifications  apportent  encore  d'autres 
avantages  que  l'usage  fait  connaître. 

Une  Instruction,  qu'on  distribue  avec  l'instrument, 
ne  laisse  rien  à  désirer  sur  son  emploi.  Cette  Instruction 
a  été  imprimée  à  Metz,  décembre  i85i. 


NOUVELLE  MÉTHODE 

Pour  ti'ouvcr  tine  iiinile  supérieure  et  une  limite  iuférienre  des  racines 
réelles  d'une  équation  algébrique  quelconque  ; 

Par  m.   SYLVESTER  (J.-J.), 

Membre  de  la  Société  royale  de  Londres. 


1 .  Leninie.  Soient 

une  suite  de  quantités  positives,  assujetties  à  cette  loi 

C,  =  y.|,      C,  =  tx2H V-      Cj  =:  «3  H 1---J 

Ci  =    f-l  H '  •  •  •  '  Cr  =    Pc  , 

P-<-l 

où  les  fi.  sont  des  quantités  positives  quelconques. 
Si ,  dans  la  fraction  continue 

_!.       _L       L      ...      _1_       -     (*) 

'?! -f- V: -•- Vi -^      -f- </,._,  + <7r 

(*)  C'est  ainsi  qiio  les  Aii};lais  écrivent  la  fraction  continue 


'/,  -h  etc. 


(  :',3(>  ) 

(les  quantités  ^i ,  f/^,...  clant  des  cjtiaiitilés  positives  ou 
négatives),  on  a  les  inégalités 

[./,._,  ]>a_,,    [7,]>c,. 

(les  crochets  indiquent  la  racine  carrée  positive  du  carré 
de  la  quantité  que  ces  crochets  renferment);  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction  continue  aura  môme  signe  que  le 
produit  fji(/i(j3'--f/r-iff,- 
Démonstiation.   Posons 

I 

7.  H =  '"11 

ni  y 


I 


I 

—  '"1 1 

1 

I 

7,    t 

—  "'1  1 

nt,.. 

il  est  aisé  de  vérifier  que  les  dénominateurs  successifs  de 
la  fraction  continue  sont 

Wi  ;   rfiifUi',   mtf/ijm^; .  .  . ,   m,  minij  .  .  .  m,...,mr; 
ni^  a  même  signe  que  ^,  : 

—  =:  —  ■,    T— i<— '    —  <— '     [72]>— f    L7-.']>—    etc.; 

donc  ^2  a  même  signe  que  ni.2 ,  et  aussi  mj  m^  est  de  même 
signe  que  «7,  «72  : 

fX,  ///,  p,  pj 

donc  <73  a  même  signe  que  ni-^  j  ainsi  /«i  w^  mj  est  de  même 
signe  que  qiqzq-i-,  et,  en  continuant,  on  parvient  à  dé- 
nionlrcr    c(ue  fn,iii.yni^...ni,_^ni,,    c'est-à-dire  le  déno- 


(  3:^'  ) 

iniualeur  de  la  fraction  continue,  est  de  mcmc  signe  que 
le  produit  qiq^.q^...  q,—i  q,- 

2.  Théorème.  Si  f  (a*)  est  une  fonction  algébrique 
entière  de  degré  n,  et  si  Von  prend  arbitrairement  une 
autre  (jp  [x)  algébrique  et  entière ,  et  (Van  degré  moindre 

(tue  n,  et  qu'on  développe  la  fraction  en  fraction 

continue 

cp  (.r) I  I        '  I  I 

/>)  ^  x; -4- x; +"'4- xz;  +  x:' 

oii  Xi ,  Xg, . . . ,  X,.  sont  des  Jonctions  rationnelles  de  x,  et 
si  l'on  forme  l'équation 

(9)  x  =  {x^-cî)(x^-cn...(x,.:-c.:,)(x;-c;)=o, 

la  racine  réelle  supérieure  de  cette  équation  sera  plus 
grande ,  et  la  racine  réelle  inférieure  de  cette  équation 
sera  moindre  qii  aucune  des  racines  réelles  de  V équation 

f[x)~  o; 

et  si  toutes  les  racines  de  l'équation  (ô)  sont  imaginaires, 
l'équation 

f{x)  =  o 

aura  aussi  toutes  ses  racines  imaginaires. 

Démonstration.  Tous  les  quotients  de  la  fraction  con- 
tinue qui  suivent  le  premier  quotient,  savoir  :  X2,  X3, . . . , 
X,.,  sont  en  général  des  fonctions  linéaires  de  x  ,  et  X, 
sera  aussi  linéaire,  si  cp  [x]  est  de  degré  //  —  15  les  cas 
particuliers  ne  changent  pas  la  marche  de  la  démonstra- 
tion j  mais  il  faut  remarquer  que  lorsque/^ (x)  et  ç  (jr) 
ont  des  racines  communes,  le  dernier  quotient  aura  la 

forme  ^-^5  [y  1  étant  ravant-dernier  terme,  et  alors,  dans 

o  L^i- J 

Féquation  (0).  au  lieu  deX^— C\  on  é<  lil  simplement  X,. 


(  Xr2  ) 

Soient  L  la  plus  giaiiJc  racine  et  A  la  plus  petite  racine 
de  Féquation  (6);  alors  aucun  facteur  de  (6)  ne  peut  de- 
venir nul  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  -f-  oo  et  L, 
et  entre  A  et  —  oc  ;  donc  on  aura  toujours 

[X,]>C., 
[X.]>C„ 


[X._,]>C._., 

[x.]>a. 


Orf  (a:  )  est  évidemment  égal  au  dénominateur  de  la  frac- 
tion continue  mullipliépar  un  facteur  constant.  Donc,  en 
vertu  du  lemme,  le  dénominateur  de  la  fraction  continue 
est  de  même  signe  que  le  produit  X1X2X3...  X,._iX,. 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  -h  00  et  L ,  et 
entre  A  et  —  oc  ;  mais  dans  ces  intervalles  la  fonction 
générale  X,  n  étant  pas  comprise  entre  -+-  C,  et  —  C,  ne 
peut  devenir  nulle,  et,  par  conséquent,  ne  peut  changer  de 
signe;  donc  le  dénominateur  de  la  fraction  continue  con- 
serve le  même  signe  pour  toute  valeur  de  .r  1  enfermée  en- 
tre ces  intervalles,  et  de  mèmey  (x)  ;  L  est  donc  une  li- 
mite supérieure  et  A  une  limite  inférieure  des  racines  de 
l'équation 

/{x)  =  o. 

Le  nombre  des  racines  réelles  de  léquation  (0)  est  évi- 
demment pair,  zéro  compris;  dans  ce  dernier  cas,  c'est- 
à-dire  (6)  n'ayant  aucune  racine  réelle, /^(x)  ne  changera 
donc  pas  de  signe  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
-4-  00  et  —  00  ;  autrement  toutes  les  racines  def[x)  =  o 
sont  imaginaires.  Le  théorème  est  donc  complètement 
démontré. 

3.  Si  (p  {.r  )  est  de  degré  n  —  i ,  la  fraction  continue  rcn- 
fciine  m  général  (sauf  les  cas  où  quelques-uns  des  coel- 
licienls  deviennent  nuls),  comme  il  a  été  dit  phis  haut  . 


(  333  ) 
H  quolienis  linéaires  de  la  foime 

donc,  d'après  le  théorème ,  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
des  2  n  quantités 

, v^ ■ — ? , 

«I  ^'2  f^n-i  (tu 

sont  respectivement  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  des  racines  de  l'équation 

Si  l'on  prend 

on  vient  au  tliéorème. énoncé  (page  286). 

4.  Lors  même  que  les  quotients  Xj ,  X2,  etc.,  ne  sont 
pas  linéaires ,  on  n'aura  pourtant  jamais  à  résoudre  que 
des  équations  du  premier  degré.  En  effet,  soient  les  nv 
équations  de  degré  quelconque 

X,  —  c,  =  o ,    X,  —  C2  =  o , . . . ,    X,  —  a  =  o , 

X,H-C,  =  0,      X,-hC.=  o,..  .  ,      X.— C,.  =  o. 

Il  suffit  de  trouver  une  quantité  /  supérieure  aux  racines 
de  ces  équations,  et  une  quantité  \  inférieure  à  ces  mêmes 
racines,  /  et  X  seront  des  limites  pour  l'équation 

/(.r)  =  o. 

Si  donc  une  de  ces  équations  est  de  degré  ^  ^  i ,  on  appli- 
que à  cette  équation  le  procédé  ci-dessus,  en  choisissant 
une  fonction  9  (x)  de  degré  p  —  i ,  et ,  en  agissant  ainsi , 
on  arrivera  par  une  sorte  de  trituration  à  n'avoir  à  traiter 
que  des  équations  du  premier  degré. 

5.  On  a 

1 

C,  =  u-i  H \ 

plus  la  valeur  de  \j.,  est  petite,  et  plus  on  aura  de  chances 


(  y-H  ) 

à  resserrer  les  limites  dans  les  deux  fractions  '  — '--^  par 
contre,  on  aura  un  désavantage  sous  ce  rapport  dans  les 
deux  fractions  suivantes    '"^'      — —  ;  car  C, .  i  =^  a,+i  H 

Plus  fjt,  diminue,  et  plus  C^^i  augmente.  Cet  inconvénient 
n'a  pas  lieu  pour  la  dernière  fraction-,  on  peut  donc  pren- 
dre u„  =  o  et  C„  = 

6.  Il  est  à  remarquer  que  tous  les  raisonnements  pré- 
cédents subsistent  en  renversant  la  suite  des  [j.  et  l'écrivant 
ainsi  : 

II  I 

fX,—  ,  fXr-2  fii 

7.  Il  y  a  lieu  à  des  recherches  intéressantes  sur  la  forme 
à  donner  à  (p  (x),  et  sur  les  valeurs  à  donner  aux  quanti- 
tés p.  pour  obtenir  les  limites  les  plus  resserrées,  et  je 
crois  être  parvenu  à  démontrer  que  la  forme  la  plus  avan- 
tageuse estf  (x),  précisément  la  forme  que  M.  Sturm  a 
adoptée . 

8.  Dans  la  réduction  en  fraction   continue  de   \ ,    ,  > 

nous  n'avons  considéré  que  des  quotients  binômes  ;  mais 
on  peut  pousser  les  divisions  plus  loin  et  obtenir  des 
quantités  de  la  forme 

c        ci  l 

ax  -^  b  ^-  -  -] 1_  .  .  .  +  _  • 

le  reste  correspondant  sera  de  la  forme 

/ 

«'jt'""*-'  -h  h' x''  -f-  c'j:'— '  +  .  .  .-{ 

En  opérant  ainsi ,  le  nombre  de  termes  dans  chaque  reste 
ira  en  diminuant,  comme  dans  le  procédé  ordinaire,  et  le 
dernier  reste  sera  de  la  forme  Cx*^,  ^  étant  un  entier 
positif  ou  négatif,  et  le  dernier  quotient  de  la   forme 


(  33;>  ) 
Px''-\-  Qx''~',/>  éluiiL  un  entier  positii  ou  négatif:  nom- 
mant les  quotients  ainsi  obtenus  <y),  ^«vî  */- 5  on  voit 
aisément  qu'on  aura 

/{x)  =  Mx^<D, 

où  jVI  est  une  constante ,  /  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
gatif dont  la  valeur  dépend  de  la  manière  dont  on  a  opéré 
dans  les  divisions  successives ,  et  D  est  le  dénominateur  de 
la  fraction  continue 

III  II 

7i  +  «72  H-  7:>  +  •  •  •  +  V'-i  +•  '/' 
Donc,  si  l'on  écrit,  comme  ci-dessus, 

nommant  L  et  A  les  racines  extrêmes  de  cette  écjuaiion  , 
si  zéro  n'est  pas  compris  entre  H-  go  et  L,  ni  entre  A.  et 
—  00  ,  la  démonstration  donnée  ci-dessus  subsiste  encore 
pour  le  cas  général.  Et  lors  même  que  zéro  est  compris 
entre  ces  limites  ,  L  et  A  restent  tout  de  même  les  limites 
pour  les  racines,  abstraction  faite  de  la  racine  zéro. 

Ohsen>atiou .  L'illustre  analyste  est  parvenu  à  donner 
encore  une  plus  grande  extension  à  son  théorème ,  et 
même  à  substituer  les  quotients  a^x  +  bi^  a^x-\~b,,^  etc., 
aux  résidus  de  M.  Slurni  pour  découvrir  le  nombre  de 
racines  positives  et  négatives.  [Philosophical Magazine. 
Juin  i853.) 

L'auteur   donne    cette    forme   à    la  fraction  continue 


I 

I 


rendant  négatifs   tous   les   quotients , 

7j 

//3  — etc. 

alors  N,  D/_i  —  ]N,_i  D,  est  toujours  égal  à   -h  1 5  tandis 

que  dans  les  fractions  continues  ordinaires  cette  différence 

est  alternativement  +  1  et  —  i.  Nous  reviendrons  sur  ce 


(  336  ) 
travail,  qui  contient  des  propriétés  nouvelles  et  curieuses 
relatives  aux  quotients  «jX-h^r,  «sX-r-^s',  etc. 


SOLUTION  DE  LA  ULESTION  275^ 

Par  m.   h.   FAURE. 


Aucun  nombre  de  la  forme  ni^  {S x  -{-  y)  ne  peut  être 
la  somme  de  trois  carrés. 

On  peut  supposer  dans  cette  formule  que  m  =  i .  Soit 
donc 

8^H-  7  =j- 4-  z-  -l-  ^'. 

Le  premier  membre  étant  impair,  il  faut  que  dans  le  se- 
cond deux  des  carrés  soient  pairs  et  le  troisième  impair, 
ou  bien  qu'ils  soient  tous  les  trois  impairs.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  aui'ait 

j'H-  z'-f-  t-  =  ^m  -\-  i; 

dans  le  second , 

j'  +  3'  -+-r  —  8  m  -h  3. 

Or,  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux  formes  n'est  com- 
patible avec  celle  du  premier  membre  de  l'équation  \  donc 
elle  ne  peut  exister. 


RECTIFICATION  DE  LA  QUESTION  242 

(voir  l.  XH,  p.  163)  ; 

Par  m.   h.  FAURE. 


Une  erreur  grave  (*)  a  été  commise  dans  la  deuxième 
partie  de  la  démonstration.  Il  s'agissait  de  montrer  que 
les  équations 

2^/4-  1  r=  u\      a^-\~  {a  -+-  i)'=  t\ 

(*)  Signalée  par  M.  Coupy,  professeur  au  Prytanée  de  la  Flèche. 
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élait'iit  iiicoinpalibles  :  on  est  arrivé  au  résullat 

II*  —  2  ï'rrr   1  ; 

c'est  —  1  qu'il  faut  lire  clans  le  second  membre,  et 
alors  l'équation  n'a  rien  d'impossible.  Voici  ce  que 
Ton  peut  faire.  En  ajoutant  les  deux  équations  et  les 
retranchant  l'une  de  l'autre,  on  trouve 

f--f- «' —  2(rt  +  i)'     et     ;'  —  «'=  2a'; 

puis,  en  multipliant  celles-ci  l'une  par  l'autre,  on  obtient 

t*  —11^:=^  rt-  (fl  +  I  )■'  =r  m\ 

Equation  impossible,  la  différence  de  deux  bicarrés  ne 
pouvant  être  un  carré. 

MÉLANGES. 


\.  M.  Meray  (Charles),  élève  de  l'institution  Barbet 
(lycée  Saint-Louis)  ,  démontre  ainsi  le  théorème  de  pro- 
jection stéréographique  (page  loi  ).  Il  conserve  la  même 
figure,  et  désigne  par  I  l'intersection  de  la  corde  INJN  ' 
prolongée  avec  la  tangente  AB;  I  est  le  pôle  de  CT; 
donc  les  quatre  droites  CN,  CI,  CN',  CI'  forment  un 
faisceau  harmonique  5  le  diamètre  XX'  étant  parallèle  au 
rayon  CT  du  faisceau ,  on  a  donc 
tn  =  tn' . 

"2.  M.  Yillemsens,  élève  de  M.  Catalan,  institution 
Jauffret,  fait  observer  que  le  problème  résolu  par 
M.  Mannheim  (p.  ii3)  reste  le  même,  en  rendant  fixes 
les  centres  et  diminuant  les  rayons  d'une  longueur  égale 
au  plus  petit  rayon 5  par  là,  le  plus  petit  cercle  se  réduit 
à  un  point  que  nous  désignons  par  A;  S  étant  le  centre 
de  similitude  des  deux  autres  cercles,  on  trouve  le  point 
d'intersection  fixe  A'  de  tous  les  cercles  satisfaisant  à  la 
question,  avec  la  droite  SA  ;  le  lieu  des  centres  est  donc 
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ia  perpendiculaire  à  SA  passant  par  le  milieu  de  A  A';  il 
est  évident  qu'on  trouve  quatre  droites  qui  se  coupent  au 
centre  radical  des  cercles  donnés. 

3.  Angles.  Bertrand  (de  Genève)  désigne  par  ce  mol, 
non  des  inclinaisons,  mais  des  aires  infinies  ayant  entre 
elles  des  rapporlsy<«/5.  Dans  ce  système,  les  angles  plans 
sont  des  faces ,  et  il  se  sert  de  celte  locution,  qui  est  une 
conséquence  de  sa  manière  de  définir  l'angle;  mais  en 
rejetant  cette  définition,  la  locution  n'est  plus  admis- 
sible Car  l'angle  solide  ne  présente  aucun  sens  dans 
le  système  des  inclinaisons,  et  Legendre  s'est  rapproché 
ici  de  Bertrand,  en  disant  que  l'angle  solide  est  Y  espace 
angulaire  compris  entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent 
en  un  même  point  (liv.  V,  défin.  6).  \  oici  les  défini- 
tions d'Euclide,  relativement  aux  trois  espèces  d'angle. 

Un  angle  plan  est  l'inclinaison  de  deux  lignes  1  une 
sur  l'autre,  lorsqu'elles  sont  dans  un  même  plan,  sans 
être  sur  la  même  droite  [liv.  I,  déjin.  8  (*)]•  Lorsque  les 
lignes  qui  comprennent  l'angle  sont  droites,  alors  langle 
se  nomme  angle  rect digne  (liv.  T,  défin.  9). 

On  voit  qu'Euclide  définit  l'angle  de  deux  lignes  en  gé- 
néral avant  de  définir  l'angle  rectiligne,  et  cela  devait  être, 
puisqu'il  définit  aussi  la  ligne  en  général  avant  la  ligne 
droite. 

Angle  dièdre.  L'inclinaison  de  deux  plans  l'un  sur 
l'autre  est  1  angle  aigu  formé  par  les  deux  droites  menées 
par  un  même  point  de  l'intersection  commune,  perpen- 
diculairement à  cette  intersection,  dans  chacun  de  ces 
deux  plans  (liv.  XI,  déJin.  6)  5  et  il  ajoute  :  Les  inclinai- 
sons de  plusieurs  plans  sont  dites  semblables ,  lorsque  les 
angles  d'inclinaison  décrits  ci-dessus  sont  égaux  [déJin.  y). 


(*)  Définition  ambiguë.  R.  Siinson  ,  dans  sa  traduction  d'Euclide,  la 
regarde  comme  nue  addition  éditons  minus  periti  (Notae). 


(  -^9  ) 
Ainsi  la  mesuro  do  riiiclinaison  sort  de  définition,  saul 
à  démontrer  plus  loin  la  constance  de  celle  mesure. 

Un  angle  solide  est  l'inclinaison  d'au  moins  tiois  li- 
gnes l'une  sur  l'autre  qui  se  rencontrent  sans  être  dans  le 
même  plan;  autrement ,  un  angle  solide  est  celui  qui  est 
limité  par  au  moins  trois  angles  plans,  qui  se  réunissent 
en  un  même  point  sans  être  dans  un  même  plan  (liv.  XI, 
clé  fin .  II). 

Euclide  donne  deux  défiuitions  :  la  première,  pour 
conserver  l'analogie  d'inclinaison  ;  mais,  cette  définition 
n'étant  pas  claire,  il  en  présente  une  seconde  qui  dilTère 
par  l'énoncé  de  celle  de  Legendre.  A  vrai  dire,  l'angle  so- 
lide est  un  être  suîgeneris  qui  ne  peut  pas  se  rattacher  géo- 
métriquement aux  deux  autres  angles.  En  effet,  un  angle 
plan  ajouté  à  lui-même,  reste  angle  plan  formé  par  deux 
droites  5  il  en  est  de  même  de  l'angle  dièdre  :  mais  un  an- 
gle trièdre  ajouté  à  un  angle  trièdre,  ne  reste  pas  angle 
Irièdre.  Aussi,  Lorentz,  dans  sa  traduction  dEuclidc, 
propose  de  donner  à  l'angle  solide  le  nom  de  coiii 
[EcKE  (*)]•  On  ne  peut  comparer  ces  coins  entre  eux  que 
sous  le  point  de  vue  dynamique .  Supposons  que  les  som- 
mets de  deux  angles  solides  soient  les  centres  de  deux 
sphères  de  même  rayon.  Si  1rs  points  de  chaque  sphère 
exercent  une  action  attractive  dépendant  de  la  dislance 
sur  les  sommets  devenus  centres ,  les  résultantes  de  ces 
actions  sont  proportionnelles  aux  aires  des  surfaces  sphé- 
riques  interceptées  par  l'aiigle  solide.  Celte  aire  sert  de 
mesure  et  aussi  de  définition  à  l'angle  solide ,  genre  de  dé- 
finition qui  peut  aussi  s'appliquer  aux  deux  autres  angles. 

Quant  aux  angles  de  contact,  d'osculation,  ils  appar- 
tiennent à  cette  classe  d'idées  que  Leibnitz  appelle  idées 
certaines  et  obscures;  et  il  y  en  a  beaucoup  de  cette  es- 

(*)  Coin,  cuneus  viennent  du  f;rr>c  yoiviv.. 

22. 


(  Ho  ) 

pèce  eu  uialhéma tiques.  Telles  sont  Us  droites,  la  diice- 
tion  ,  les  osculatious  de  diverses  espèces,  les  eoeflicients 
diflerentielsde  divers  ordres,  etc.-,  il  ne  règne  pas  le  moin- 
dre doute  sur  l'existence  de  ces  objets,  quoiqu'ils  soient 
d'une  représentation  si  obscure,  qu'en  cherchant  à  les 
cclaircir,  on  ne  parvient  qu'à  substituer  une  obscurité  à 
l'autre,  et  le  plus  souvent  on  perd  au  change. 

4.  Problème  polaire.  On  a  n  points  fixes  dans  un 
plan,  et  une  relation  entre  les  distances  d'un  point  INI  à 
ces  foyers,  on  demande  à  mener  une  tangente  au  lieu 
géométrique  de  M;  problème  proposé  par  Ehrenfried 
Walther  de  Tschirnhausen,  dans  sa  Medicina  mentis  ^ 
page  68(*),  et  résolu  par  Fatio,  et  ensuite,  d'une  ma- 
nière générale,  par  l'Hôpital  {^Analyse  des  inji/iimeiit 
petits,  page  27).  On  trouve  encore  dans  ce  dernier  ou- 
vrage une  manière  de  mener  une  tangente  à  une  courbe 
décrite  par  le  point  d'une  droite  de  longueur  fixe,  et  s'ap- 
puyant  sur  deux  courbes^  la  manière  de  mener  des  tan- 
gentes aux  développées  par  réflexion  et  réfraction,  etc. 

5.  Un  professeur,  dans  une  Lettre  anonyme  signée 
P. -P.  G.,  médit  vque  les  nouveaux  programmes  et  même 
les  anciens  sont  d'une  pénurie  incroyable ,  et  ensuite  me 
conseille  de  mcttie  les  Nouvelles  Annales  en  rapport 
avec  les  programmes.  11  veut  donc  que  les  Nouvelles  An- 
nales soient  aussi  d'une  pénurie  incroyable.  Ce  n'est  cer- 
tainement pas  son  idée;  mais  il  croit  que  «  les  Nom'elles 
Annales  sont  d'un  caractère  trop  élevé,  du  moins  pour 
les  candidats  ordinaires  :  tout  au  plus  sont-elles  à  la  por- 
tée des  candidats  supérieurs.  »  Je  répondrai  que  les 
élèves  ordinaires ,  pas  plus  que  les  professeurs  ordinaires, 

(*)  Logique  à  l'usage  des  géomètres;  d'une  lecture  attrayante;  riche 
gentilhomme  de  la  haute  Lusacc;  il  a  vécu  pour  la  science  qu'il  a  enrirliio 
des  Caustiques,  etc.  Le  grand  roi  l'a  nommé,  en  1G99,  n^enibre  associe  de 
l'Académie  des  Sciences  à  l'àgc  de  trente  et  un  ans,  par  exception.  Ne 
en  i65i  ;  mort  en  1708. 


i 
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ne  s'oiiciuièicnt  d  un  jouiiial  iiialli('iuaH(|iic  (judcoiiquc  , 
éléineiitaiie  ou  non.  Les  uns  se  eonteiiU'nt  de  donner 
des  leçons,  les  autres  de  les  recevoir.  Il  n'y  a  que  ceux 
f[ui  r'cnfcnf.  connaître  l'état  actiu;l  et  même  passé  de 
la  science,  aspirant  au  progrès,  qui  lisent  ces  journaux. 
Or,  une  telle  volonté,  une  telle  aspiration  ne  se  rencon- 
trent guèie  que  chezdes  esprits  d'une  certaine  supériorité. 
Aussi  plusieurs  de  nos  questions  s'adressent  aux  élèves 
supérieurs,  et  ils  y  répondent;  d'autres  questions,  pour 
rinstriiction  générale  élevée ,  s'adressent  aux  professeurs 
supérieurs,  et  plusieurs  veulent  bien  s'en  occuper. 
D'ailleurs,  je  prie  M.  P. -P.  (i.  de  prendre  en  considéra- 
tion deux  points  essentiels.  Le  premier  est  que  les  Nou- 
velles Annales  sont  dans  la  douzième  année,  et  que  tous 
les  endroits  épineux  des  éléments  ont  été  traités  à  diver- 
ses fois  et  sous  diverses  faces,  et  l'on  ne  peut  revenir 
étciiiellenicnt  sur  les  mêmes  objets.  S'il  y  a  des  omissions, 
des  oublis,  on  rendrait  service  en  me  les  indiquant,  mais 
il  faut  faire  attention  que  des  explications  extrêmement 
utiles,  excellentes,  données  dans  renceinle  d'une  classe, 
peuvent  devenir  niaises  en  les  imprimant.  Le  talent  du 
professeur  consiste  à  diversifier  ces  explications  selon  le 
caractère  d'esprit  des  élèves;  mais  le  mérite  de  ces  expli- 
cations (^st  purement  individuel,  local  et  rarement  digne 
de  publicité. 

Le  second  point  est  que  les  Nouvelles  Annales  ont  aussi 
en  vue  les  gradués  universitaires  et  les  candidats  à  l'a- 
grégation (*),  comme  le  montrent  les  beaux  travaux  que 
nous  devons  au  savant  professeur  de  Grenoble.  Il  est  vrai 
que  le  titre  du  journal  n'annonce  pas  une  telle  destina- 
tion. Mais  il  ne  faut  pas  non  plus  donner  à  ce  titre  une 
interprétation  trop  judaïque.  L'intérêt  des  candidats  à 
nos  deux  grandes  écoles  est  le  but  essentiel  du  Journal  ; 

(*)  La  question  d'agrégation  de  cette  année-ci  est  d'une  ndisclé  qui 
dopasse  les  liornes. 


(  ^h  ) 

mais  cet  inlérùl  ue  cesse  pas  avec  leui'  entrée  à  ces  écoles. 

6.  Projection  stéréo  graphique.  Ce  mode  de  projeter 
remonte  à  Hipparque  ( —  i5o)  ;  mais  le  nom  a  été  intro- 
duit par  le  savant  jésuite  d'Aguillon  (François)  dans  son 
ouvrage  :  Opticoruinlihri sex.  Antwerp.,  \6i'5:,Plantin, 
in-folio.  On  lit  à  la  page  072  :  Quare  tanictsi  sténogra- 
phiées îiomiîie  misquain  vocatiiin  hoc  projectionis  gemis 
experiinus  j  quia  tamen  nec  alio  quidein  ullo  solitum  est 
appellarî ,  placuit  hoc  nomen  usurpari. 

Le  livre  sixième  (page  4^2)  est  un  traité  très-étendn 
des  projections  orthographiques,  scénographiques  et 
stéréographiques . 

Note  biographique.  D'Aguillon  est  né  à  Bruxelles  en 
1567*,  il  professa  la  philosophie  et  la  théologie,  et  fut  le 
premier  qui  fonda  l'enseignement  des  mathématiques 
parmi  les  jésuites  des  Pays-Bas,  Ses  confrères  ayant  été 
attaqués  de  la  peste,  il  ne  cessa  de  les  soigner,  et  supporta 
avec  une  extrême  patience  de  grandes  et  longues  douleurs. 
Il  mourut  à  Anvers,  le  20  mars  1617.  Voici  ses  dernières 
paroles  :  Fiat  volunias  Dci^  in  ea  conquiesco ;  ad  Dei 
nututn  nie  penitus  fin  gère  nolo.  Il  laissa  la  catoptrique 
et  la  dioptrique  inachevées. 

7.  Le  manuscrit  de  Pappus  de  la  Bibliothèque  impé- 
riale, dont  il  est  question  ci-dessus  (page  122),  a  été 
écrit  pour  Piamus  par  son  ami  le  savant  médecin  Nicolas 
de  Nancel-,  né  en  i^Sp,  au  village  de  ce  nom  près  de 
Noyon  ,  de  parents  très-pauvres ,  il  vint  à  Paris  on,  grâce 
aux  secours  de  Ramus,  il  fit  ses  études  médicales.  Il  a 
laissé  plusieurs  ouvrages,  entre  autres  Pétri  lianii 
Vita,  i599,  in-8";  par  modestie,  il  prenait  le  titre  de 
Trachyenus  No^ioditnensis ,  paysan  du  Novionnais.  Le 
savant  Weiss  lui  a  consacré  un  article  dans  la  Biographie 
Michaud.  Ceci  explique  la  signature  du  manuscrit.  INi 
Morcri  (édition  tie  1735),  ni  Bavie  ne  font  incnlion  de 
retle  Vie  de  Ramus  par  Nancel . 


(  :i43  ) 

8.  Notalion  difjcrcnticUc.  La  notation  Lcibnilziennc 
a  été  admise  la  picmièie  fois  tii  Angleterre,  en  i8o3, 
dans  un  ouvrage  de  M.  Woodhouse,  intitulé  :  PrincipJes 
af  analytical  calculalion.  La  traduction  anglaise  de  La- 
croix, où  la  même  notation  est  employée,  date  de  1816 5 
maintenant,  elle  est  généralement  adoptée.  A  l'Université 
de  Cambridge,  on  se  sert  souvent  de  la  notation  d^  pour 
dire  qu'une  fonction  doit  être  dilîérenliée  par  rajoport  à  x\ 

(lY  (l    y 

ainsi  <j?^ y  pour  —■,  et  dl-j  pour  -r-^-  Cette  notation,  em- 
ployée par  M.  Cauchy,  est  quelquefois  commode,  surtout 
pour  les  diiférenti elles  partielles.  Mais  cette  commodité 
disparaît  quand  on  veut  conserver  cette  notation  dans  les 
intégrations.  Ainsi,  on  écrit 

y  rt-  +  X- 

et  il  y  a  des  auteurs  anglais  qui,  pour  être  conséquents  au 
principe,  écrivent 

X  I 

'-■  =  V'''  +  ^""1 


J  X 


ce  qui  est  parfaitement  inintelligible.  On  écrit  aussi 

,  (la        dv        dz 

f4    «  +  ('  +  z  j     pour     -7-  +  —  -t-  -7-  : 
dx        dx       dx 

cette  notalion  abrégée  a  été  adoptée  aussi  par  M.  Lamé, 
clans  son  dernier  otiv rage  sur  l'élasticité;  ou  bien  encore 

—-  («4-  r  4-  z). 
dx 

9.  Aritlimologie.  Dans  le  XLII"  volume  (i85i)  du 
Journal  de  M.  Crelle,  page  3o4.;  le  savant  éditeur  a  cal- 
culé une  Table  contenant  les  plus  petits  nombres  entiers 
(jui  satisfont  à  réqualion 

/7|  j-2  =  (i.Xf  +  I  ; 


(  '^  ii  ) 

ûi ,  «2  7  ^j  5  -3^2  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et 
«1  ^  «2  5  depuis  Ui  =  I  jusqu'à  a,  =  1 20  ;  la  Table  est  de 
dix  pages.  On  donne  des  moyens  abrévîatifs  de  calcul 
pour  prolonger  la  Table,  et  l'auteur  exprime  le  désir  de 
la  voir  continuer  au  moins  jusqu'à  r/,  =  1000.  Les  aritlx- 
mologues  comprennent  l'utilité  d'une  telle  Table  qui  peut 
même  servir  à  rendre  plus  expéditives  certaines  opéra- 
tions de  raritliméiique  vulgaire,  par  exemple,  dans  la 
comparaison  des  poids  et  mesures,  etc. 

10.  Physique  malhéniadque.  M.  Jacob  Amsler,  de 
Halden,  en  Suisse,  a  écrit  deux  Mémoires  très-instruc- 
tifs sur  la  théorie  de  l'attraction  et  de  la  chaleur  (Journal 
de  M.  Crelle,  tome  XLIl ,  page  3165  1 85 1).  On  sait  que 
M.  Liouville  a  donné  une  démonstration  fort  simple  de 
cette  proposition,  que  les  équations  qui  expriment  les 
conditionsde  V équilibre èlectriquewQ.  sont  susceptibles  que 
d'une  seule  solution  {^Additions  ci  la  Connaissance  des 
Temps ^  1845).  M.  Amsler  établit  la  même  proposition 
pour  l'équation  qui  satisfait  à  l'équilibre  magnétique, 
équation  qu'on  doit  à  Poisson  [Mémoires  de  Vltistitul , 
tomes  YI  et  Mil) .  Poisson  démontre  qu'une  certaine  équa- 
tion transcendante  a  une  infinité  de  valeurs  toutes  réelles, 
et  montre  qu'elles  sont  positives  dans  certains  cas  [Théo- 
rie de  la  chaleur^  p.  178).  M.  Amsler  ^emonï/e qu'elles 
sont  toujours  positives. 

La  chaleur  spécifique  des  corps  est  plus  grande  sous  une 
pression  constante  que  sous  un  volume  constant.  Des 
expériences  ont  été  faites,  pour  constater  cette  loi,  sur 
les  corps  sous  formes  gazeuses  (l)elaroche,  Rérard,  Du- 
long),  et  sur  les  corps  solides ,  par  iM.  Werlhciui  [Anna- 
les de  Chimie  et  de  Physique j  3*^  série,  tome  XII, 
page  385).  Cette  loi  doit  nécessairement  modifier  les  lois 
de  la  conductibilité  dans  rintérieur  des  corps.  Les  géo- 
mètres n'y  ont  pas  encore  eu  égard.  C'est  l'objet  du  second 
Mémoire  du  savant  suisse. 


(  345  ) 
I  I .  Cours  rendus  populaires.  11  n'est  pas  i  are  de  teii- 
contrerdes  professeurs  chargés  d'un  haut  enseignement 
destiné  au  petit  nombre  [pus'iUiis  grex) ,  abaisser  à  des- 
sein cet  enseignement  pour  attirer  la  foule.  Ce  manège 
peu  loyal  est  ancien.  On  lit  dans  la  Vied'Epicure  :  «  Kai 

o-^o>^tt  -TTlTua-icîvcco-uv  ct>iXctliX.  UTTi  oy>^ocyoi)yyis-cii  :   SchoIuTIl  aper- 

turum^  sed  non  eo  usque  ut  populare  auditorium  jiat.  » 
(Gassendi,  Op.  omn..,  t.  V,  p.  ii8.  Diogents  Laertii 
Liber  decinius .)  Nihil  novi suh  sole! 

13.  Chez  les  Grecs ,  la  partie  théorique  des  nombres  se 
nommait  arithmétique,  et  la  partie  pratique  logistique. 
Cette  arithmétique  grecque  était  bien  pauvre  en  compa- 
raison de  celle  des  Indiens;  il  paraît  même  que  c'est  des 
Indiens  que  les  Grecs  ont  appris  le  peu  qu'ils  savaient 
sur  les  nombres.  Cela  piovient  de  l'absence  d'un  système 
de  numération. 

THÉORÈME  SEGMENTAIRE  DE  M.  STIBBS.  RECTIFICATION 

(voir  p.   209)  ; 

Par  m.   PROUHET. 

C'est  par  inadvertance  qu'on  a  placé  la  seconde  inéga- 
lité de  la  page  U09  à  la  suite  du  théorème  de  M.  Stubbs 
dont  elle  n'est  pas  une  conséquence.  En  outre,  le  dernier 
niembre  n'est  pas  l'unité  ,  mais  une  fonction  des  côtés  du 
triangle,  fonction  qui  sera  trouvée  sans  doute  par  ceux 
C]ui  voudront  bien  prendre  la  peine  de  démontrer  le 
théorème. 

DIVISION  PRATIQIE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  EN  PARTIES 
ÉGALES 

(TOir  p.  77  )  ; 

Par  m.   TEMPIER, 

Sous-directeur  des  Écoles  chrétiennes  à  Montpellier 


Le  procédé  pratique  de  Bion  expliqué  par  M.  le  profes- 
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seur  Housel  est  susceptible  d'une  utile  modification  lors- 
que n  étant  pair  n'est  pas  inférieur  à  8.  Je  propose  le 
procédé  suivant  : 

Divisez  le  diamètre  AB  en  autant  de  parties  égales 
qu'on  veut  en  avoir  sur  la  circonférence;  des  points  A 
et  B  comme  centres,  et  avec  AB  comme  rayon,  décrivez 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  C,  puis,  si  le  nonihre  de  di- 
visions est  inférieur  à  8 ,  joignez  le  point  C  à  la  seconde 
division  du  diamètre  à  partir  de  V extrémité ^  l'arc  BD 
sera  la  portion  demandée  de  la  circonférence.  Si  le  nom- 
bre de  divisions  étant  pair  est  égal  à  ^  ou  plus  grand, 
menez  par  le  point  C  deux  sécantes  passant,  Tune  CF  par 
le  centre  O,  et  l'autre  CE  par  la  deuxième  division  à 
partir  du  centre;  l'arc  EF,  intercepté  par  les  deux  sé- 
cantes, est  l'arc  demandé. 

Cette  modification  donnera,  pour  les  cas  qui  se  trou- 
veront dans  la  deuxième  condition  de  l'énoncé,  une  ap- 
proximation incomparablement  plus  grande  que  celle  qui 
est  donnée  par  l'énoncé  primitif. 

Pour  justifier  cette  assertion,  il  suffit  de  calculer  l'an- 
gle EOF  ou  cî  pour  les  diverses  valeurs  de  n,  de  comparer 

les  résultats  aux  valeurs  exactes ■>  et  les  difiérences  à 

n 

celles  qu'ont  fait  connaître  les  calculs  de  M.  Housel. 

Les  calculs  que  j'ai  employés  pour  arriver  à  la  valeur 
de  sinus  d  étant  analogues  à  ceux  de  ce  mathématicien 
pour  connaître  l'angle  qu'il  a  nommé  y,  je  crois  inutile 
de  les  transcrire-,  voici  l'expression  générale  à  laquelle 
ils  m'ont  conduit. 


12  «  -h  v/48  "'  —  5^2 

Sin'J  =  „■- ,  -■ n ' 

ôn^  -\-  ID 

formule  qui  confirme  ce  que  l'on  savait,  à  priori,  que  le 
procédé  n'est  pas  applicable  lorsque  /z<^4i  parce  qu'a- 
lors le  radical  serait  iniiii,Miiairc. 
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Voici  les  rt'sullats    des   calculs  pour  diverses  valeurs 
paires  de  n  : 


OIFFÉKEM,K 

donnée  par  It- 

procédé  de  Blon 

jur  n  = 

1, 

0  —  90° 

e.\act. 

exact. 

n  = 

6, 

0^  =  59031' 35" 

au  lieu 

de  60° 

différence 

— 

S'  45" 

exact. 

n^^ 

8, 

<?  =  /,/,.  48./,  5" 

id. 

45 

id. 

— 

1  .  I  J 

-t-  1 1'  i5" 

n^ 

10, 

0"  =  35 .56.32 

id. 

36 

id. 

— 

3.28 

-t-  2 1  .  24 

n  = 

12, 

o'  =  3o 

id. 

3o 

id. 

0 

-t-  29.45 

n  = 

'4, 

(?  =  25.44-27 

id. 

25.42' 52' 

id. 

H- 

1.35 

-+-32.56 

n  = 

i6, 

(5'  =  22.3o.20 

id. 

22.  3o 

id. 

-(- 

2.20 

-^35.54 

?»  = 

.8, 

o"  =  20.  2.40 

id. 

20 

id. 

-i- 

2 .40 

71  =^ 

20, 

0"=  18.  2.48 

id. 

18 

id. 

-1- 

2.48 

n  z= 

22, 

â  ^=  16. 24.37 

id. 

16.21.49 

id. 

-t- 

2.48 

11  = 

3o, 

!?  =    I  2  .      3.29 

id. 

12 

id. 

-t- 

2.29 

n  =1 

4o, 

ô"=     9.     2.     2 

id. 

9 

id. 

-f- 

2.  2 

n=. 

5o, 

0  =    7.13.39 

id. 

7.12 

id. 

-+- 

1.39 

Il  = 

6o, 

(?  ^   6.   1.26 

id. 

6 

id. 

-H 

1 .26 

n  = 

70  > 

(?=    5.  9.49 

id. 

5.  8.34 

id. 

-H 

1 .  i5 

«  =: 

80, 

0"=-    4.3i.  G 

id. 

4.3o 

id. 

H- 

1.   6 

n  ^ 

90, 

o"  =^  4  •  ^9 

id. 

4 

id. 

-4- 

59 

n  =: 

00, 

0  ^    3.36,53 

id. 

3.36 

id. 

-+- 

53 

Ce  tableau  montre  :  1"  que  ce  procédé  est  plus  exact, 
et,  par  conséquent,  doit  être  préféré  à  celui  qui  est  in- 
diqué par  Bion  lorsque  n  égale  ou  surpasse  8;  1^  qu'il 
donne  exactement  le  douzième  de  la  circonférence  5  qu'à 
partir  de  n=i2,  les  diilérences  augmentent  soit  en 
moins,  soit  en  plus;  4*^  q^<^  1^  maximum  de  ces  dilïé- 
rences  est  o"2'48"  et  correspond  à  n  :^  20  et  225  au  delà 
de  ce  nombre,  elles  vont  en  diminuant. 

Noie.  Lorsque  n  est  impair,  il  faut  le  doubler,  afin  que  le  centre  O  soit 
un  point  de  division. 


(  ■y\^ 


COSMOGRAiMIlË. 


Historique  de  la  découverte  des  sept  premières  nou- 
velles planètes;  d'après  M.  Eïiche  [Membre  de  T A- 
cadéniie  de  Berlin  j  1847-  ^^^  ^^  planète  Aslréc. 
Imprimée  à  part  en  1849)-  I'i'4°  de  39  pages. 

Les  anciennes  planètes,  Mercure,  Venus,  Mars,  Ju- 
piter, Saturne,  sont  tellement  brillantes,  que  leurs  mou- 
vements parmi  les  étoiles  fixes  ne  pouvaient  écliapper  à 
un  observateur  attentif,  même  dénué  de  tout  moyen  auxi- 
liaire. Il  n'en  est  pas  ainsi  des  nouvelles  planètes,  et 
même,  depuis  l'invention  des  télescopes,  un  siècle  et  demi 
s'écoula  avant  que  les  limites  de  notre  système  solaire 
fussent  reculées. 

Uranus.  i3  mars  lySi.  Wûliani  Herscliel  [*).  Bath. 
Sixième  grandeur. 

De  là  cette  surprise  lorsque  Herschel  étant  à  Math 
(Angleterre) ,  découvrit  dans  la  soirée  du  i3  mars  1.781 , 
une  étoile  mobile,  ayant  un  disque  d'une  grandeur  sen- 
sible; surprise  tellement  grande,  qu'on  ne  voulut  d'abord 
voir  dans  la  nouvelle  planète  qu'une  nouvelle  comète. 

C'est  à  un  grand  perfectionnement  dans  la  construc- 
tion des  télescopes  à  miroir  que  Heischel  doit  sa  décou- 
verte, et  à  la  confiance  qu'il  avait  que  ses  instruments 
lui  donneraient  la  solution  du  problème  de  la  parallaxe  des 


(*  )  Ne  .T  Hanovre,  le  i5  novembre  173S,  mort  à  Slough  près  Londres  , 
le  23  août  i8i'i,  ùgéile  quatre-vingt-trois  ans.  Tout  le  monde  a  lu  et  relu 
VAnaljse  hisloiiqutf  et  critique  de  la  vit;  et  des  travaux  de  sir  William 
Herschel,  par  M.  Arago.  {Annuaire  pour  l'un  iiif\}.;  2*  édition,  cho/ 
iMallct-Batihelier,  libraire.  ) 
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éloilcs ,  piol)lènic  doiu  la  recherche  avait  déjà  amené  lu 
découverte  de  l'abcrratiou  et  de  la  nutation.  Convaincu 
que  la  forme  la  plus  parfaite  des  miroirs,  lorsque  la  dis- 
tance focale  dépasse  6  pieds,  était  indépendante  des  règles 
qu'on  suit  pour  leur  donner  une  forme  parabolique, 
mais  dépendait  de  certains  procédés  d'art  pratique  ,  il  con- 
fectionna pour  chacun  de  ses  télescopes  de  7,  10  et  20 
pieds  de  longueur,  trois  miroirs.  II  plaçait  le  meilleur 
dans  l'instrument,  et  s'en  servait  pour  passer  la  revue 
du  ciel  5  il  repolissait  ensuite  les  autres  miroirs  et  choi- 
sissait encore  le  meilleur:  chacun  des  miroirs  lui  servait 
à  éprouver  et  à  perfectionner  les  autres.  Par  d'ingénieux 
maniements,  il  pouvait  diriger  ses  longs  tubes  sans  de 
grands  efforts.  Enfin ,  ne  se  laissant  pas  arrêter  par  des 
consîdéralions  étrangères,  il  employa  des  grossissements 
inusités  jusqu'alors.  C'est  avec  un  grossissement  de 
227,  qui  ne  permet  qu'un  champ  de  ^r/,  que,  dans  la 
soirée  indiquée  ci-dessus  ,  il  observa  entre  les  cornes  du 
Bélier  et  les  pieds  des  Gémeaux,  à  l'endroit  où  la  voie 
lactée  traverse  le  zodiaque,  une  étoile  de  sixième  gran- 
deur, ayant  un  disque  sensible  qu'un  grossissement  de 
460  et  de  9^2  grandissait  encore  notablement.  Le  mou- 
vement de  l'étoile  ne  s'élevant  alors  qu'à  f  par  jour,  il 
n'aurait  pu  reconnaître  par  le  déplacement  seul,  le  ca- 
ractère planétaire  de  l'étoile.  Cette  découverte  est  uni- 
quement le  résultat  de  perfectionnements  optiques  ,  et  de 
l'énergique  persévérance  d'un  homme  qui  avait  du  génie 
dans  la  tête  et  dans  la  main. 

Cérès.    1*^'  janvier  1801.  Piazzi\ Joseph  (*)].  Palerme. 
Huitième  grandeur. 
La   découverte  d'Lranus  conduisait  naturellement  et 

(*)  Théatin ,  né  à  Ponte  dans  la  Valteline,  le  iC  juillet  17/I6,  mort  à 
INaples  le  72  juillet  i8o3,  âgé  de  cinquante-sept  ans. 
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pendaiii  longtemps  à  observer  de  la  même  manière  le  ciel 
avec  des  grossissements  considérables,  afin  de  reconnaître 
les  planètes  par  la  forme  de  leurs  disques  5  on  dit  même  que 
Herschcl  a  continué  ainsi  pendant  quelques  années,  mais 
sans  succès.  Ce  ne  fut  que  le  i*""  janvier  1801  que  le  père 
Piazzi  découvrit  une  seconde  nouvelle  planète.  Chargé 
de  construire  un  observatoire  à  Palerme,  en  1788  ,  il  s'é- 
tait rendu  en  Angleterre  pour  demander  des  instruments 
au  célèbre  Ramsden  et  être  présent  à  l'exécution.  L'in- 
strument qu'il  remporta  et  dont  l'idée  appartient  à  Piazzi 
fait  époque,  parce  qu'il  est  le  premier  qui  renferme  un 
cercle  complet,  de  5  pieds  de  diamètre,  etdepuisles  perfec- 
tionnements apportés  dans  les  machines  à  diviser,  on  a 
abandonné  en  astronomie  les  sextants  et  les  quadrants. 
Mais  ce  qu'il  y  a  de  plus  remarquable,  c'est  l'ordre  que 
Piazzi  mit  dans  ses  observations,  ordre  qui  contribua 
essentiellement  à  la  découverte  de  Cérès.  Piazzi  entre- 
prit la  formation  d'un  catalogue  d'étoiles  où  il  prit  pour 
base  le  travail  de  Wollaslon.  Afin  d'atteindre  le  but  avec 
promptitude,  commodément,  et  pourtant  avec  une  exac- 
titude suffisante,  Piazzi  suivit  cette  marche  que  Ton  ne 
connaît  bien  que  maintenant,  par  l'impression  des  obser- 
vations de  Piazzi,  que  Littrow  de  Vienne  a  fait  insérer 
dans  les  Annales  de  Vienne.  Le  beau  ciel  de  la  Sicile  est 
rarement  troublé  par  des  nuages  qui  interrompent  les 
observations^  pendant  toute  l'année  le  ciel  est  presque 
sans  nuages.  Piazzi  choisit  donc  certaines  étoiles  déter- 
minées qu'il  voulait  observer  pendant  plusieurs  jours  con- 
sécutifs, le  plus  souvent  six  jours-,  c'est  ce  qu'il  nomme 
un  corso  .f  et  il  coordonnait  ensuite  les  observations  de  la 
même  étoile  faites  pendant  les  divers  jours  du  corso.  A 
raison  de  la  rapide  succession  des  jours  et  la  rareté  des 
interruptions,  on  pouvait,  sans  inconvénient,  obtenir  la 
réduction  des  observations  en  prenant  la  moyenne  des 
observafio7is  de  la  même  étoile,  et  les  comparaisons  |our- 
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nalièrcs  o(rrai(;nt  un  crilerium  sûr  pour  estimer  l'exacli- 
lude  et  faire  disparaître  les  erreurs;  outre  les  étoiles 
choisies,  il  observait  dans  les  intervalles  les  étoiles  voi- 
sines que  l'on  pouvait  prendre  sans  troubler  les  observa- 
lions  principales.  C'est  à  cet  arrangement,  convenable 
au  climat  et  au  but  que  Piazzi  se  proposait,  que  le  célèbre 
astronome  doit  de  n'avoir  pas  laissé  échapper  Cérès  , 
étoile  de  huitième  grandeur;  car  l'ayant  observée  dans 
une  soirée  entre  la  cjueue  du  Taureau  et  le  15élier,  la  suile 
des  jours  du  corso  exigeait  qu'il  devait  l'attendre  aux 
jours  suivants,  et  dès  lors  il  pouvait  reconnaîtic  à  un 
notable  déplacement,  que  c'était  une  étoile  mobile  digne 
d'une  attention  spéciale.  Cette  découverte  est  donc  le 
résultat  de  l'exécution  d'un  grand  travail  distribué  avec 
une  extrême  perspicacité  de  vue.  Dans  nos  climats  sep- 
tentrionaux, où  les  observations  méridiennes  sont  inter- 
rompues pendant  longtemps  par  des  nuages ,  une  telle 
distribution  ne  serait  nullement  convenable,  si  l'on  vou- 
lait s'y  tenir  exclusivement. 

Pallas.  28  mars  1803.  Olbers  [Henri-GidUnumc- 
Mathias  (*)].  Brème. 

Huitième  grandeur. 

Une  conséquence  des  plus  importantes  pour  la  science 
de  la  découverte  de  Cérès,  est  d'avoir  donné  Gauss  à  l'as- 
tronomie théorique  et  pratique.  C'est  à  cette  occasion 
qu'il  résolut  le  premier  le  problème  de  déterminer  une 
orbite  par  un  nombre  d'observations  ne  dépassant  pas  le 
nombre  nécessaire.  Toutefois,  ni  l'exactitude,  ni  la  mul- 
tiplicité des  observations  de  Piazzi  ne  pouvaient,  même 
avec  les  calculs  d'un  Gauss,  indiquer  avec  précision  l'en- 

(*)  Mcdccin  et  astronome,  né  à  Arbergen  près  Brème,  le  ii  octo- 
liro  17')!^,  mort  à  Rrênic  le  5  mars  iS/|0  ,  l\^,c  de  quatre-vingt-deux  ans. 
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droit  où  Cciès  devait  se  trouver  en  se  dégageant  du  So- 
leil, et  cela  sans  avoir  besoin  de  la  connaissance  la  plus 
minutieuse  de  la  splièi^e  céleste.  Il  fallait  au  moins  avoir 
exploré  et  retenu  dans  l'imagination  une  étendue  de  16  à 
20  degrés.  C'est  précisément  cette  grande  région  céleste 
qui  amena  le  plus  grand  connaisseur  du  ciel  étoile  parmi 
les  astronomes  modernes,  qui  amena  Olbers,  le  28  mars 
1802,  à  découvrir  Pallas  presque  au  même  endroit,  à 
3o  minutes  près  où,  quatre  mois  auparavant,  d'après  les 
calcvils  de  Gauss,  il  avait  retrouvé  Cérès  à  sa  sortie  des 
rayons  solaires.  Celte  découverte  est  donc  le  fruit  d'une 
connaissance  locale  exacte  d'une  grande  région  céleste. 
L'observation  d'une  étoile  nouvelle  dans  un  endroit  très- 
familier  à  Olbers  le  conduisit  à  une  observation  continue 
de  cette  étoile,  qui,  manifestant  un  mouvement  assez 
notable,  donna  la  certitude  de  son  caractère  planétaire. 

JuNON.  i"^'  septembre  1804.  Harding.  Lilienthal. 
Huitième  grandeur. 
Cette  succession  de  découvertes  de  deux  planètes,  pres- 
que à  égales  distances  du  Soleil,  fit  naître  la  conjecture 
qu  il  pouvait  se  trouver  plusieurs  autres  planètes  dans  la 
même  région.  En  tout  cas,  l'observation  de  celles  qu'on 
venait  de  trouver  exigeait  de  nouveaux  moyens  auxiliai- 
res pour  pouvoir  les  observer  avec  suite  cl  efficacité.  Ici, 
les  oppositions  auxquelles  on  s'était  presque  exclusive- 
ment borné,  pour  les  anciennes  planètes,  ne  suffisaient 
plus.  Il  était  nécessaire,  au  moins  pendant  les  premières 
années,  de  poursuivre  aussi  des  planètes  aussi  faibles, 
même  hors  du  méridien,  pendant  tout  le  temps  qu'elles 
n'étaient  pas  couvertes  par  les  rayons  solaires,  enfin  d'ob- 
tenir dès  les  premières  années  des  éléments  approchés. 
Mais  les  cartes  célestes  d'alors  ne  sullisaient  pas  pour  trou- 
ver avec  facilité  des  étoiles  si  faibles.  Car,  ou  ces  cartes 
étaient  d'une  date  trop  ancienne,  comme  celles  de  Flam- 
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slead,  el  ii»;  conleuaicnl  que  les  étoiles  h  s  plus  brillantes  , 
et  en  si  petit  nombre ,  que  dans  la  grande  quantité  d'étoiles 
faibles  il  n'était  pas  possible  de  retrouver  la  planète  ^  ou 
bien ,  lorsque  ees  cartes  renfermaient  beaucoup  de  détails, 
elles  n'étaient  pas  rapportées  avec  la  critique  convena- 
ble; de  sorte  que  par  des  fautes  d'impression,  d'écriture 
et  de  calcul,  on  trouvait  sur  la  carte  des  étoiles  qui  n'é- 
taient pas  au  ciel ,  et  vice  varsâ.  Le  trésor  d'observations 
contenu  dans  1' //wïo/Ve  ce/cv/e,  de  Lalande  (1801),  n'avait 
pasétémisà  profit,  parce  que  la  publication  des  cartes  avait 
précédé  celle  de  cet  ouvrage.  Afin  de  pouvoir  suivre  le 
cours  des  petites  planètes,  le  professeur  I la rding  entre- 
prit le  pénible  travail,  qu'il  a  heureusement  terminé,  de 
dresser  des  cartes  stellaires  sans  aucune  figure  de  constel- 
lation, et  qui  renfeimcnt  loules  les  étoiles  consignées 
dans  des  catalogues  avérés,  dans  V Histoire  céleste j  et 
dans  les  journaux  d'observations  faits  pour  remplir  les 
lacunes  de  \  Histoire  céleste. 

Ce  sont  les  premières  cartes  célestes  faites  sur  une  base 
sûre.  Elles  ne  contiennent  que  des  étoiles  qui  ont  été  ob- 
servées à  l'endroit  indiqué,  et,  pour  empêcher  lea  fautes 
dans  l'écriture  des  nombres,  qu'il  est  impossible  d'éviter 
entièrement,  Harding  se  soumit  à  la  très-pénible  épreuve 
d'observer  chaque  point  du  ciel ,  et  de  contrôler  ainsi  sa 
position  relativement  aux  étoiles  fixes  de  position  cer- 
taine. Ces  cartes,  qui  s'étendent  sur  tout  le  ciel,  servent 
encore  de  fondements  à  toutes  les  recherches,  et  ont  été 
mises  à  profit  par  tous  les  constructeurs  de  cartes  venus 
après  Harding. 

Le  résultat  de  ce  dessin  du  ciel ,  exécuté  pour  les  pre- 
mières fois  d'après  un  principe  sûr,  est  la  découverte 
de  Junon,  le  i*"  septembre  i8o4;  étoile  de  huitième 
grandeur. 

Ann.  de  Maihémat.,   t.  XII.  (Septembre;  i8.53.)  23 
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VestA.    Olbcrs.    29  mars  1807. 
Sixième  grandeur. 

Jusqu'ici,  les  découvertes  sont  les  conséquences  du  per- 
fectionnement optique  des  instruments,  de  la  révision 
méthodique  du  ciel  avec  un  instrument  fixe,  de  la  con- 
naissance locale  parfaite  d'une  partie  du  ciel,  et  en- 
fin de  cette  connaissance  étendue  à  tout  le  firmament^ 
maintenant,  nous  aurons  à  signaler  un  nouveau  fait,  une 
idée  dirigeant  les  recherches,  idée  directrice  qui,  sans 
être  fondée  sur  des  considérations  rigoureusement  théori- 
ques, n'est  pourtant  pas  invraisemblable  à  première  vue, 
et  doit  son  origine  à  des  efforts  ingénieux  pour  expliquer 
cette  singularité  que  trois  planètes,  trois  petites  planètes 
'se  meuvent  à  des  distances  égales  du  Soleil ,  taudis  que  les 
grandes  planètes  décrivent  des  orbites  de  rayons  si  diffé- 
rents ,  que  si  l'on  remplaçait  les  trois  petites  planètes  par 
une  seule  et  au  même  endroit,  le  rayon  d'une  orbite  pla 
nétaire  serait  au  rayon  de  la  planète  voisine  dans  le  rap- 
port de  2  :  3  ou  même  de  i  :  2.  Ceci  revient,  au  fond,  à 
supposer,  ou  que  les  trois  planètes  sont  trois  éclats  d'um 
plus  grande  planète  qui  a  fait  explosion,  ou  bien  que  ce 
planètes  ont  été  formées  simultanément  dans  la  même 
région  par  le  même  procédé  qui  a  présidé  à  la  formatio 
des  grandes  planètes.  Cette  explication  est  connue  sous  le 
nom  d'hypothèse  d'Olbers.  Toutefois,  soit  avant  la  dé- 
couverte de  Vesla,  soit  après,  Olbers  n'a  pour  ainsi  dire 
qu'énoncé  cette  hypothèse,  et  même  assez  rarement,  sans 
jamais  prétendre  la  fonder  scientifiquement;  et,  au  fait, 
cette  hypothèse  est  contraire  à  la  théorie,  du  moins  s 
Ton  admet  une  explosion.  Car,  dans  ce  cas,  le  lieu  d 
l'explosion  devrait  être  le  point  commun  d'intersectio 
de  toutes  les  oibites  décrites  par  les  fragments,  abslractio 
faite  des  piM  lurbalions  <|ui  peuvent  produire  de  légères 


(  ;i5r,  ) 

moditicalioiis.  11  cxisic,  en  (illcl ,  un  point  où  les  orbites 
(le  Pallas  et  de  Céiès  se  rapprochent  extrêmement.  Les 
perturbations  séculaires,  sans  être  encore  exactement  con- 
nues, le  sont  pourtant  assez  pour  déterminer  les  change- 
ments dans  ce  point  de  croisement  des  orbites,  et  le  calcul 
apprend  que  dans  le  passé  les  deux  orbites  n'ont  jamais  pu 
se  rencontrer,  mais  que  cela  peut  arriver  dans  l'avenir  (*). 
Cependant  c'est  toujours  un  fait  remarquable,  qui  ne 
pouvait  être  connu  que  depuis  quelques  années,  savoir, 
que  très-vraisemblablement  les  planètes  qui  sont  entre  la 
région  des  astéroïdes  et  du  Soleil  ont  à  peu  près  même 
densité  que  la  Terre,  et  que  les  planètes  derrière  les  asté- 
roïdes relativement  au  Soleil  ont  une  densité  moindre , 
s' approchant  de  la  densité  du  Soleil,  qui  est  le  quart  de  la 
densité  terrestre. 

Toute  idée  directrice ,  même  hypothétique,  est  un  ex- 
cellent stimulant ,  pourvu  qu'on  ne  fasse  pas  violence 
aux  faits  pour  les  adapter  à  l'hypothèse.  C'est  par  des 
analogies  défectueuses  que  Kepler  est  venu  à  sa  loi  des 
aires,  et  même  la  loi  dite  de  Bode  a  dirigé  dans  la  décou- 
verte de  Neptune  et  a  facilité  les  recherches.  C'est  ainsi 
qu'Olbers  s'est  servi  de  son  hypothèse  de  labonne  manière 
en  prolongeant  la  ligne  d'intersection  de  l'orbite  de  Pallas 
et  de  Cérès  vers  l'endroit  où.  les  deux  orbites  sont  les 
plus  rapprochées,  et  détermina  par  là  la  région  du  ciel 
où  des  astéroïdes  de  même  origine  ont  dû  un  jour  se 
trouver.  A  cet  effet,  il  revisait  chaque  mois  la  partie 
nord-ouest  de  la  Vierge  et  la  partie  ouest  de  la  Baleine. 
11  acquit  ainsi ,  et  c'est  ce  qu'il  y  avait  de  plus  avanta- 
geux, la  connaissance  parfaite  de  toutes  les  étoiles  de  ces 
deux  constellations.  Ce  n'est  donc  pas  purement  de  ha- 
sard qu'il  rencontra,  le  29  mars  1807,  dans  l'aile  nord- 


(*)  Corresfwndaiicr  mcnsupUe  de  Znch,  1.  XXVI.   p.   iCfq. 
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OLiosl  de  la  Vierge,  une  étoile  brillante,  inconnue,  de 
sixième  graudeur,  qu'il  prit  pour  une  planète.  Le  mou- 
vement régulier  des  soirées  suivantes  confirma  pleine- 
ment cette  conjecture ,  et  Vesta,  nom  donné  par  Gauss, 
qui  en  calcula  tout  de  suite  l'orbite,  fut  admise  prompte- 
ment  au  nombre  des  planètes. 

Olbers  a  continué  à  suivre  la  même  marche,  mais 
sans  succès.  On  peut  en  conclure  qu'il  n'existe  peut-être 
plus  d'astéroïdes  de  sixième,  septième  et  huitième  gran- 
deur, ou  bien  qu'il  est  bien  possible  que,  vu  la  grande 
étendue  d'étoiles  à  examiner,  quelques-unes  peuvent  avoir 
échappé  même  à  un  connaisseur  comme  Olbers.  Quant 
aux  étoiles  de  neuvième  grandeur,  le  nombre  en  est  trop 
considérable  pour  retenir  dans  la  mémoire  l'image  de  la 
région  et  ne  pas  omettre  une  telle  étoile. 

\yLa  fin  prochainenit;nt .) 


NOUVELLES  PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES  ET  MÉCAIVIOIES  DES 
SURFACES  DE  NIVEAU, 

d'après  m.   Jacob  AMSLER, 
De  Haïtien,  en  Suisse. 

(Journal  de  M.  Crelle ,   tome  XLIl,    page  .3i/|;  i85i.) 


1.  Soit/(x,  y,  z)  une  fonction  des  coordonnées  rec- 
tangulaires X,  j^  z  qui  satisfont  à  l'équation  aux  dilî'é-       _ 
renées  partielles,  ■ 

d-'f      d^i      d'f 

— ■-  H —  H —  —o\ 

dx'         dy  dz' 

alors  l'équation 

f\x,  j,  z)-=  constante 

représente  un  système  de  surfaces  de  nweaii. 


(  '^h  ) 

Soii'iit 

(0  /(■'f.r,  3)  =  *'^ 

(2)  /{.v,j,z)  =  v.,, 

deux  (le  ecs  surlaces,  et  /'i,  </i  deux  points  surlapie- 
luière  suifaee  (i).  Par  pi  cl  qi  ou  fait  passer  deux  Ira- 
jecloiies  du  syslème  qui  rencontrent  la  surface  (2), 
respeclivemenl  en  p^  et  q^-  Nommons /^i  et  p^  points  cor- 
respondants^ de  même  «7,  et  q^_.  On  a  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  La  (Uslance  de  deux  points  quelconques 
des  deux  surfaces  comme  pi  et  q^_  est  égale  à  la  distance 
des  points  correspondants  p^^  q,. 

(Sans  démonstration.  ) 

Au  moyen  de  cette  propriété  géométrique,  on  peut  dé- 
montrer cette  proposition  de  mécanique  : 

Théorisme.  Si  les  surfaces  [i)  et  {-j.)  sont  des  masses 
homogènes,  l'attraction  de  la  masse  de  la  surjace  (1) 
sur  le  point  p^  de  la  surface  [1)  peut  se  J'amène r  à  l'at- 
traction que  le  point  correspondant  p^  éprous^e  de  la 
part  de  la  masse  (  2  ) . 

Soient  Vi  le  potentiel  de  Faction  sur  p^^  et  \\  le  po- 
tentiel de  l'action  sur  p^-^  on  aura 

r/V,    .,,       ^        rfV.    „,  ^       .        r/V,    .,  .     , 


ou  5  ce  qui  revient  an  même, 

r/V,  _rfV, 
c/ai  f/a.. 

Cette  proposition  a  lieu  pour  toute  loi  d  attraction  qui  ne 
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dépend  que  de  la  dislance.   C'est  une  généralisation  du 
théorème  d'Ivory  dans  la  théorie  de  l'attraction  des  ellip- 
soïdes et  de  Textension  donnée  à  ce  théorème  par  Poisson. 
Les  démonstrations  sont  à  trouver. 


THEOREMES  SEGME\TA1RES 

(voir  I.  XII.  p.  272). 


Faisceaux  de  lignes  à  paramètre  linéaire  variable. 

8.  Si  une  courbe  plane  est  donnée  par  une  équation 
en  X,  y  de  degré  tn,  courbe  désignée,  selon  la  notation  de 
M.  Steiner,  par  C'",  et  si  les  coefficients  de  l'équation 
sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  variable  z , 
cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme  Pz  -+-  Q  =  o, 
où  P  et  Q  sont  des  fonctions  entières  de  x,  y  de  degré 
ni\  en  donnant  à  t  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
-h  co  et  —  00  ,  on  obtient  un  faisceau  de  courbes  que 
nous  désignons,  avec  M.  Steiner,  par  F'"-,  il  est  évident 
que  toutes  ces  courbes  passent  par  les  mûmes  nr  points  , 
donnés  par  les  équations 

P  =  o,      Q  =  o; 

ces  points  sont  les  enveloppes  du  faisceau.  Soit  mainte- 
nant un  second  faisceau  de  degré  n  ou  F",  donné  par  une 
équation  analogue  pz  -\-  q  =  o^  p  el  q  sont  des  fonctions 
entières  de  a*,  y  de  degré  n-^  les  courbes  de  ce  faisceau 
passent  par  les  mêmes  n^  points.  On  nomme  courbes 
correspondantes  dans  les  deux  faisceaux,  les  courbes 
qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  z  ;  nous  nom- 
mons deux  faisceaux  ainsi  conslruits  faisceaux  homo- 
^raphiques  :  cette  épithèto,  introduite  par  M.  Chasles , 
est  alors  prise  dans  un  sens  général. 


(  ^-^9  ) 

0.  TuÉouiiWK.  Klant  tlonncs  deux  Jaisccaux  hoino- 
grapJiiqucs  F'",  F",  les  infersections  des  courbes  corres- 
pondantes sont  sur  une  courbe  de  degré  m  -f-  n  et  cette 
couj'be  passe  par  (/«  -h  n)'  points  déterndncs. 

Démonstration.   Soient 

Pz.  H-  Q  =  o ,     />z  -+-  7  =  o 

l(;s  équations  respectives  des  faisceaux  F'",  F"  5  la  valeur 
de  z  étant  la  même  pour  deux  courbes  correspondantes , 
les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  sont  une 
ligne  donnée  par  l'équation 

qui  est  de  degré  ///  -+-  n  ;  on  satisfait  à  cette  équation  par 
les  quatre  systèmes 

P=:o,      Q  =  o;      P  =  o,      />  =  o; 

Q=:0,       q  =  O--,      r  =  O,       7  =  0; 

systèmes  qui  déterminent  {/n  -h  n)-  points  parmi  lesquels 
se  trouvent  les  m'^  points  fixes  du  faisceau  F'"  et  les  n^ 
points  fixes  de  F". 

10.  Théorème.  Toute  courbe  plane  de  degré  ni  -}-  n 
peut  être  engendrée  par  l'intersection  de  deux  fais- 
ceaux liomo graphiques  F'"',  F". 

Démonstration.  Soit  M  =  o  l'équation  donnée  d'une 
couibe  plane  de  degré  ni  -+-  n  \  cette  équation  renferme 

(//i  H- rt)  (w-h  « -f-3)  ce    ■       .     |^  ce    '  1 

^^ — z—  7coenicients  (lecoemcient  du  pre- 
mier terme  étant  l'unité).  Prenons  deux  fonctions  com- 
plètes P,  Q  de  degré  m ,  ces  fonctions  renferment  ensem- 
ble [m  H-  i)  (m  +  2)  indéterminées  \  prenons  aussi  deux 
fonctions  cojnplètes/^',  q  de  degré  7? -,  ensemble,  elles  con- 
tiennent («  -h  i)  (7^  -h  2)  indéterminées.  L'équation 

Vq  —  Q/J  =  o 


[  ôGo  ) 

conlitMit  donc  nr  -+-  n'^  -4-  3m  -j-  3«  H-  3  =  5  indétermi- 
nées^ en  identifiant  cette  dernière  équation  avec  l'équa- 
tion iVI  =  o,  on  obtient  /'  équations  entie  s  indétermi- 
nées; or 

_  (m  —  nY  -\-  '61  m  4- «  -f-  ?•)  _ 
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ainsi,  paimi  les  5  indéterminées  on  peut  en  prendre  t  ar- 
bitrairement. 

41.   Faisons 

m  z=  n  z=  I  ; 

ainsi  on  peut  construire  une  conique  par  les  intersections 
de  deux  faisceaux  linéaires  homograpbiques  ;  c'est  ce 
qu'on  connaît  depuis  longtemps  par  les  travaux  de 
MM.  Chasles  et  Steiner  (*). 

m  =  I,  7z  =  2;  une  ligne  du  troisième  degré  est  dbnc 
le  résultat  de  l'intersection  de  deux  faisceaux  F',  F^. 
(Chasles,  Comptes  rendus,  i853',  3o  mai,  page  949-) 

ni=  i^  n  =  ?i  ou  bien  in=  2^  ;^  =  2  ;  on  peut  donc 
construire  une  courbe  du  quatrième  degré  par  les  inter- 
sections de  F^,  F^  ou  bien  par  les  intersections  de  F%  F^, 
et  ainsi  de  suite. 

12.  Définition.  Si  d'un  point  A  pris  dans  le  plan  d'une 
couibe  C'"  on  mène  les  m  [ni  —  i)  tangentes,  les  points  de 
contact  sont  sur  une  ligne  C"'~',  qu  on  nomme  première 
polaire  du  point  A  relativement  à  la  ligne  C'";  si  l'on 
prend  la  première  polaire  du  même  point  A  relativement 
à  C'"~',  on  a  une  courbe  C"'~-  qu'on  nomme  la  seconde 
polaire  du  point  A  par  lapport  à  la  courbe  première  C'", 
et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  C'""''  est  la  polaire  p''""" 
de  A  par  rapport  à  C'".  (Kobilher,  ylnnalcs  de  Ger- 
gonncy  tome  XVIII,  page  89;  1827.) 


(*)  Le  premier  travail  de  M.  Cliasles  date  de  1829  {Correspondance  ma- 
thématique àe.  Qiiételet,  tome  V,  page  298  )  ;  l'ouvrage  de  M.  Steiner  est  de 
\KSi.  (  Nom-ellrs  Annales,  tome  IX.  page  1/19.) 


(  36.   ) 
i'à.   TnÉoutJviE.   Etant  (lo/iné  ie point  A  dans  le  plan 
du  faisceau  F'",  les  polaires  d'ordre  p  relativement  aux 
courbes  du  faisceau  Y'"  forment  un  faisceau  F'""''  homo- 
graphique  au  faisceau  F'". 

Démonstration.  Le  faisceau  F'"  est  représenté  par  Té- 
quatioii 

Pz-hQ  =  o      (§8), 

et  le  faisceau  F'""''  par  l'équation 

pz-\-  q=  o; 
donc,  etc. 

14.  Théorème.  Soient  n  courbes  du  faisceau  F'",-  ces 
courbes  ont  nî^  points  en  commun  (§8)-,  si  à  chaque 
point  commun  on  mène  des  tangentes  aux  courbes  qui 
Y  passent ,  on  aura  un  faisceau  de  n  droites,  et  par  con- 
séquent m-  faisceaux  de  droites  qui  sont  homogra- 
phiques. 

Démonstration.   L'équation  de  ces  courbes  a  la  forme 

l'équation  d'une  tangente  est 

où  Xi ,  ji  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  et 
R,  S,  T,  U  des  fonctions  entières  en  Xi,  ji  de  degré 
m  —  I •,  les  valeurs  de  ces  fonctions  sont  les  mêmes  pour 
toutes  les  tangentes  à  un  point  commun  aux  n  courbes; 
donc  l'équation  de  la  tangente  renferme  le  paramètre 
linéaire  z  •,  donc,  etc. 

15.  Corollaire.  Si  Ton  prend  les  n  polaires  d'ordre /j, 
de  n  courbes  C'"  du  faisceau  F'"  par  rapport  à  un  point  A 
pris  dans  le  plan  du  faisceau  F'" ,  on  aura  n  courbes  C'""'' 
passant  par  les  mêmes  [m  —  p)^  points;  par  chacun  de 
ces  points  passe  un  faisceau  de  n  tangentes  qui  est  liomo- 
graphique  au  faisceau  des  n  tangentes  qui  passe  par  un 
des  m^  points  communs  dos  fi  courbes  C'"  du  faisceau  F'". 


(  :^6.  ) 

Faisceaux  de  surfaces  à  un  paramètre  variable  linéaire. 

16.  Si  une  surface  S'"  est  donnée  par  une  équalion 
de  degré  m  en  j:,  ),  s,  et  si  les  coefficients  de  l'équation 
sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  u,  cette 
équation  peut  prendre  la  forme 

P  M  +  Q  =  o , 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  en  x,  j',  z  de  degré  m.  En 
donnant  à  u  toutes  les  valeurs  comprises  entre  -\-  <x>  el 
—  oo  ,  on  a  un  faisceau  de  surfaces  que  nous  désignons 
par  <p"'  :  toutes  ces  surfaces  ont  en  commun  la  courbe  de 
degré  m  donnée  par  les  équations 

P  =  o,     Q  =  o, 

courbe  qui  est  Yenveloppe  du  faisceau.  Soit  un  second 
faisceau  ç",  représenté  par  l'équation 

pu  +  q  =  o, 

où  p  cl  q  sont  des  fonctions  de  x^y,  z  de  degré  n\  les 
surfaces  qui,  dans  les  deux  faisceaux,  sont  données  par 
la  même  valeur  de  u,  sont  dites  correspondantes ,  et  les 
faisceaux  sont  dits  homo graphiques . 

17.  Théorème.  Étant  donnés  deux  faisceaux  op'",  ©", 
les  intersections  des  surfaces  hotno graphiques  sont  sur 
une  surface  de  degré  m  H-  n . 

Démonstration.  Comme  au  théorème  9. 

18.  Théorè:me.  Une  surface  de  degré  ni-\-n  peut  être, 
généralement  parlant,  engendrée  par  les  intersections 
de  deux  faisceaux  homographiques  ;]>'",  (^". 

Démonstration.  L'équation  donnée  de  la  surface  de 
degré  m  -h  n  renferme 

(w -+-«4- i)  (/w-H- «  H- 2U/« +«  H- 3)  ,„  .      , 

1.2.3 


(  Mi6  ) 

1  équation 

P  «/  —  Qjj  r^  o  (  vutr  ci-dessus  ) 
renferme 

(wH-l)(/«-h2)(/«  +  3)  +  (/2H-l)(«  +  2)(«  +  3)  .      ,, 

^ — '— — ^^ — —'-^ =  s  indc'term  . 

3 

Or  v^  /•,  on  a  donc  plus  d'indéterminées  que  d'équations, 
Ohservation .   Il  peut  arriver  que  sur  la  surface  don- 
née on  ne  puisse  tracer  une  ligne  d'ordre  m,  ou  d'ordre  n  ; 
alors  la  question  est  impossible.  Par  exemple,  soit 


on  voit  qu'on  peut  construire  une  surface  réglée  du  se- 
cond degré  par  les  intersections  de  deux  faisceaux  liomo- 
grapliiques  plans  ;  mais  il  est  évident  que  les  surfaces  du 
second  degré  non  réglées  ne  sont  pas  susceptibles  de 
cette  génération. 

19.  Définition  :  Polaires.  Si  d'un  point  A,  pris  dans 
l'espace,  on  mène  un  cône  tangent  à  une  surface  S'",  la 
ligne  de  contact  est  sur  une  surface  S'""" ^  que  l'on  nomme 
première  polaire  du  point  A  -,  la  première  polaire  de  A  , 
par  rapport  à  la  surface  S"'~',  est  sur  une  surface  S"'~'^ 
que  l'on  nomme  seconde  polaire  <7e  A  ,  et  ainsi  de  suite. 

Observation.   Soit 

f{x,y,  z,  u)  =  o 

l'équation  rendue  homogène  d'une  surface  S'",  a.,  b .,  c,  d 
étant  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace,  si  l'on  dé- 
veloppe, d'après  le  théorème  de  Taylor, 

/(x  -\-  a,  j  -h  b,  z  -hc,  u  -h  d), 
le  terme  p  -+- 1'""""  de  ce  développement  est 

ad/      bdf      cd£       ddfy 

dx  dy  dz  du    I 

1.2.3../? 


(  ^(^4  ) 

ou  il  laul  clianger  les  exposants  en  indiees  (UlTéionliels , 
égalant  celte  expression  à  zéro ,  on  a  Téquatiou  de  la  po- 
laire d'ordre  /?,  du  point  a,  /> ,  c,  d  relativement  à  la 
surface  S'". 

20.  Théorème.  Étant  donné  un  point  A  clans  l'es- 
]>ace,  les  surfaces  polaires  d'ordre  p,  pris  par  rapport 
aux  surfaces  du  faisceau  (jp"',  forment  un  faisceau  a-'""'' 
homo  graphique  au  faisceau  cp'". 

Faisceau    de   surj'aces  ^    deux  paramètres   variables 
linéaires. 

21 .  L'équation  d'une  surface  de  degré  m  à  deux  para- 
mètres variables  // ,  v  prend  la  forme 

Ptt  +  Q(^H-R  =  o, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  degré  m\  donnant  à  «,  i' 
toutes  les  valeurs  possibles,  on  obtient  un  faisceau  œ'"  où 
chaque  surface  passe  par  les  m^  points  donnés  par  les 
équations 

P=rO,       Q=:0,       R  =  0. 

Deux  surfaces  prises  dans  deux  faisceaux  différents  soni 
honiograplùques  lorsqu  elles  correspondent  aux  mêmes 
valeurs  de  u  et  de  p*. 

22.  Théorème.  Etant  donnés  trois  faisceaux  <^'",  œ,', 
(f'1 5  tî'ois  surfaces  correspondantes  se  coupent  en  ninp 
points,  situés  sur  une  surface  de  degré  m-\-  n  -\-  p. 

Démonstration . 

P  M  H-  Q  ('  -h  R  =  o,   équation  d'une  surface  S'", 

P,  «  H-  Qi  p  -f-  Ri  :=  o,  équation  d'une  surface  S"   correspond"., 

Pj«+ Q-c  H- Rj=  o,  équation  d'une  surface  S/'  correspond'*. 

Eliminant    u    et    i',    on   a    une    équation    de    degré 
m  -h  n  -\-  p. 
y4p  plient  ion. 

m  .-=  n  z=  ])  r=  I ,      ///  -f-  //  -I-  /;  =  3  ; 
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ainsi  une  suifacc  du  troisième  degré  peut  se  construire 
par  les  intersections  de  trois  faisceaux  de  plans  liomo- 
giaphiques. 

Toutes  les  surfaces  du  faisceau  f\  passent  par  les  mêmes 
huit  points,  et  les  intersections  de  trois  de  ces  faisceaux 
lioniographiques  sout  sur  une  surface  du  sixième  degré. 

Observation.  Une  surface  du  second  degré  et  un  plan 
forment  un  système  du  troisième  degré. 

23.  Théorème.  Etant  données  n  surfaces  du  fais- 
ceau F'";  par  chacun  des  ni^  points  communs ,  on  peut 
mener  n  plans  tangents,  un  à  chaque  surface;  ces  n 
plans  sa  coupant  suivant  la  même  droite,  forment  un 
faisceau;  les  m^  faisceaux  sont  lioniographiques . 


THEOREMES  SIR  LES  COURRES  GAUCHES 


Par  m.   F.   FRENET, 

Professeur  au    lycée    de   Lyon. 


Dans  le  dernier  numéro  des  Nouvelles  annales 
(page  192),  M.  O.  Ronnet  a  énoncé  diverses  proposi- 
tions relatives  aux  courbes  gauches,  et  indiqué  la  mé- 
thode par  laquelle  il  les  établit.  Ces  résultats  peuvent 
s'obtenir  un  peu  plus  longuement  peut-être,  mais  d  une 
manière  très-simple  aussi ,  au  moyen  de  formules  tirées 
d'un  travail  que  j'ai  remis  à  M.  Liouville  en  1847,  et  qu'il 
a  eu  la  bonté  d'insérer  dans  le  tome  XMI  du  Journal 
de  Mathématiques.  Ces  formules,  qui  me  paraissent 
propres  à  simplifier  l'étude  des  courbes  gauches,  ne  sup- 
posent pas  un  choix  particulier  d'axes,  et  introduisent 

(*)  Voir  t.  IV,  p.  612;  t.  VI,  p.    237;   t.    VIII,   p.  239,  38i;  t.  XI, 
p.  192. 
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dans  les  calculs  une  symétrie  et  des  réductions  qui  les 
abrègent  souvent  beaucoup.  Je  me  propose  d'en  faire  l'ap- 
plication aux  théorèmes  de  M.  O.  Bonnet. 

1.  Soient  rt,  Z»,  c  les  cosinus  déterminants  de  la  tan- 
gente au  point  M  [x,  y^  z)  d'une  courbe  gauche;  X,  |ut,  v, 
a,  6,  y  des  quantités  analogues  pour  la  normale  princi- 
pale et  l'axe  du  plan  osculateur  ;  w  l'angle  de  contingence; 
u  celui  de  torsion.  On  connaît  les  relations  qui  lient 
a,  è,  c,  A ,  (!/,  V,  «,  j3,  y,  auxquelles  il  faut  joindre  les 
suivantes  : 

da  _  db        de 

doL        d^>        (hj 

X  p  V 

Ces  relations  fournissent  encore  celles-ci  : 

Aada  -\-Zdb  +  7  r/c  =  G ,    a.d'^a  -+-§<-/'/>  4-  yr/^r  =2  w//, 
(  ado.  H-  bd^>  -f-  cr/y  =  o ,    ad""-  a  +  bd"^^  +  rr/'-y  =z  w  11 . 

Les  coordonnées  du  point  M'  voisin  de  M  seront 

et  en  désignant  par  e  Tare  MM',  on  aura 

da  £■'        d'^  n  e' 
ds    9.         ds'  6 

Comme  l'arc  MM'  est  infiniment  petit,  on  pourra  poser 
plus  brièvement 

—  :=  a  -\ —  an  -\-  -  d  ■  a  -^  .  .  .  , 
e  2  D 


(4) 


on  a  tle  même 

^n  =1  da  -\ r/  '  <7  +  .  .  .  , 

2 


A  a  =1  du  -\ d-  y.  -\-  . 
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et  plusieurs  antres  équations  semblables  qu'il  esl  inuiilc 
(l'écrire. 

De  là  et  des  formules  (i),  (a)  cl  (3),  on  conclut 

a  A.r  +  (5  A/  H-  7  A3  =.•  -  (  a^Z'  rt  4-  f5  '/'  ^  ~\-^d'c)  =  ^  h  w  ds , 
(5){aA«-h...  —l^oLd'n+...  )  =  -n,. 

'  2  2 

n'A  «-4-...  :::=  _(rt^2a   _|_.  .  .  )=-Hw. 

2.  Direction  et  grandeur  de  la  plus  courte  distance 
des  tangentes  en  M  et  en  M',  En  général,  on  peut 
obtenir,  pour  ainsi  dire  sans  calcul ,  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  plus  courte  distance  à  de  deux  droites  D 
et  Dj.  Soient,  en  eflet,  a,  h,  c,  p,  q^  /les  cosinus  déter- 
minants et  les  coordonnées  d'un  point  de  D  ;  aj  ,  ^, ,  c, , 
P\-)  fjii  '\  1  Il'S  quantités  analogues  pour  Di  ;  v  l'angle  de 
ces  droites  :  les  cosinus  qui  définissent  la  direction  de  â 
sont,  d'après  des  formules  connues, 

bci  —  cb,        ca.  —  ac,        ab,  —  ba. 


Désignons  par  h  la  distance  du  point  [p,  q^  /)  au  point 
[Pi  1  f]i  •)  f\)'-)  — y-^ '  — -, —  5  — -, —  représentent  les  cosi- 
nus déterminants  de  la  direction  de  //  ;  d'ailleuis,  si  rp  est 
l'angle  des  directions  de  h  et  de  cJ,  on  a 

fî  =  h   COS  Vf  , 

et  comme 

p  —  p,   {hc,  —  cb,)    , 

COS  rp  :::: ; [-..., 

Il  sin  u 

il  en  résulte 

»  _  [p—p)  {bc,—cb,)  +  {rj  —  f/i)  (r«,— flrC|)+(/-— r.)  [ab^  —  ba,] 
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Ce  calcul  osl  trop  simple  sans doule  pour  n'êlre  pas  coiinu, 
mais  je  le  donne  ici  parce  qu'il  ne  me  paraît  pas  répandu 
dans  l'enseignement  (,*). 

Si  les  droites  sont  les  tangentes  en  Met  M',  on  a 


W  I       £       ' 


eu  tenant  compte  des  relations  (4),  la  grande  parenthèse 
devient 

(  r/  +  -f/rt  +  -T  r/   «  -h    .  .  )   (hAc  —  cAb)  -h  ...  , 
V  2  b  / 


-  Ida  +  -d'à  -h  .  .  .\   {h  le  —  c  A  b)  ■+■...  ; 

d  ailleurs 

{bAc  —  c\b)  —  {bdc  —  cdb)  +  -  [bd' c  —  cd- b) , 

en  se  bornant  aux  termes  du  second  ordre.  Mais 
bdc  —  cdb  =  aw  , 

à  cause  des  formules  (i);  l'expression  qui  nous  occupe 
devient  donc 


-ida  -\-\  d'à  + 
2  \  i 


I  aw  +  ^rf(aw)J 


En  développant  la  difîérentielle  indiquée  et  négligeant  les 
termes  d'un  ordre  supérieur  au  troisième,  il  vient  [for- 
mules (i),  (2)  et  (5)  J 

-zMldx  da  -{-.  .  .)  -h  7:  w  ( a  r/'rt  +  .  .  .  )  = w'  «. 

4  b  '12 

La  valeur  absolue  de  d  est  donc  — wuels. 

12 


(  *  )  Si  les  droites  D  et  D,  sont  parallèles ,  que  devient  cf  ■ 


(  ;iti9  ) 

3.  Aiii^lc.  de  la  fK'vpc'.ndkulaire  coiniiiiaïc  aux  deux 
tangentes  ai^ec  le  plan  oscidatcur.  Les  cosinus  délermi- 
iianls  de  la  perpendiculaire  tomimuu;  sont  (n"  2) 

h  \c  —  c  \I>         c  \(t  —  a  à.c        n  Ah  —  Ij  Srr 


et  le  sinus  de  l'angle  clicrché  ou  l'angle  lui-même  est  le 
cosinus  de  l'angle  de  cette  direction  avec  celle  de  la  nor- 
male principal(î;  l'angle  cherché  est  donc 


\{h  ^c  —  cAh)  An  i^c  —  v  /; 


a  A  « 


formule   (5)]. 


4.  Angle  de  la  tangente  en  M'  et  du  plan  osculateiir 
c// M.  Le  sinus  de  cet  angle  ou  l'angle  lui-même  a  pour 
expression 

y.  [a  -\-  Aa)  -+-...  =  a  A  /7  -j-  .  .  .  =r  -  m  w . 

2 

5.  Angle  de  la  corde  MM'  avec  le  plan  osculatenr 
en  M.  a  étant  la  longueur  de  celte  corde,  la  valeur  de 
l'angle  cherché  est 

A X  A  Y  As         I 

'X h  o  ^^  -1-  7  —  =:-«'.)    [formule  (5)1. 

rj  T  a  V) 

On  déduit  de  \h  que  la  dislance  de  M'  au  plan  osculateur 

lest  t;  utùds,  résultat  qui  se  tire  d  ailleurs  immédiatement 

'       b 

de  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

6.  Angle  du  plan  osculateur  avec  le  plan  P  mené 
ymr  la  tangente  et  le  point  M' .  L'axe  du  plan  P  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  (a,   h^  c)  et  à  la  corde 

|MM'  ( — '-•!  ^—1  —  )  :  d'ailleurs,  l'angle   de  celle  corde 
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avec  la  tangente  est,  comme  on  sait,  égal  à  -;  donc  les 
cosinus  déterminants  de  l'axe  du  plan  P  sont 

b  iiz  —  c ùky  \ 


I 

2 


et  comme  cet  axe  est  dans  le  plan  normal,  l'angle  cher- 
ché est 

ou 

7.  Angle  de  la  tangente  ai^ec  l'intersection  I  des 
deux  plans  osculuteurs  en  M  et  en  M'.  Cette  intersec- 
tion est  perpendiculaire  aux  axes  des  plans  qui  la  con- 
tiennent, et  comme  u  est  l'angle  de  ces  axes,  les  cosinus 
déterminants  de  la  direction  I  sont 


,. .. 


L'angle  cherché  est  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  I  avec  la 
normale  principale,  et  a  pour  valeur 

),(6A7  —  yA6)  Aix(ny  — vê] 


u 


4- 


rt  Aa  -h  .  .  .  I 


M  2 

8,  Distance  du  point  M  au  point  de  rencontre  de  la 
tangente  avec  la  droite  I.  Les  équations  de  la  droite  I 
sont 

(X  — x)a-f-...=  o,      (X  — J-  —  lx){y.  -H  Aa)  4-.  .  .=  0, 

ou  bien 

(X  —  J-)  a-)-.  .  .  =  O,       ^X  —  .r)Aa  -H  .  .  .  =  «Ar  4-   .... 


1 


(  h^  ) 

Soient  \,  \  ,  Z  les  coordoiiucca  du  point  de  rcnconlre 
do  I  avec  la  tangente,  et  /  la  distance  cherchée;  on  a 

et,  par  suite, 

l  {a  Ax  -h  b  A^,  -h  c ly)  ~  7.  Ax  -i-  .  .  .  ; 


d'où 


l  =  l^.is. 


9.  Distance  fin  point  M  à  la  droite  I.  Cette  distance 
s'obtient  en  multipliant  la  quantité  /  que  nous  venons  de 
trouver  par   l'angle  calculé  au  n"  7.  On  trouve   ainsi 

-Uids  pour  la  valeur  absolue  de  la  distance  cherchée. 

10.  On  voit  sans  peine  qu'on  peut  se  poser  une  foule  de 
questions  de  la  nature  de  celles  qui  sont  résolues  ici,  et 
qui  se  traiteraient  par  des  procédés  tout  à  fait  semblables. 
On  arriverait,  par  exemple ,  entre  autres  résultats ,  à  celte 
proposition  souvent  utile  :  La  (HJJ'crence  entre  Varc  et  la 
corde  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  sa 

valeur  est  —f  w^  ds. 
24 

H.   Je  termine  par  la  démonstration  des  formules  (2). 

Je  les  ai  obtenues  d'abord  par  la  Géométrie,  mais  on  peut 

y  arriver  en  adoptant  une  marche  purement  analytique, 

comme  il  suit.  On  a 

+  (yc/a  —  '/(-/y)- 4-  (ar/g  —  g <-/«)'. 
Or,  de  a  =  u.c  —  vh  on  tire 

c/  a  =  (lu.  .r  —  d'j  .h  ; 
car  \xdc  —  v  dh  :zz.  0  à  cause  des  formules  (1). 

24. 
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Oii  aurait  tle  même 

(IZ  =z  dit. a  —  (l\.c,      (/y  =  .  .  ,- 
par  suite, 

./,,        j    ar/ê  —  6r/a  =  nc/.dv  —  arr//  —  Scr/'pi  -\-  ^jbdv 
^    ^       \  =~c[ad\-\-Zdi,.-\-'id-,). 

Les  binômes  ^dy  —  '/do^  yda  —  xdy  s'obtiendraienl 
d'une  manière  analogue.  On  a  donc 

et 

(7)  «  =:zb  («<-/).  + o*-/;/  +7  r/v). 

En  adoptant  le  signe  H-,  cette  formule  revient  à  celle 
qu'on  donne  ordinairement;  mais  alors  u  est  susceptible 
de  signe,  et,  en  mettant  sa  valeur  sous  la  forme 

a{\-{-d'k)  +  b{y.-{-diJ.)  +  f  (v+  r/v), 

on  reconnaît  qu'elle  est  positive  lorsque  la  normale  prin- 
cipale au  point  ]M'  fait  un  angle  aigu  avec  la  partie  po- 
sitive de  l'axe  du  plan  osculateur;  elle  serait  négative  si 
cet  angle  était  obtus. 

Observons  maintenant  que  nous  pouvons   écrire,  en 
vertu  des  équations  (6)  et  (7), 

r/6         ^  dcr. 

a  u 

da.  d'i 

7 a  —  =  —  6 , 

u  a 

d^l  dZ 

6 y_  —  —  rt; 

a  u 

et,  en  rapprocbant  ces  relations  des  suivantes, 

a  fz  —  6  V  :l=:  r  ,      7  )>  —  av  ^=  b  ,      ^j-j  —  y  y.  =  a  .^ 
on  en  déduit  les  égalités  (2). 


à 
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CONCOURS  IVAGUÉGATION  \U  LYCÉES,  mtî  1815-, 

Par  m.    dieu, 

Agrcjjé  ,  ilocteur  es  sciences. 


COMPOSITIOIN      d'akALYSE. 

Déter/niner  la  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  con- 
stant les  génératrices  d'un  cône  de  j'ày^olutioUj  et  qui 
passe  par  deux  points  Ao ,  A,  donnés  sur  ce  cône.  Lon- 
gueur d\in  arc.  Aire  de  la  portion  de  surface  conique 
comprise  entre  un  arc  et  les  droites  menées  de  ses  ex- 
trémités au  sommet  du  cône.  Transformée  plane.  Plan 
osculateur.  Rajon  et  centre  de  courbure.  Lieu  des 
centres  de  courbure. 

Nous  désignerons  la  courbe  dont  il  s'agit  pur  le  nom 
d  hélice  conique  [voirla  note  I.  page  388). 


y 


\.   Si  un  point  m  décrivait  1  liélici?  en  s'éloignanl  du 
.sommet  O  du  cône,  à  partir  d\iu  point  A  de  cette  courbe, 


(  ^7i  ) 
\\n  point  ///  ([ui  décrirait  simultanOmcnl  la  projection  de 
l'hélice  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cône  et  pas- 
sant par  le  sommet,  en  coïncidant  toujours  avec  la  pro- 
jection de  m  sur  ce  plan ,  tournerait  autour  du  sommet  O 
dans  un  sens  déterminé,  facile  à  reconnaître  d'après  la 
position  des  points  donnés  Aq,  A, ,  et  qui  va  nous  servir 
à  fixer  le  sens  de  nos  notations. 

Les  axes  rectangulaires,  que  nous  emploierons  con- 
curremment avec  des  coordonnées  polaires,  seront  :  Ox, 
la  direction  de  Otn'  quand  //*  part  du  point  A;  O;^,  la 
direction  que  prend  la  ligne  O/n',  de  longueur  variable, 
après  avoir  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  O;  et 
Oz,  Taxe  du  cône  (on  ne  considère  qu'une  des  iiappes 
de  cette  surface). 

De  plus,  soient  : 

(p  l'angle,  positif  des  O.r  vers  Oj  cl  négatif  dans  le  sens 

opposé,  qui  aura  été  décrit  par  Oui'  sur  xj  lors- 
que m  sera  parvenu  sur  l'hélice  au  point  quelcon- 
que M  ; 

r  la  dislance  Om,  et  /'  sa  projectioîi  OM'  sur  xj\ 

^  H-  drsf^  /'H-  dr  et  r'-h  dr'  ce  que  deviennent  tp,  /et  /• 
quand  ni  a  décrit  encore  un  arc  infiniment  petit 
MN  de  l'hélice,  en  continuant  de  se  mouvoir  dans 
le  même  sens  que  de  A  en  M  ; 

ds  l'arc  MN  considéi'é  comme  étant  de  même  signe  que 
9  et  d^\ 

(S  l'angle  constant,  que  1  on  peut  supposer  inférieur  à 
90  degrés,  sous  lequel  1  hélice  coupe  les  généra- 
trices du  cône  ; 

a  le  demi-angle  au  sommet  du  cône. 

La  génératrice  ON,  en  coupant  le  parallèle  du  cône  qui 
passe  par  le  point  M,  forme  avec  ce  parallèle  et  avec  1  hé- 


(  ;^7->  ) 
lice  un  (lia/if^lc  couk/uc  MIN,  dont  les  côtés  sont  égaux 
à  dz  (Ir,  ±  r'  (l(f  et  ±  ds,  les  signes  supérieurs  répondant 
à  9>o,  et  les  signes  inférieurs  à  cp<^o-,  aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  près,  ce  triangle  conique  doit  être 
considéré  comme  un  triangle  rectiligne,  rectangle  en  I, 
et  ayant  en  JN  un  angle  égal  à  (3  ;  donc  on  a 
(  I )  <•//•=  r'  f/cp .  cot  (5      et     elr  =  ds .  cos  p . 

Le  triangle  OM'M  fournit  d'ailleurs 

/•'  ^=:  rsin  X  ; 
et,  par  conséquent,  la  première  des  équations  précédentes 
devient 

(  2  )  (Ir  =  ni  cp .  sin  a  cot  p  , 

dont  l'intégrale  est 

(3)  /■=€.«;  , 

e  désignant  la  base  defS  logarithmes  népériens,  et  C  une 
ligne  qu'il  faut  déterminer  ainsi  que  l'angle  |3 ,  de  manière 
que  riiélice  passe  par  les  points  donnés  Aq,  A, . 

L'équation  (3)  suffit  pour  représenter  l'hélice  en  coor- 
données polaires,  parce  que  le  rayon  vecteur  /'  fait  con- 
stamment avec  O z  l'angle  a,  ce  (jui  rend  inutile  l'intro- 
duction d'une  troisième  coordonnée. 

Pour  déterminer  C  et  |3,  on  a 

,-    o„sin«col,?  ^    P,  sin«cot/3 

/•,  =  C<?'^  et      r\=:C&  ', 

en  désignant  par  cpo,  ^o  et  9i  -,  'i  >  les  valeurs  de  9  et  /'qui 
répondent  aux  points  Aq,  Aj  ;  et  l'on  déduit  de  ces  équa- 
tions 

tans  3  = -^ f-.sma,       C  ;-  //'      '".r,     '^'      ■  "• 

//"i  —  ''11 

La  première  de  ces  formules  ne  fournit  pour  |3  une  valeur 
inférieure  à  -:  lorsque  /'i  ^ /'o  (ce  qu'on  peut  toujours 


(  '^7(^  ) 
admettre,  puisque  Aj  désigne  celui  des  points  donnés  que 
l'on  veut),  que  si  ©i  ^  ^o  i  or,  cela  dépend  du  sens  dans 
lequel  ©  est  positif,  et  la  condition  Çi  ^  ^o ,  pour  r,  ^  /q, 
détermine  précisément  ce  sens  de  la  manière  convenue 
plus  haut. 

Nous  conserverons  les  lettres  /3  et  C  dans  le  reste  du 
calcul ,  en  supposant  qu'elles  représentent  les  valeurs 
délermijiées  par  les  formules  qui  précèdent. 

L'équation  polaire  de  la  projection  de  l'hélice  sur  xy 

(pôle  O,  axe  Ox)  s'obtient  en  substituant à  /dans 

'■  sin  y. 

l'équation  (3),  ce  qui  donne 

(4)  r   =z  L  sin  a.c  ; 

on  voit  donc  que  : 

La  projection  de  Vhèlice  coniaua  sur  tout  plati  perperir 
dicLilaire  à  laxe  du  cône  est  une  spirale  logarithmique. 

Î2.  On  peut  arriver  directenjenl  à  la  conclusion  qui  pré- 
cède, former  premièrement  l'équation  (4),  et  en  déduire 
l'équation  (3).  Pour  cela ,  soient  : 

P  un  point  quelconque  de  l'hélice  ,  différent  de  M  ; 

P'  la  piojection  de  P  sur  xy  \ 

MD  et  PE  les  tangentes  à  l'hélice  en  ^y\  et  P  ; 

M'D'  et  P'E,'  les  projections  de  ces  tangentes  sur  xj. 

Si  l'on  fait  tourne)"  le  plan  OPE  autour  de  O2  ,  lorsque 
OP  sera  dans  la  direction  de  OM,  ce  plan  coïncidera  avec 
le  plan  OMD, puisqu'ils  touchent  tous  deux  le  cône,  l'un 
suivant  OP,  l'autre  suivant  OM-,  et,  pourvu  que  le  sens 
de  la  rotation  soit  convenable,  PE  sera  alors  parallèle  à 
O-M,  car  les  angles  OPE,  OMD,  devenus  correspondants, 
sont  égaux.  Cela  posé,  concevons  que  les  projections  de 
OP  et  de  PE  suivent  le  mouvement  de  ces  droites:  OP' 
sera  dans  la  direction  de  OM'  en  menu;  temps  (jue  OP 


(  :^77  ) 
dans  celle  de  OM,  et  P'E'  sera  alors  parallèle  A  WD', 
puisque  PE  est  parallèle  à  MD,  ainsi  qu'il  vicnl  d'êlrc 
dit-,  l'angle  OP'E'  est  donc  égal  à  OM'I)',  car  le  premier 
est  devenu  correspondant  au  second  par  l'effet  seul  de  la 
rotation.  Or  ce  raisonnement  prouve  bien  que  la  projec- 
tion de  l'hélice  conique  sur  xj  est  une  spirale  logarilhmi- 
(jue,  puisque  la  propriété  essenti(;lle  de  ce  genre  de  spi- 
rales est  de  couper  tous  les  rayons  vecteurs  sous  un  angle 
constant. 

Afin  d'avoir  la  cotangente  de  l'angle  OM'D',  qu'il  faut 
connaître  pour  écrire  1  équation  de  la  spirale,  il  suffît  de 
remarijuer  que  ÎMI)  et  IM'D'  se  rencontrent  en  un  point  K 

de  la  trace  du  plan  OMD  sur  xy,  et  que  les  triangles 
MOK ,  M'OK  sont  rectangles  en  O  ;  en  effet ,  il  résulte  de 
là  que 

cet  OM'D' :  cot  OMD,     ou     coip  y.  r':r,      ou      l'.sinali, 

d'où 

cot  OM'D'  =  sin  a  cot  {i. 

D'après  cela,  la  spirale  peut  être  représentée  par  l'équa- 
tion (4). 

Lorsque  l'on  considère  avec  un  peu  de  soin  la  rotation 
qui  vient  d'être  indiquée,  on  voit  que  Pangle  P'PE  est 
égal  à  M'iMD,  car  les  côtés  de  ces  angles  deviennent 
parallèles  chacun  à  chacun  5  ainsi  : 

Lliélicc  conique  coupe  sous  un  angle  constant  les 
génératrices  du  cylindre  parallèle  à  l'aif.e  du  cône  qui  la 

projette  sur  xj. 

Le  cosinus  de  l'angle  coaslaut,  qui  est  M'MD  j)our  le 
point  M,  s'obtient  facilement;  en  elïet,  les  triangles  rec- 
tangles KM'  M,  OM'  M  et  KOIM  donnent 

cos  M'  M  D  —  — -  ,      M  M'  ~  /•  cos  y.       et       MK  =  — ^ , 
WI<L  cos  [i 


(  ^^78  ) 

d'où 

cos  M'  MD  =  cos  a  cos  p. 

Celle  propriété  de  l'hélice  conique  est  très-remarquable^ 
ou  verra  plus  loin  comment  on  en  déduit  la  direction  du 
rayon  de  courbure  et  le  plan  osculateur. 

3.  Longueur  cVun  arc.  b  et  Z»i  étant  les  rayons  vecteurs 
des  extrémités  d'un  arc  BBj  de  l'hélice ,  la  seconde  des 
équations  (i)  donne,  en  intégrant  de  r  =:  b  jusqu'à 
;•  =  Z»i , 

(5)  arc  BB,  =  ^^-=-^\ 

^    '  cos  fl 

si  l'on  suppose  b^'^  b-,  donc  la  loJigueiw  d'un  arc  quel- 
conque de  Vhélice  conique  est  représentée  par  Vliypoté- 
nuse  d'un  triangle  rectangle,  dont  un  des  côtés  de  Vangle 
droit  est  la  différence  des  rayons  vecteurs  des  extrémités 
de  cet  arc,  et  dans  lequel  l'angle  aigu  adjacent  à  ce 
côté  est  égal  à  |3. 

On  pourrait  aussi  déduire  la  longueur  de  l'arc  BBi  de 
celle  de  l'arc  B' B^  de  spirale  logarithmique,  qui  est  la 

projection  de  BBj  sur  xy-,  car,  en  désignant  par  ds'  l'élé- 
ment M'N'  considéré  comme  de  même  signe  que  r/(p,  on 
a  évidemment 

ris' 


rls  = 


sin  M' MD 


à  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  près,  et  puis- 
que M'MD  est  un  angle  constant, 

arc  B'  B', 


arc  BB, 


sin  M'MD 

4.  yJire  du  fuseau  conique  déjini  dans  V énoncé.  La 
surface  du  triangle  conique  MIN  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  celle  du  fuseau  MON,  car  MIN  est  moindre 
i|uc  le  ((uadrilatèrc  ^MUNI'  dont   l'aire  est  exprimée  j)ai 
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()•-{-'— \  drd(f  .s'ni  a,   landis  que   MOJN   surpasse   MOI 

dont  l'aire  est  exprimée  par  -  r'r/cp.siu  a.  Si  l'on  désigne 

par  du  le  fuseau  MOJN  considéré  comme  de  même  signe 
que  cp ,  on  a  donc 

(6)  du  =  -  j'^ d'Y  .  sin  a 

à  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  près,  et,  en 
remplaçant  do  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2),  il 
vient 

du  =:  -  rdr .  tariL'  6. 

Or  cette  équation  donne,  en  intégrant  de  r  :=  b  jusqu'à 
r=hi^  et  dans  l'hypothèse  que  b^  ^  b^ 

fus.  BOB,  =   ^'  ~  '  .  tang  p. 

4 

On  pourrait  encore  déduire  la  valeur  du  fuseau  BOBi  de 
celle  du  secteur  B'OB[  de  la  spirale  logarithmique,  car 

on  voit  facilement  que  fus.  BOBj  = '- ^• 

'■  sm  a 

5.  Transformée  plane.  Le  cône  étant  posé  sur  un  plan 
fixe ,  de  manière  qu'il  touche  ce  plan  suivant  une  géné- 
ratrice ,  si  on  le  fait  rouler  sans  glisser,  le  lieu  des  points 
du  plan  sur  lesquels  viennent  successivement  se  mettre 
ceux  de  l'hélice  conique  est  la  transformée  plane  de  cette 
courbe. 

On  voit  sans  peine  qu'ime  tangente  MD  à  l'hélice,  en- 
traînée dans  le  mouvement  du  cône ,  se  confondra  avec  la 
tangente  à  la  transformée  au  point  (j.  correspondant  à  M, 
en  même  temps  que  OïM  se  placera  sur  Op,  et  sans  que 
!'ajiglc  OMD  change  de  grandeur  (le  sommet  O  du  cône 


(  :38o  ) 

lie  se  déplace  pas  sur  le  plan,  parce  qu  il  n'y  a  pas  de 
glissement)^  donc  : 

La  iransfornice  plane  de  lliélice  conique  est  une  spi- 
rale logarithmique  qui  coupe  ses  rayons  vecteurs  sous 
l'angle  (3. 

D'après  cela,  si  O'  est  la  position  du  sommet  du  cône 
sur  le  plan,  et  O' A'  la  droite  sur  laquelle  se  place  la  gé- 
nératrice OA  (1),  en  prenant  O'  pour  pôle,  O' A' pour 
axe  polaire,  et  désignant  par  i|/  l'angle  A'O'f/.  considéré 
comme  de  même  signe  que  tp ,  ce  qui  revient  à  poser 
©  sin  a  =  ^,  l'équation  de  la  transformée  est 

6.   Plan  osculaleur.   Lorsque  l'équation  —  =   const. 

est  vérifiée  pour  tous  les  points  d'une  courbe,  c'est-à-dire 
quand  cette  courbe  coupe  sous  un  angle  constant  les  gé- 

nératrices  du  cylindre  qui  la  projette  sur  xj\  la  formule 

riz 
connue  cos  y  =  0  .D,  —  du  cosinus  de  l'angle  v  que  le 

'  r/î  <->  i. 

rayon    vecteur    p    correspondant    au   point    quelconque 

(  r,  j,  z)  de  la  courbe  fait  avec  l'axe  des  2,  donne 

COS  V  =  o  ,       (1  ou        V  =  -• 
2 

/\ 

Donc,  1"  le  rayon  de  courbure  est  parallèle  à  xy,  et  di- 
rigé suivant  la  trace  du  plan  normal  dans  lequel  il  est 

compris,  sur  le  plan  parallèle  à  xy  conduit  par  le  point 

[pc.^y^  z),  de  sorte  qu'd  est  perpendiculaire  au  plan  qui 

touche  en  ce  point  le  cylindre  projetant  j  2"  comme  le 

plan  osculatcur  est,  en  général,  déterminé  parla  tangente 

et  par  la  direction  du  rayon  de  courbure,  le  plan  oscula- 

t  w  en  (or,  y,  z)  ci  une  courbe  qui  remplit  la  condition 

,, ,  .       <h  j        j 

cxpiimec  par  i  équation  —  =  const.  ,  est  le  ptiin  con~ 


(  .-^B'  ) 
(luit  siii\'(itit  la  tangente  à  cette  courbe:  perpendiculaire- 
ment au  plan  qui  touche  en  (x,  j  ,  z)  le  cylindre  proje- 
tant. Enfin,  on  voit  encore  sans  difficulté  que  la  trace  du 

plan  osculaieur  sur  xy  est  perpendiculaire  à  la  projection 
de  la  tangente,  et  l'on  conclut  de  là  que  l'inclinaison  du 
premier  plan  sur  le  second  est  égale  à  l'inclinaison  de  la 
tangente  sur  celui-ci. 

Or,  en  vertu  de  la  remarque  qui  termine  1  art.  2,  tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  à  Fliélice  conique, 
et  fournit  en  descriptive  une  construction  très-simple  du 

plan  osculateur,  dont  Tinclinaison  constante  sur  xy^  re- 
présentée par  M' KM  pour  le  point  M,  est  d'ailleurs 
donnée  par  la  fornnile  sin  M' KM  =  cos  a  cos  /3  ,  d'après 
la  valeur  cjui  a  été  obtenue  pour  cosM'MD  (2).  On 
pourrait  même  arriver,  par  ces  seules  considérations,  à 
l'équation  du  plan  osculateur  5  mais ,  à  cause  d'une  am- 
biguïté de  signes  assez  difficile  à  écarter,  il  est  préférable 
de  suivre  pour  cela  les  principes  généraux. 

Les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M  sont  ex- 
primées par  r  sin  a  cos  (^ ,  /'  sin  a  sin  çp  et  r  cos  a ,  de  sorte 
que  l'équation  du  plan  osculateur  est  de  la  forme 

A  (j:  —  /sin  «  cos  ç/)  -H  B  (  j'  —  /sin  a  sin  «p)  +  z  —  /•ces  a  =  o, 

X ^y^  z  désignant  les  coordonnées  de  ce  plan,  et  A,  B  des 
fonctions  inconnues  de  ^  et  r.  Pour  déterminer  A  et  B,  on 
doit  diflérentier  deux  fois  cette  équation  par  rapport  à  ^ 
et  /",  en  regardant  :f,  j',  z  comme  des  constantes,  ce  qui 
donne  d'abord 

A  (sin  (p  —  sin  a  cet  [i  cos  '^)  —  B  (cos  'j>  +  sin  a  cot  p  sin  'i^) 
—  cos  a  cot  ^  ■—.  o^ 

^      ,  dr  ,  •    '      1     T  ' 

après  ({u  on  a  remplace  —  par  sa  valeur  tirec  de  1  equa- 
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tioii  (2)  et  supprimé  le  faeteur  /sina,  puis 
A  (cos'ji  H-  sin  a  rot  fi  sin  tp)  +  B  (sin  »  —  sin  a  cot  ^  cos^)  =  o. 

En  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  A  et  B, 
et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  précédente,  on  ob- 
tient 

i(sin  œ  —  sin  a  cot  p .  cos  «p)  .r  —  (ces  tp  ■+-  sin  a  cot  p .  sin  tf)  y 
I  —  cos-  a  cos-  B 
H r-r ^  .  3  =  /■  tanc  S. 
cos  a  sm  [i  cos  p 

Si  Ton  remarque  que  le  coefficient  angulaire  (  y- )   de 

la  projection  de  la  tangente  en  M  sur  xy  est 

,         r^n»/T^/\  cos  cp  +  sin  a  cot  S .  sin  y 

tan£i(<p  -f-  OM'D'    = -. — ^ ^ -, 

sm  ^  —  smacotp.cosç 

on  vérifie  sans  peine,  d'après  l'équation  (O),  et  par  rap- 
port à  riiélice  conique,  ce  qui  a  été  établi  au  début  de 
cet  article  relativement  au  plan  osculateur  de  toute  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices  du  cy- 
lindre projetant  sur  xj\  on  trouve  aussi  que  le  sinus  de 

l'inclinaison  du  plan  osculateur  de  l'hélice  sur  xj  est  ex- 
primé par  cos  a  .  cos  j3  5  enfin ,  on  peut  remarquer  que 
le  2  à  l'origine  est  proportionnel  au  rayon  vecteur  r. 

7.  Hayon  de  courbure.  Nous  avons  fixé  d'une  manière 
générale,  au  commencement  de  l'article  qui  précède,  la 
direction  du  rayon  de  courbure  des  courbes  qui  satisfont 

<lz 
à  l'équation  —  =const.,   et,   par  conséquent,  celle  du 

rayon  de  courbure  de  l'hélice  conique;  nous  remarque- 
rons seulement  encore  que  la  projection  de  ce  rayon  sur 

xj  tombe  dans  la  direction  de  celui  de  la  spirale  logarith- 
mique suivant  laquelle  riiélicc  se  projette  sur  ce  plan. 
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Pour  avoii"  la  cliroclioii  du  rayon  de  courbure  de  1  hélice 

en  un  point  M  de  celte  courbe,  dont  la  projection  sur  xj 
est  M',  on  mènera  donc  la  normale  en  M'  à  la  spirale  lo- 
garithmique (*). 

Afin  de  déterminer  la  grandeur  du  rayon  de  cour- 
bure, nous  démontrerons  d'abord  le  théoième  suivant  : 

Les  rayons  de  courbure  de  toute  courbe  qui  satisfait 

a  l  équation  —  =  const.  sont  proportionnels  a  ceux  de 

/\ 

sa  projection  sur  xy. 

En  suivant  toujours  les  notations  qui  ont  été  adoptées , 
une  formule  connue  donne 


W  ds^  )  "^  \  ds^  )    \        ' 


car  -TY  =  o  d'après  l'hypothèse  ;  et  l'on  a  d'ailleurs 


ds' 


Hm'--mT' 


et 


ds'=  kds, 


si  l'on  désigne  par  p',  ds'  et  k  le  rayon  de  courbure  de 
la  projection  au  point  (.r,  }),  l'élément  correspondant 
ds'  de  cette  courbe,  et  la  valeur  constante  du  cosinus  de 

l'inclinaison  sur  icy^  de  la  tangente  en  [x,  j,  z)  à  la 
courbe  à  double  courbure.  Or,  en  remplaçant  ds'  par 
ày/^  dans  l'expression  de  jo',  et  en  comparant  le  résultat 
avec  l'expression  de  p^  on  a 

t  —  — 

P'  ~  /'  ' 

C.     Q.     F.     P. 


(*)  lin  tli^Roriptivo ,  on  obli(!nl  In  iliroctioii  ilc  i\I'D'  par  la  consliiiclion 
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[Nous  avons  cru  devoir  établir  celle  proposition  avec 
toute  rétendue  qu'elle  comporte ,  comme  uous  l'avons 
fait  pour  celles  qui  précèdent  et  qui  sont  relatives  au  plan 
osc-ulateur  ainsi  qu'au  rayon  de  courbure.] 

D'après  cela,  p  représentant  maintenant  le  rayon  de 
courbure  de  l'hélice  conique,  on  obtient  de  suite 


sin  p .  V  I  —  cos'^  a  cos'  (3 
car  on  a  pour  la  spirale  logarithmique, 

formule  connue) , 


sinOM'K 
et ,  d'autre  part ,  /'  =  /•  sin  o: , 

sni  OW  K  =     — ^  , 

V'^i  +  sin- a  cot^3        s/i  —  ces- a  ces' p 

entin 

P=:  i  —  ces' a  ces' [i  (1  et  2). 
Ainsi , 

Le  rapport  -  du  rajon  de  courbure  au  rayon  z>ecteur 

de  lliclice  cornque  est  constant. 

Mais,  pour  construire  géométriquement  le  rayon  de 
courbure  en  INl,  il  convient  de  prendre 

om'.mk' 


OK.M'K 
qu'on  déduit  aussi  de 

OM' 


'—     et  de     p'  =  - 


/-  '         sinOM'K 


(lu  poÎTil  K  :  OK  càt  porpcndiculairc  à  O.M',  cl  l'on  a  sa  longueur,  en  ilc- 
crivant  nii  triangle  égal  h  OMK  ilaiis  lequel  on  connaît  le  coté  OM  el 
langle  adjaccnl  OMK  =  ?. 


I 


(  m  ) 

en  remarquant  que 

sin  OM' K  =  ^      et      /  =  sin  M'  MK  =  —  • 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  dépendent  de 
l'équation  (O)  du  plan  osculateur,  de  l'équation  du  plan 
normal , 

.     .    i       (sinij)  —  sin  a  cot  p  cos  cp)  .r 

I — (cos^+sinacotp  sin  (p)/  —  cosa  rotjî.z  +  r  col  p  =r  o, 

et  de 

(N')  i       (^"'^'^"^  sinacotfisincp),r 

I  +  (sin  «  —  sin  X  cot  jî  c()S(p)  r  +  /sin  y.  cot-  p  =  o, 

que  l'on  déduit  de  la  précédente  en  la  différenliant  par 

rapport  à  cp  et  r,  puis  en  remplaçant   —  par  sa  valeur 

tirée  de  l'équation  (2).  Les  valeurs  de  x,  y,  2,  qui  satis- 
font à  ces  trois  équations,  sont  assez  compliquées,  et  il 
n'est  pas  nécessaire  de  les  employer  pour  former  Tex- 
pression  du  rayon  de  courbure  :  on  voit  en  effet,  avec  un 
peu  d'attention,  que  le  plan  (N')  est  perpendiculaire  aux 

traces  des  deux  autres  plans  sur  xy,  paj  conséquent,  au 
rayon  de  courbure  5  et  qu'ainsi  ce  rayon  est  la  distance  de 

M  au  plan  ["S') ,  ou  de  M'  à  la  trace  de  ce  plan  sur  xj , 
de  sorte  qu'on  peut  l'obtenir  par  la  formule  de  la  distance 
d'un  point  à  une  droite  (en  géométrie  plane) ,  en  consi- 
dérant seulement  l'équation  (N'). 

8.  Lien  (les  centres  de  courbure.  Soient  F  et  G  les 
centres  de  courbure  qui  répondent  aux  points  M  et  P  de 
l'hélice  conique.  Si  l'on  fait  tourner  autour  de02,de 
la  manière  indiquée  dans  l'art.  2,  la  génératrice  OP, 
le  plan  OPE  qui  touche  le  cône  suivant  OP,  et  le  rayon 
de  courbure  PG5  PG  sera  parallèle  à  MF  lorsque  le  plan 
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OPE  coïncidej:;a  avec  OMD,  qui  louche  le  cône  suivant 
OM,  car  PG  reste  perpendiculaire  à  OPE,  et  MF  est 
perpendiculaire  à   OMD:    ainsi    l'angle  OPG  =  OMF. 

PG       MF 

Comme  on  a  d'ailleurs  (7)  —  =  —,,  j  les  triangles  POG, 

MOF  sont  semblables-,  de  sorte  que  OG  sera  dirigé  sui- 
vant OF,  après  la  rotation,  et  que  Tangle  GO z  =  FOz, 
puisque  GOz  ne  varie  pas  pendant  que  OG  tourne  au- 
tour de  Oz.  Donc  les  poinls  F,  G, ... ,  sont  sur  un  cône 
de  révolution,  dont  Oz  est  Vaxe  et  O  le  sommet.  D'autre 

part,  F'  étant  la  projection  de  F  sur  xj,  l'angle  en  M' 
du  triangle  F'OM'  est  complémentaire  de  l'angle  con- 
stant OM'D',  et  le  rapport      ,  -  >    ou   ',  des  côtés  qui 

comprennent  cet  angle  est  aussi  constant  (7)  ;  par  consé- 
quent, il  en  est  de  même  de  l'angle  F'OM',  ainsi  que  du 

OF'       ,        ,    j.  1 

rapport  -,  »  c  est-a-dire  que  cet  angle  et  ce  rapport  ne 

varient  pas  avec  la  position  du  point  M'  sur  la  spirale 
logaritlimique.  Donc ,  le  lieu  des  points  .M', .  .  . ,  est  une 

spirale  semblable  à  la  projection  de  l'hélice  sur  xj . 
Or,  il  résulte  évidemment  de  là,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
dans  les  art.  i  et  2,  que 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  lliélice  conique  est 
une  autre  hélice  de  même  espèce ,  située  sur  U7i  cône  de 
même  axe  et  de  même  sommet. 

Si  l'on  désigne  par  y  et  /  les  angles  M'  et  O  du  tri- 
angle F'OM',  on  a 

sin  (v  -f-  >.)  .  ,,        r' 

-' ?      on      cosv  +  sui  7  cot  A  =  —  : 

sin  "/  r> 

en  remplaçant  sin  y  ainsi   que  cos  y    par  leurs  valeurs 

tirées  de  tangy  =  sin  x  col  p,  et  —  = par  sa  \aleur 


(  38; 
tirée  de  la  iorniule  [p) .  il  \  ieni 


taniî  >'  = 


cos'  y.  sin  f;  cos  [î 

Nous  supposerons,   dans  ce  qui  suit,   que  À  représente 

l'arc  compris  entre  -  et  t:  qui  est  déterminé  par  cette 

formule. 

Soient  encore  di  et  Vx!  les  coordonnées  polaires  du  point 
F'.  On  a  évidemment 

(p  =  -^  —  ). , 
et  le  triangle  F'OM'  donne 

r'=R'  ~^l ^  =  R'  (  cos  A  -f-  sin  >  rot  7  ": , 

sin  7 

ce  qui  devient 

^  /          ^      /  «  —  ces-  a  cos^  S 
r'  =  R'  tanù  B  i  / : — i  , 


V 


cos-  a  siH'' 


après   quelques   réductions ,   en  remplaçant  sin  X ,   cos  A 

par  leurs   valeurs  tirées  de  celle  de  tangX  et  coty  par 

tanc  8     Ti     1  1  •  •'  1 

^r^-^  •  Il  n  y  a  plus  maintenant  qu  a  porter  ces  valeurs 
sma  J       L  11 

de  (p  et  /•'  dans  l'équation  (4)  pour  avoir  l'équation  po- 

/\ 
lairedc  la  projection  sur  xj   du  lieu  des  centres  de  cour- 

buie;  on  obtient  ainsi 

„,_pSina        /i  —  COS'asin'^g       (i  — ;.)  sin  a  cot  ,3 
tangjSV    '  —  cos'acos'^ 

Enfin  ,  a.'  étant  le  demi-angle  au  sommet  du  cône  sur  le- 
quel se  trouve  le  lieu  des  centres  de  courbure,  j5'  l'angle 
constant  sous  lequel  cette  courbe  coupe  les  génératrices 

2.5 
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de  ce  cône,  et  R.  le  rayon  vecteur  du  point  F,  on  a 


,       R'  tant'  y.       tani,'  y.      /  \  —  cos'  a  sin'  S 

tans  a' = 7-^—  =  — '■ —  i  / ■> 

r'  tang  S  V    i  —  cos'  a  cos'  p 

sina' 
^^"S.^'=^tangp, 

el 

COSa        r^  —  ;.)  sinacot  ? 

R   =    C    ;  •    C   '  '    ■ 

cos  a 

cette  dernière  équation  est  l'équation  polaire  (dans  l'es- 
pace) du  lieu  des  centres  de  courbure.  Tout  cela  peut 
d'ailleurs  être  déduit  des  équations  (O),  (N)  et  (N'). 

Noies. 

I,  L'hélice  conique,  comme  Thélice  dont  on  trouve  la 
monographie  dans  les  Traités  de  calcul  dillérentiel,  ap- 
partient à  la  classe  fort  remarquable  des  courbe  qui  cou- 
pent sous  un  angle  constant  les  méridiennes  d'une  sur- 
face de  révolution ,  et  qu'on  nomme ,  en  généra] ,  des 
loxodromics. 

Si  Ton  convient  de  désigner  par  /•  l'arc  de  méridienne 
OM  compris  entre  le  sommet  O  d'une  surface  de  révolu- 
tion quelconque,  et  le  point  M  d'une  loxodromie  tracée 
sur  cette  surface,  par  r'  la  distance  de  M  à  l'axe  Oz,  qui 
est  l'ordonnée  de  la  méridienne  en  prenant  Oz  pour  axe 
des  abscisses,  et  de  conserver  le  reste  des  notations  expli- 
quées dans  l'art.  1  ,  on  voit  immédiatement  que  les  équa- 
tions (i)  conviennent  à  toute  loxodromie. 

Les  variables  cd  et  /'  forment  un  système  particulier  de 
coordonnées  dont  l'une  s'exprime  en  fonction  de  laulre 
par  une  simple  quadrature,  lorsqu'on  a  /'  en  fouciion 
de  r.  Ainsi,  par  exemple,  sur  une  sphère  de  rayon  égal 
à  l'unité  de  longui  ur, 

r'  r=  sin  r, 
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vl  la  première  des  équations  (i)  donne 


(If  =-.  -7 —  •  tang  S, 


d'où 


(f  =  const  +  tang  p .  / 1  tang 


3. 


On  déduit  toujours  la  formule  (5)  de  la  seconde  des  équa- 
tions (i),  et,  par  conséquent,  la  rectification  d'un  arc 
BBi  de  loxodromie  ne  dépend  que  de  celle  de  l'arc  de 
la  méridienne  compris  entre  les  parallèles  de  la  surface 
qui  passent  par  les  points  B  eï  Bj . 

II.  Comme  l'hélice  conique  coupe  sous  un  angle  con- 
stant les  génératrices  du  cylindre  qui  la  projette  parallè- 
lement à  l'axe  du  cône,  nous  avons  pu  nous  servir  de 
quelques  propriétés  qui  appartiennent,  en  général,  aux 
hélices  cylindriques  dont  l'hélice  qu'on  étudie  ordinai- 
rement n'est  qu'un  cas  particulier.  ^  oici  l'énoncé  du 
théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyés  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  hélice  cylindrique  a, 
en  chaque  point,  la  même  direction  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  droite  du  cylindre^  et  ces  deux 
rayons  sont  dans  un  rapport  constant. 

La  réciproque  de  la  première  partie  est  vraie. 

On  déduit  de  ce  théorème  le  corollaire  suivant  : 

Le  plan  osculateur  d'une  hélice  cylindrique  est  en 
chaque  point  perpendiculaire  au  plan  qui  touche  le  cy- 
lindre, et  réciproquement. 

III.  Le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice  conique 

sur  le  plan  xy  est  une  spirale  semblable  à  la  projection 
de  t hélice  sur  ce  plan ^  et  ce  lieu  est  V enveloppe  de  la 
trace  du  plan  osculateur. 
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Eu  ellet  : 

i".  L'angle  M'OK  est  toujours  droit ,  cl  Ton  a 

— -  =:  tancOM'K  =  consf. 

/'  ^ 

/\ 
1°.   La  trace  sur  xy  du  plan  osculateur  en  M  à  riiélicc 

conique  passe  par  le  point  K  ,  et  elle  fait  avec  OK  un 

angle  égal  h  OM'K,  puisqu'elle   est  perpendiculaire  à 

M'R,  de  sorte  qu'elle  est  tangente  au  lieu  des  points  K. 


NOTE  SIR  LES  RAYONS  ET  CERCLES  DE  COIRBIRE^ 

D'après  M.   SCHELLBACH. 

(Journal  de  M.  Crellc,  t.  XLV  ,  p.  ^63;  i853.) 


Coordonnées  rectangulaires . 
i .   Lenime.  Soient 

les   coordonnées  rectangulaires  de    trois  points   donnés 
dans  Tespace;  x'^  j',  z'  les  coordonnées  courantes  d'un 
plan  passant  par  ces  trois  points. 
L'équation  du  plan  est 

{x'  —  x,)[^yA^z—^z^'y]-{-{x'—y,)[^z^'x  —  lxà'z] 

-+-  {z'~  3,)[A^A'j  —  ^y^^'x]  —  o, 
ou 

^X=X,  X,        àX,=:X. X,  ,        à''x  =  AX, —  ^X. 

Ue  même  pour  y  el  z. 

2.    ProblIîme.    Mêmes   données.    Trouver  l'équation 
du  cercle  passant  par  les  trois  points. 

Solution.   Soient,^,  v; ,  ^  les  coordonnées  du   centre; 


1 


(  :^<)'  ) 

0  le  rayon.  Posons 

?  —  .f,  =  «,       n  — ji  :=  (',       'C, —  2,  irr  rt'. 

On  a  évidemment  les  quatre  équations 

I         «[A_vA-3  — Az  A'j]  -+- ('[As  A.,  j;-  —  A.rA'-z] 
I  -h  (v  [  A.r  A-'/  —  àr  a',r]  =  o  , 

(3)  «■•'+  c'-h  «''=  p% 

(4)  {„_  Ax,  )'+(('  — Ar,)^+(c«'—  A2,)-'=p^ 

Désignons  pai-  A  5  la  distance  du  premier  point  au  se- 
cond, par  A^i  la  distance  du  second  au  troisième,  et 
supposons  les  deux  dislances  égales ,  de  sorte  que  le 
triangle  est  isocèle  5  on  a  donc 

(5)  (A^)'  +  (Ar)'+(Az)'=(Ax,)•^-^(AJ,)'-f-(A^,)■^=(A.«)^=(Ai•,)^ 
or 

(a  A',)- —  (A.r)^  =  (Ajt,  —  A.r)  (Ao,-,  H-  Ajc)  =;  A^r  (  2  Ax+A'jt). 

De  même  pour  y^  etc. 5  donc 

(6)  2[Aj:A-.r4-AjA'jH--AzA2z]-î-(A^r)M-(A'j)''-|-  (A'^z)'^=o. 

Retranchant  successivement  l'équation  (3)  de  l'équa- 
tion (2)  et  de  l'équation  (4) ,  on  obtiendra 

(7)  2(KA.r  -\-  {>  ^y  -4-  ((' Az)  -\-  [as)-  =  o  , 

(8)  2  («  A.X-,  H-  cAj.H-  H'Az,)  —  (A.v,)-=  o; 

d'où 

(g)  u  A-.r  H-  c  A'j  -i-  «'  A-z  =z  (Ai')', 

On  satisfait  à  l'équation  (1)  eu  posant 

a  =  1  ^^.T,     ('  =  >  A-  )-,     K>  =  >.  A'z, 

où  A  est  indéterminé. 

Subsliluanl  ces  valeurs  dans  réqualion  (g)  vi  dans  ]"«■ 


39'^. 


quation  (3) ,  on  a 
(lo)  ^k[{^'xy 

et  de  là 


(A'J)' 

-4- 

(A^ 

-)■■]  -- 

=  [A.1% 

(A'J) 

'-h 

(A^ 

^y] 

=  p% 

f-' 

A,y^ 


et  de  là  enfin 


i  —  x,= 


A'j:  A'j  A'z 


j.  =  r^ 


v/(A^j:)^+(A^j)'4-(A'2)=' 
équations  aux  différences  de  même  forme  que  celles  qu'on 
obtient  pour  les  différentielles  relatives  au  cercle  oscula- 
teur,  et  l'équation  (i)  pour  un  triangle  quelconque  est 
semblable  à  celle  du  plan  osculateur  et  peut  servir  à  l'éta- 
blir. 

Coordonnées  polaires. 

3.  Soient  A  et  A'  deux  points  consécutifs  d  une  courbe 
plane ,  OA ,  OA'  deux  rayons  vecteurs,  OX  l'axe  polaire, 
MA ,  MA'  les  deux  rayons  de  courbure  consécutifs ,  OB 
la  pei'pendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur  la  tangente 
en  A,  OBi  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la  tan- 
gente en  Bi  ;  faisons 

AO  =  r,      A'  O  =  r  -h  dr^     OB  =  p,     OB,  =  y^  H-  dp, 

AA.'=ds;      angle  OA  ,  OX  =r  (j>  ;      angle  OA',  OX  :r;  (j, -j- r/»  ; 

angle  AB ,  OK  =  oj  ;     angle  A'  B, ,  OX  =  w  4-  <f  w  ; 

donc 

angle  AM A'  =  c?  w  ;     AB  =  t  ; 
on  a 

ds        r  ds  rdr         rdr 

dr       T        '         d'ji        rdM        dp 

I  I  /'  ■  d<o 

aire  du  triangle  OAA'  =  -  &•  rfip  =  -  pds,     />  r=i  — — 1  ; 
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d'où 

rdr 

4.  Exemple.  r*==a'  cos  2  cp  -,  équation  de  la  Icmniscale, 

rr'  =  —  a^  sin  2  cp, 

dérivées  prises  par  rapport  à  cp, 

rdr  a'' 


d.— 
s 


5.  P  ' 


osons  -  =  «1  alors 

a-  -f  a" 


-=+r'- 


d'où 

(2) 


j'         d.[u''--\-  a"')    -  n'{u  +  a' 

ds>  d'j>  ,    „  ,„■,- 


H  -h   u'' 


THEOREMES  SIR  LES  FONCTIONS  HOMOGENES  5 

Par  m.  Angelo  GENOCCHI. 


1*"^  Théorème.  Toute  fonction  fio/nogène  à  deux  in- 
déterminées  x,  j",  et  d\in  degré  impair  ni=  2n  -\-  i^ 

m  [m  —  I  ) 

<Vo x"  -f-  w/rtf,  .v"'~ '  Y  H a,x"'~-  Y-  -f-  .  .  . 

I  .  2 


(  :^y4  ) 

])cut  être  réduite  à  lajorine  canonique 

p,  [x  +  n,y)'"  +  y»,  [x  +  a,/)"'  +  ...+;;„  (a:  +  «„  j)'", 

par  la  solution  rVune  équation  du  degré  n  -\-  i. 

(Sylvesteu.) 

Démonstration.  Ce  théorème,  que  son  illustre  auteur 
a  tiré  de  la  théorie  des  adjoints  et  des  hjperdétermiuants , 
et  que  ]M.  Faà  de  Bruno  n'a  démontré  récemment  dans  le 
Journal  de  M.  Liouville  qu'au  moyen  d'une  analyse  assez 
longue  et  compliquée,  peut  être  établi  très-simplement, 
ainsi  qu'il  suit. 

En  identifiant  les  deux  expressions  précédentes,  on 
trouve 

Ih  H-  y^»!  +  /'2  +  •  •  .  +  Pn-^   H-  Pn  =  «0 , 

Pi) Xo  +  /J,  a,  4-  /J,  a,  +  ...  H-  />„_ ,  a„_ ,  -j-  /;„ a„  =  «, , 

2'H-l    ,  ■in+\    ,  2n+i    ,  ,  2n+i    ,  2n-)-l 

•2  7i-|-  2  équations  pour  autant  d  incoimucs  /;,  et  a,.  Eli- 
minons d'abord  po  '•  faisant,  en  général , 

(fi  — Pi  [y-.  —  «,), 

on  obtient  ces  in  -{-  i  équations 


ry,ai       H-  7. a,        -f-...  -{-  7„_i  a2_,    -h  </„a„       =  «,„_,  a^  —  rtj„, 


7,  ai    -h  72 «■•    4-  .  •  •  -}-  7„-  I  «n -  1  -r-  7« a„    =  r/;,,,  x„  —  «.•„  + 1 

Prenons  maintenant /i  4-  i  facteurs  Ao,  Ai,  A^,...,  A„; 
oti  ])Ourra  supposer  qu  ils  vérifient  les  n  équations  sni- 
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vailles,  ([ui  (lélcrinineiil  les  rappoils  de  !  tiii  cl Ciix  à  tous 
les  autres  : 

A„  4-  A,  X,  4-  A,  a'  +  ...  -t-  A„ y"  ~  o, 

Au  H-  A,  a.  -I-  A.,  x]  ■+■■..  -h  A„  a"  =  o  , 


A„  H-  A,  a„  4-  Aoa„  -h  .  .     -h  A„a'|  =  o. 

Multiplions  par  ces  facteurs  respectivement  :  i"  les 
premières  /i  -{-  i  équations  du  système  (2)  ;  2"  les  n  -{-  i 
équations  du  même  système  qui  suivent  la  première; 
3°  les  n  -+-  î  équations  qui  suivent  la  deuxième,  etc.,  et 
enfin  les  dernières  n  -+- 1  équations  :  ajoutant  les  produits 
fournis  par  chaque  groupe  de  ^^  -|-  i  équations,  et  ayant 
égard  aux  relations  (3) ,  nous  ti^ouverons 

/  A(,(rt„ao  —  «,) -h  A,  («,«„  —  n.^)  4-..  -+- A„-(«„     a„  —  rt'„^_,)  =  o, 
(A)    )  ^"('^i""  —«2)  +  A,  («,a„  —  (7:il+...4- A„(^/„+ia.,  —  (7„  +  ,)  =  o, 

(  Au{anX(, — <'/„_^,)+A|(<7„+,ao— <7„^_j)4-...4-A„(tf2„«j— ^2n+i)=  o, 

autres  7^  -f- 1  équations  entre  lesquelles  on  déterminera 
les  rappoj'ls  des  quantités  Ao,  Aj,...,  A„,  et  il  restera  une 
équation  en  «o  exprimant  que  le  déterminant  des  équa- 
tions (4)  est  nul.  Ainsi  «o  sera  une  racine  de  l'équation 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéio  le  déterminant  des  quan- 
tités 


<i^  X  —  a,,  «I  .r  —  a., 

a,  X  —  Cl,,  a-.x  —  f/,. 


^ n-\-\  -^  ^n- 


n, 

+ 1 

X 

— 

('n^il 

(1, 

X 

— 

On 

+  1  t 

n„,x 

— 

-  a 

2/1+  1 

et  qui  sera  évidemment  du  degré  n  -{-  \.  On  dira  la  même 
chose  de  «i,  a,,...,  a„,  de  manière  que  celte  équation 
aura  pour  racines  les  //  -f-  i  inconnues  or,,  et.  après  !  a- 


(  396) 
voir  résolue,  on  déterminera  les  n  4-  i  inconnues  /?,  au 
moyen  de  n  -\-i  équations  linéaires  prises  dans  le  sys- 
tème (i). 

1^  Théorème.  Soit 

F,  =  o ,     Fj  —  G , .  .  . ,      F„  =  G , 

un  système  de  n  équations  homogènes  littérales  entre 
les  n  inconnues  Xi,  Xj,...,  j:„;  Fi  est  du  degré  pi,  F^  du 
degré  p^,...,  F„  du  degré  /?„.  Soit  pip^pz-  .  p„  =  P. 
En  éliminant  les  inconnues,  on  panaient  à  une  équation 
homogène  entre  les  coefficients .  Les  coefficients  de  Fi 

p 
montent  dans  chaque  terme  au  degré  —  -,  les  coefficients 

Pi 
p 
de  Fs  au  degré  —,  etc.;  conséquemment,  le  degré  de  Te- 

quation  est 

1  I 


P 

\Pi  P^  Pn. 

(Cayley.) 

Je  prends  cet  énoncé  dans  les  Nouvelles  Annales, 
tome  Mil,  page  ii5  :  la-  démonstration  qu'on  a  donnée 
au  même  endroit  n'est  pas  exacte,  car  on  y  suppose  qu'une 
fonction  entière  homogène  entre  n  indéterminées  Xi , 
Xg,...,  Xn  peut  toujours  être  décomposée  en  facteurs  de  la 
forme  aiXi-]r  a^x^  +...-!-«„  x„ ,  ce  qui  n'est  pas  vrai 
lorsque  «  ^  2.  Je  crois  que  la  suivante  est  complètement 
rigoureuse  et  assez  simple  ('*'). 

Soit  posé 

•^1  '^J  "^-n—  1  

—  —  J'i  >        —  —  fît  •  •  •  •)        ~         —  Xit  —  f 

Si  l'on  substitue  dans  les  fonctions  Fi ,  Fj,..  ,  F„  les  va- 


(*)  Il  y  a  dans  le  même  article  des  Nouvelles  Annales,  que  nous  avons 
rappelé,  quelques  aulrcs  inexactitudes.  11  csl  facile  de  les  rectifier. 
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leurs  do  .rj ,  arj,...,  J'„_i,  et  qu'on  lasse  disparaître  les 
dénominateurs,  on  trouvera  n  autres  fonctions  entières 
Çi,  92  V»  ?«  respectivement  des  mêmes  degrés  entre  les 
inconnues  j)', ,  j^,---,  Jn-i-  On  aura  donc,  entre  ces 
inconnues,  les  équations 

(j»i=:0,        ^j:=0,...,        »„_i=U,        cp„  =:  O, 

et  les  n  —  i  premières  équations  étant  résolues,  fourni- 
ront/;i,/72v -5  Pn-i  systèmes  de  valeurs  des  inconnues j'', , 
>^2v5  Tn-f  Substituant  successivement  ces  systèmes  de 
valeurs  dans  la  dernière  fonction  (p„ ,  et  multipliant  tous 
les  résultats  enlise  eux,  on  formera  un  produit  que  nous 
désignerons  par  lî^n,  et  l'équation  n(p„=.o  sera  celle 
qu'on  doit  obtenir  par  l'élimination  des  inconnues  x,, 
Xz,...,  Xr,.  Or  coproduit  Il(p„  sera  une  fonction  entière 
et  symétrique  des  systèmes  des  racines  Yi-,  Yi,---,  Yn-i^ 
et,  par  suite,  il  pourra  s'exprimer  rationnellement  au 
moyeu  des  coefficients  des  équations 

?i  =  0,        (j)j  =  0,...,        (j?„_,=:0 

[voyez  Serret,  Algèbre  supérieure,  S"  leçon,  pages  86 
à  96),  c'est-à-dire  des  coefficients  des  fonctions  F,, 
Fa,."?  F„_i5  d'un  autre  côté,  Il 9,,  est  un  produit  do 

P 
Pi,p^-,-'-t  P„-iiOi\  —   facteurs,   et,  dans  chacun  de  ces 

P" 
facteurs,  les  coefficients  de  la  fonction  (p„  ou  F„  entrent 

au  premier  degré;  d'où  il  suit  que  les  coefficients  de  F„ 

p 
monteront  au  degré  —  dans  le  même  produit.  On  peut 

P" 
donc  conclure  que,  dans  1  équation  résultante ,  les  coeffi- 

P 
cients  de  F„  montent  au  degré —   Par  un  raisonnement 

Pn 

semblable,  on  prouvera  que  les  coefficients  de  F„_,  y 
montent  au  desrré :  et  ainsi  des  autres. 


ti' 


Pu- 


3y8  ) 


THEOUÈMES  SIR  LES  SlUFACES  COIRBES  {*); 

Par  m.    a.   HAILLECOURT, 

Professeur  au  Ivcée  de  Nimes. 


M.  J.  Binet,  cité  par  M.  Leroy  [Analyse  appliquée, 
i"  édit.,  11°  23 1),  emploie,  pour  la  démonstration  de  deux 
propriétés  des  diamètres  conjugués  de  rellipsoïde,  une 
méthode  qui  parait  n'avoir  pas  été  assez  remarquée.  Je 
vais  l'appliquer  à  plusieurs  théorèmes,  et,  en  particu- 
lier, à  celui  de  M.  Steiner  [Nowelles  annales,  l.  IX, 
p.  407). 

J'invoquerai  constamment  deux  principes  évidents 
pour  quiconque  aura  suivi  attentivement  l'article  de 
M.  Leroy  indiqué  plus  haut,  et  la  démonstration  ordi- 
naire des  formules  d'Euler  pour  la  transformation  des 
coordonnées. 


Premier  principe. 

Si  un  théorème  vrai  pour  trois  axes 
rectangulaires  OA,  OB,  OC  coupant 
une  surface  subsiste  encore  quand 
on  y  remplace  deux  axes  OA,  OB 
par  d'autres  axes  aussi  rectangulaires 
compris  dans  le  même  plan  perpen- 
diculaire sur  OC  ;  alors  ce  théorème 
est  vrai  pour  trois  axes  rectangu- 
laires quelconques. 


Deuxième  principe. 

Si  un  théorème  vrai  pour  trois  dia- 
mètres conjugués  d'une  surface  du 
second  ordre  subsiste  quand  on  y 
remplace  deux  axes  OA,  OB  par 
deux  autres  axes  OA,,  OB,  aussi 
conjugués  et  situés  dans  le  même 
plan  conjugué  au  troisième  OC  ;  alors 
ce  théorème  est  vrai  pour  trois  dia- 
mètres conjugués  quelconques. 


Conséquences  nv  pre.miku  principe. 

\.  TiiÉorxiîME  DE  M.  Steiner.  Trois  cordes  rectangu- 
laires (l'une  surface  du  second  ordre  tournant   autour 


(  '  )  Voir  Nouvelles  Annules,  li>mc  I ,  page  ,^97. 


(  M)9  ) 
il' un  point  ()  el  la  coupanl  en  six  points  A,  A',  B,  W, 
C,  C,  on  a 

AA'     \^        /      BB'     \=       /      ce 

+     ^^    ^^,     ■+- ^^.  1    =  const. 


\0A.0A7         VOB.OB'y        \OC.OC' 

Démonstration.  Le  plan  AOB  pris  pour  plan  desX,  Y, 
tandis  qu'on  prend  OC  pour  axe  des  Z,  coupe  la  surface 
suivant  une  conique  E. 

Dans  ce  plan,  menons  deux  nouveaux  axes  orthogo- 
naux OX,, 0Yi5  nous  aurons  [Nouvelles  Annales,  t.  IX, 
p.  4o8) 

A,  A',       Y      1      B,B',       y_/     AA^     y      /    BB' 


OA,  X  OA ,  /        \0B,  X  OB',  J        \0A  .  OA' J        \0B  .  OB' 

(ce    \ - 
ptt; — r-TT  I  5   il  vient 
OC  .  OC'/ 

A,  A',     \^        /     B,  B',     \^        /     ce 


OA,.OA'./  \OB,.OB',/     '    VOC.OC 

AA'   y     /   BB'   y     /   ce   y-' 

OA.OA'/    """VOB.OB'J    '^  \  OC  .  OC  j  ' 

Comme  on  peut  de  nouveau  faire  tourner  la  corde  CC  et 
une  des  deux  nouvelles  cordes  Ai  A',,  par  exemple,  au- 
tour de  Bj  B', ,  sans  altérer  la  valeur  de  la  fonction,  on  voit 
qu'elle  est  constante.  c.   q.   f.   r». 

Scolie.  La  méthode  étant  maintenant  expliquée,  nous 
pourrons  dorénavant  être  plus  concis.  Remarquons  avec 
soin  que  les  questions  de  géométrie  à  trois  dimensions 
se  ramènent  à  des  questions  de  géométrie  plane. 

2.  Lcmme.  Soit 

o  =  I  H-  [Xx  +  Br)  +  (CrM-  Dx)  +  Fj).  .  . 

l'équation  d'une  courbe  d'ordre  m  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires.  Passant  aux  coordonnées  polaires 

o  =  I  +  (  A  ces  o  -f-  B  sin  '<j)  p 
-f-  f  C  ces'  ©  +  D  sin  ip  cos  o  -1-  E  sin-  cp)  &'...; 


(  4<>o  ) 

si ,  pour  avoir  deux  sécantes  orthogonales  0\  ,  OV,,  ïious 
donnons  à  (^  deux  valeurs  ditïérant  de  ->  et  qvie  nous  dé- 
signions par  p  et  p^  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion dans  le  premier  et  dans  le  second  cas,  nous  aurons, 
d'après  des  principes  connus, 

—  ^  -  =  Acostp  -4-  B  sin  «p,      —  ^-  = —  Asinç-nBcostp; 

d'où 

de  même ,  comme 

\^  -j—j;  =  C  ces-  (p  -h  D  sin  <p  ces  y  +  E  sin'  y , 

(2)  y'+y'=C-^E  =  const., 

en  combinant  (i)  et  (2) , 

(3)  51-.+  5l4=  A^4-B=-2(C4-E)  =  const. 

-^^  P        ^^  P I 

Notre  principe  nous  permet  de  conclure  des  courbes 
aux  surfaces;  mais  auparavant  remarquons  que  ^0  étant 
la  distance  au  point  O  du  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  fîi  points  où  OV  perce  la  surface ,  nous  avons 

m ^   I 

P»        ^  P 
Cela  étant  : 

Trots  axes  rectangulaires  tournant  autour  d'un  point 
fixe  O  et  coupant  une  surface  d'ordre  m  chacun  en  m 
points, 

i"  Théorème.  La  somme  des  carrés  inverses  des  3  m 
segments  comptés  à  partir  de  O  est  constante. 


(  4oi  ) 

2     Iheoueme.    Ln    sominn    des   produits 

I  .?-  ' 

deux  à  deux  des  segments  compris  sur  les  mêmes  axes^ 

est  constante. 

S''  Théokème.  Si^  sur  chacun  des  axes,  on  prend  par 
rapport  à  O  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  où,  cet  axe  perce  la  surface,  la  somme  des  carrés 
des  inverses  des  rayons  vecteurs  de  ces  tmis  centres  est 
constajite. 

Corollaire.  Le  plan  qui  passe  par  ces  trois  centres 
roule  sur  une  sphère  décrite  de  O  comme  centre  [voir  4). 

3.  Lernme.  La  somme  des  carrés  inverses  de  deux  dia- 
mètres rectangulaires  d'une  ellipse  est  constante;  donc  : 

Théorème.  La  somme  des  carrés  inverses  de  trois 
diamètres  rectangulaires  d'un  ellipsoïde  est  constante. 

(Pour  les  hyperholoïdes ,  on  prend  négativement  les 
carrés  des  diamètres  imaginaires.) 

4.  Lemme.  L  enveloppe  d'une  corde  AB  vue  sous  un 
angle  droit,  du  centre  d'une  ellipse,  est  une  circonfé- 
rence concentrique. 

Soient  trois  diamètres  rectangulaires  OC,  OB,  OA 
d'un  ellipsoïde;  prenons  la  projection  commune  H  de  C 
et  O  sur  AB.  H  est  à  une  distance  constante  de  O. 
La  projection  de  O  sur  le  plan  CAB  est  la  hauteur  du 
triangle  COH.  Comme  ce  triangle  est  constant ,  la  per- 
pendiculaire OP  abaissée  sur  CH  est  aussi  constante;  donc: 

Théorème.  Le  plan  qui  passe  par  les  extrémités  de 
trois  diamètres  rectangulaires  d'un  ellipsoïde  roule  sur 
une  sphère.  (Chasles,  Correspondance  polytechnique , 
tome  m,  pages  3o2  et  suivantes.) 

Remarque  I.  Le  troisième  théorème  (II)  prouve  que 
les  trois  centres  des  moyennes  harmoniques  situés  sur  les 
trois  axes  sont  sur  un  ellipsoïde.  C'est  ainsi  que  se  dé- 
montre le  principe,  objet  du  corollaire. 

Ann.tle  Malhcniat.,   l.  Ml.  (Novomlito  i8J3.)  20' 
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Remarque  111.  Noire  lemmepoui'  l'iiyperbolc  suppose 
les  deux  diamètres  OA  ,  OB  réels.  Par  suite,  pour  les 
liyperboloïdes ,  le  dernier  théorème  n'est  pas  vrai  sans 
restriction. 

5.  Lemme.  OA,  OB  étant  à  angle  droit  (mêmes  don- 
nées) ,  menons  les  tangentes  AT,  BT.  Dans  la  section 
AOB,  le  point  T  décrit  une  ellipse  E  concentrique. 

Par  AT  et  BT  menons  deux  plans  parallèles  à  OD  (dia- 
mè'.re  conjugué  à  la  section  AOB)  (*)  et  prenons  le  pied  S 
de  leur  intersection  TS  sur  le  planP  tangent  en  C.  S  dé- 
crit évidemment  une  ellipse  E'  ayant  son  centre  sur  OD 
et  qui  appartient  au  lieu  du  point  de  concours  de  trois 
plans  tangents  menés  par  les  extrémités  de  trois  diamètres 
rectangulaires. 

Ce  lieu  est  donc  composé  d'une  infinité  de  sections 
elliptiques. 

Théokè:me.  Le  lieu  du  souimet  cVwi  angle  trièdre  dont 
les  faces  sont  tangentes  à  un  ellipsoïde  aux  extré- 
mités de  trois  diamètres  rectangulaires  est  un  ellipsoïde 
concentrique.  (Chasles,  Correspondance  polytechni- 
que. ) 

6.  Le  théorème  de  IMonge  démontré  par  Poisson  {Cor- 
respondance polytechnique,  tomel,  pages  3o,  240),  sur 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  trièdre  Irireclangle  circon- 
scrit à  l'ellipsoïde,  parait  échapper  i\  cette  méthode.  On  y 
arrive  pourtant  de  la  manière  la  plus  heureuse  ainsi  qu'il 
suit  : 

Rappelons  que  :  1"  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  dioit 
circonscrit  à  une  conique  à  centre  est  un  cercle  concen- 
trique -,  2°  un  plan  tangent  à  une  surface  du  second  ordre, 
mobile  parallèlement  à  une  droite,  enveloppe  un  cylin- 


(*)  On  s.-ïit  que  le  plan  langent  on  nu  point  K   ost    parallèle  ii  lixit 
diamètre  e(inju[jné  iln  diamètre  OK. 


i 


1 


(  /io;^  ) 

clic  du  second  ordre  (juoii  peut  par  conséquent  prendre 
pour  surface  directrice,  et  dont  l'axe  passe  par  le  centre 
de  la  surface  donnée. 

Cela  posé,  soient  T  un  point  du  lieu-,  rt,  ^,  c  les  points 
de  contact  des  trois  faces  de  l'angle  trièdre-,  a,  o,  w  les 
projections  sur  le  plan  BTA  de  «,  b  etdeO,  centre  com- 
mun de  la  surface  et  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
circonscrit  perpendiculaire  au  plan  BTA. 

La  base  de  ce  cylindre  est  une  conique  ayant  o)  pour 
centre,  et  tangente  aux  droites  TA  ,  TB  en  a,  (3. 

Faisons  mouvoir  l'angle  trièdre  de  sorte  que  la  face  AR 
glisse  dans  son  propre  plan.  Le  point  T  décrit  une  cir- 
conférence de  centre  o),  et  qui  appartient  au  lieu  de- 
mandé. Ce  lieu  a  donc  une  infinité  de  sections  circu- 
laires. O  se  projette  sur  leurs  centres.  Donc  : 

Théorème.  Le  lien  du  sommet  d'un  angle  trirectanglc 
circonscrit,  à  une  surface  courbe  ci  centre  du  second  ordre 
est  une  sphère  concentrique.  c.   q.    f.   d. 

CONSÉQTJEKCES    PU    DEUXlïlME    PRINCIPE. 

7.  Leniine.  Dans  lellipse,  la  somme  des  carrés  des  pro- 
jections sur  une  droite  quelconque  de  deux  diamètres 
conjugués  est  constante. 

Soit  OAB  une  section  d'ellipsoïde  faite  par  un  plan  pas- 
sant par  le  centre^  A,  B  étant  deux  points  conjugués, 
projetons-les  en  a,  (3  .'-ur  un  diamètre  fixe  KR',  et  en 
a.  /' sur  la  droite  H'H,  projection  de  K'K  surloplan  OAB. 
Nous  avons 

A  n-  -f-  B  Z»-  C3  const. , 
U.CÛ  H-  ^b-  =z  const.  ; 
car 

art-  4-  fi  /;'  =  tang^ oj  (  Ort-  -f-  0  //') , 

et   on    sait  qu(»   w    est   l'angle   (pie  forment    les   diamè- 


nos  KK',  HH', 


et  aussi 


donc 


(  4o4  ) 

Ort-  +  0/-»-  =  const. , 

Aa'  =T  Afl'  +  y.  a-, 
B  (ï-  =  B  ^-^  -I-  (i  ^-^  ; 


Aa^  -4-B.8'=  const., 
d'où  : 

Théorème.   Dans  l'ellipsoïde^    la  somme   des  carrés 
des  distances  de  trois  points  conjugués  à  un  diamètre 
fixe  est  constante. 
Nous  avons  aussi 

Oa'  +  Op  =  const. 

Théobème.  La  somme  des  carrés  des  projections  de 
trois  diamètres  conjugués  sur  un  diamètre  fixe  est  con- 
stante. (Chasles,  loc.  cit.) 

On  démontrerait  les  mêmes  choses  en  prenant  un  plan 
diamétral  au  lieu  d'un  diamètre. 

8.  Soit  OC  le  diamètre  conjugué  au  plan  OAB. 
Nous  venons  de  voir  que 

Aa'4-  Bp'  =  const., 

d'où  ,  multipliant  par'OC^,  désignant  par  surf  (OC  ,  OB) 
la  surface  du  parallélogramme  construit  sur  OC  etOB,  il 
vient,  puisque  surf  (OB,  OA)  est  constante, 

surf»(OA,  OB)  4-surf^(0A,  OC)  +  surf^ (OB ,  OC)  =  const. 

Mais  si  l'on  construit  le  parallélipipède  circonscrit  sur 
OA,  OB,  OC,  les  faces  sont  respectivement  quadruples 
des  parallélogrammes  que  nous  considérons.  Donc  : 

ThéorÏiME.  La  somme  des  carres  des  faces  du  paral- 
lélipipède construit  sur  trois  diamètres  conjugues  est 
constante.  (Chasles.) 

9.  Lcmmc.   A  et  B  sont  deux  points  conjugués,  AT, 
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ii'l'  leurs  langciilos.  Sur  un  clianièlri!  lixc  munc  daus  le 
plan  du  parallélogramine  A015T,  on  a 

I  I 

\- =  const.; 

01?        OD'  ' 

D  tt  E  sont  les  intersections  du  diamètre  et  des  côtés 
BT,  AT  du  parallélogramme;  par  AT,  BT,  menons  les 
plans  parallèles  au  diamètre  conjugué  OC  et,  par  suite, 
tangents  à  l'ellipsoïde.  Si  une  droite  de  l'espace  projetée 
en  OD  est  coupée  en  L, ,  Di  (on  projette  parallèlement 
h  OC),  il  est  clair  que 

I  I 

— -  -\ r  =:  const . 

OE;       OD; 

Théorè:me.  La  somme  des  carrés  des  inverses  des 
segments  interceptés  sur  un  diamètre  fixe  par  trois 
plans  tangents  conjugués  est  constante. 

10.  Lemme.  Coupons  deux  diamètres  lixes  d'un  cercle 
par  deux  tangentes  zxctangulaires  quelconques.  11  est  aisé 
de  voir  que 

D  et  D'  étant  les  intersections  des  deux  diamètres  OD, 
OD'  par  Tune  des  tangentes,  E  et  E'  les  intersections  des 
mêmes  diamètres  par  la  seconde  tangente;  ou 

I  I 

surf  DOD'  "^  surfEOE'  ~  *^°"^^* 

La  propriété  étant  projeclive  est  vraie  pour  l'ellipse. 

Imaginons  dans  l'espace  deux  diamètres  au  lieu  d'un 
(§  9)  ;  nous  aurons: 

Théorème.  La  somme  des  inverses  des  surfaces  de 
trois  triangles  compris  entre  deux  diamètres  fixes  de 
Vellipsoïde  et  les  traces  sur  leur  plan  de  trois  plans  tan- 
gents conjugués  est  constante.  (Chasles,  loc.  cit.) 
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Remarque  générale.  ISous  ramenons  tout  à  la  géomé- 
trie plaue,  parce  que  de  trois  diamètres  conjugués  «,  Z»,  c 
nous  ncn  considérons  que  deux,  a  et  h.  Si  donc  dans  un 
théorème,  c  entre  d'nne  manière  implicite,  lors  même 
qu'on  ne  fait  varier  que  a  et  è,  le  théorème  échappe  à  la 
méthode.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  quand  il 
s'agira  des  courbures  en  trois  points  conjugués  ou  même 
simplement  des  normales. 

Ainsi  on  ne  pourra  pas  démontrer  par  celte  voie  ce 
théorème  : 

La  somme  des  carrés  des  normales  en  trois  points 
conjugués,  prolongées  jusqu'à  un  plan  diamétral  prin- 
cipal, est  constante. 


COSMO(iR.\PmE  (fiu) 

(voir  p.  a56  ). 


AsTKÉK.  8  décembre  i845.  FJencle  [Charles-Louis  (*)]■ 
Dricssen  (Brandebourg). 

Neuvième  grandeur. 

Après  la  fondation  de  l'observatoire  de  Kônigsberg. 
lorsque  l'astronomie  observatrice  prit  cet  élan  qu'elle 
doit  presque  uniquement  à  Bessel,  les  explorations  pla- 
nétaires firent  place  aux  travaux  si  éminemment  méri- 
toires ayant  pour  but  de  vérifier  et  perfectionner  toutes 
les  bases  fondamentales  de  la  science  j  même  la  découverte 


{")  Né  le  8  avril  1798  ;  gère  l'oflice  de  la  poste  aux  chevaux  à  Driesseii 
usqu"au  i^'  juillet  i83-j  ;  est  mis  à  la  retraite ,  sur  sa  demande ,  avec  pen- 
sion pour  deux  années  de  service  militaire  cl  vingt-neuf  années  de  service 
civil.   En   Allemagne,   la   poste   aux  lettres  et  la   poste   aux    chevaux  n< 
l'ornient  qu'une  administration. 
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de  plusieurs  cojvièlcs  à  courte  péiiode  n'excita  pas  des 
recherches  tellemcnl  persévérantes,  qu'on  pût  se  dispen- 
ser de  prendre  des  dispositions  spéciales  pour  ranimer 
celte  branche  spéciale.  Les  caries  célestes  académiques 
appartiennent  à  ces  dispositions. 

En  1825  ,  Bessel  avait  terminé  ses  observations  dans  les 
deux  zones,  i5  degrés  nord  et  i5  degrés  sud  de  ré(|ua- 
teur^  elles  surpassaient  en  exactitude  et  pour  le  nombre 
d'étoiles  inscrites,  V Histoire  céleste  de  Lalande ^  et 
avaient,  du  reste,  le  même  but;  savoir  :  de  donner  une 
détermination  locale  pour  un  grand  nombre  d'étoiles  fai- 
bles en  descendant  jusqu'à  la  neuvième  et  dixième  gran- 
deur, de  manière  à  être  sur  de  pouvoir  les  retrouver,  et 
par  conséquent  de  procurer  une  exaciitude  suffisante  aux 
recherches  cométaires.  On  peut  regarder  les  cartes  de 
Harding  comme  la  représentation  graphique  de  V His- 
toire céleste  :  Bessel  désirait  obtenir  le  même  avantage 
pour  ses  propres  obseivations,  aiin  d'avoir  une  image  fi- 
dèle de  toutes  les  étoiles  jusqu'à  une  grandeur  déterminée, 
sans  qu'il  en  manquât  une  seule.  A  cet  effet,  il  proposa , 
à  l'Académie  de  Bejlin,  de  partager  la  zone  céleste  de 
—  i5  à  -J-  i5  degrés  de  déclinaison  en  vingt-quatix  feuil- 
les (en  vingt-quatre  heures  de  i5  degrés)  5  d'insérer  dans 
chaque  feuille  toutes  les  étoiles  observées  dans  les  Cata- 
logues de  Bradley,  de  Piazzi  et  dans  V Histoire  céleste- 
il  désirait,  en  outre,  que  toutes  les  étoiles  jusqu'à  la 
dixième  grandeur,  c'est-à-dire  celles  qu'on  peut  voir 
dans  un  chercheur  de  comètes  ordinaire,  fussent  dessi- 
nées à  vue  d'oeil  selon  leur  degré  de  clarté.  L'Académie 
agréa  la  proposition  et  y  ajouta  :  i''  la  condition  de  la 
confection  d'un  Catalogue  complet  de  toutes  les  étoiles 
observées*,  2°  un  prix  attaché  à  la  construction  de  chaque 
feuille;  on  se  mit  à  l'oeuvre.  Dès  qu'une  feuille  était 
terminée,  elle  était  aussitôt  gravée.   Il  y  a  aujourd'hui 
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(1847)  quinze  feuilles  terminées,  et  la  seizième  est  déjà 
gravée. 

En  divisant  le  travail  entre  plusieurs,  ou  avait  pour 
but  d'opérer  en  même  temps  la  révision  de  tout  le  ciel  et 
par  là  de  découvrir,  s'il  y  avait  lieu,  quelques  planètes 
dans  la  zone  donnée.  Ce  but  ne  fut  pas  atteint.  D'abord 
le  travail  n  inspirant  pas  Fintérêt  qu'il  luéritait,  il  fallut 
admettre  beaucoup  d'amateurs,  et  ensuite  le  travail  marcha 
lentement,  très-lentement,  parce  que  plusieurs  y  renon- 
cèrent, et  que  d'autres  n'y  travaillèrent  qu'à  de  longs 
intervalles.  La  plupart  des  Cartes  furent  faites  à  Berlin. 

Toutefois  ces  Cartes  ont  amené  directement  la  décou- 
verte de  deux  nouvelles  planètes. 

M.  Heneke  qui ,  par  amour  pour  l'astronomie  ,  a  quitté 
son  emploi  dans  l'administration  de  la  poste  [post 
sekretair) ,  révisa  et  dessina,  à  l'aide  d'un  chercheur  co- 
métaire  et  d'un  fort  télescope,  les  parties  du  ciel  conte- 
nues dans  les  cartes  académiques  publiées.  Voici  son  pro- 
cédé. Il  dessinait  les  cartes  sur  une  échelle  t»ès-ampli(îée. 
Ainsi  il  traça  la  X*^  Heure  de  Gobel  à  une  échelle  neuf 
fois  plus  grande,  et  d'autres  cartes  mômes  seize  fois  plus 
grandes.  Il  insérait  les  étoiles  consignées  dans  la  carte  et 
celles  (ju'il  y  ajoutait.  Ces  étoiles  ajoutées  étaient,  en 
outre,  dessinées  sur  une  carte  particulière  annexée  à  la 
grande  carte,  et  marquées  avec  diverses  couleurs,  et  cha- 
cune portant  un  numéro  indiquant  le  nombre  de  fois 
qu'il  l'avait  observée;  quand  il  la  voyait  plus  de  quatre 
fois  dans  la  même  année,  il  ne  mettait  rien.  Ainsi  le 
nombre  i.t ,  qui  se  présente  fréquemment,  indique  trois 
années  d'observations  attentives  de  l'étoile  que  ce  nombre 
allecte-,  et,  parla,  au  moven  de  la  constellation  voisine, 
on  pouvait  conclure  un  déplacement.  Il  est  évident  que, 
par  ce  moyen ,  une  planète  paraissant  sur  la  carte  pouvait 
être  reconnue   avec    certitude.   C'est  ainsi   que   Henckc 
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ayaiU  renconlié  dans  la  soirée  du  8  déccmbi'e  (i845)  une 
éloile  étrangère  de  neuvième  grandeur  dans  la  IN  ''■  Heure  , 
il  la  désigna  avec  une  grande  assurance  comme  une 
planète;  car,  si  c'était  seulement  une  étoile  changeante, 
il  en  aurait  reconnu  des  traces  pendant  tant  d'années 
d'observations.  Cette  planète  fut  nommée  Astrêe. 

Neptujne.  Le  Verrier.  1846. — Galle.  23  septembre  1846. 
Berlin. 

Huitième  grandeur. 

En  considérant  les  diverses  découvertes  précédentes, 
on  voit  que  l'astronomie  pratique,  dans  ses  diverses  bran- 
ches, a  foui^ni  tout  ce  qui  était  nécessaire  pour  amener 
ces  découvertes.  Les  instruments  perfectionnés  ont  donné 
la  première  planète  par  la  forme  du  disque  -,  la  perception 
du  mouvement,  à  l'aide  d'une  marche  méthodique  d'ob- 
servation, a  donné  la  seconde  planète.  La  connaissance 
spéciale  du  ciel  d'un  des  plus  grands  astrognostes  du 
siècle  a  fait  découvrir  la  troisième  planète 5  des  travaux 
exécutés  pour  étendre  cette  connaissance  à  tout  le  ciel 
ont  donné  la  sixième  planète.  Enfin  une  certaine  hypo- 
thèse ,  assez  plausible  ,  jointe  à  une  extrême  persévérance, 
a  conduit  à  la  cinquième  planète;  les  moyens  que  la  pra- 
tique pouvait  offrir,  quant  aux  méthodes  de  découvertes, 
étaient  épuisés.  L'alliance  de  la  théorie  avec  la  pratique 
a  enfin  conduit  à  la  septième  planète. 

Depuis  la  publication,  cm 821,  des  Tables  d'Uranus  par 
Bouvard,  il  était  beaucoup  question  d'une  dillérence  entre 
les  données  et  la  théorie,  qui  ne  pouvait  s'expliquer  par 
les  lois  adoptées.  Uranus,  avant  sa  découverte  comme 
planète,  avait  été  observé  dix-neuf  fois  comme  étoile  de 
sixième  grandeur  par  Flamsteed ,  Bradley,  Lemonnier 
et  Mayer.  Depuis  la  découverte  planétaire ,  on  avait  une 
série  continue  de  quarante  années  d'observations  {1781- 
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1821)  5  de  sorte  que  depuis  la  première  observîition  de 
Flamstccd  jusqu'en  1821,  il  s'est  écoulé  cent  trente  an- 
nées, ce  qui  fait  environ  une  révolution  et  demie  d'Ura- 
nus.  Le  problème  consistait  donc  à  représenter,  non 
([uelques  groupes,  mais  l'ensemble  des  pliénomènes  dans 
les  limites  des  erreurs  d'observations  possibles.  Cela 
n'avait  pas  réussi  à  l'eslimable  éditeur  des  Tables.  Les 
observations  qui  ont  précédé  la  découverte  ne  pouvaient 
se  concilier  avec  celles  qui  les  ont  suivies,  à  moins  d'ad- 
mettre des  eri^eurs  d'observations  complètement  invrai- 
semblables. La  source  d'errevir  devait  donc  ètie  clierchée 
ailleurs. 

La  question  fut  considérée  sous  divers  aspects.  On 
soupçonna  cbez  Bouvard  une  erreur  dans  l'application  de 
la  théorie.  Examen  fait,  et  quoique  la  théorie  laissât  à 
désiier  du  côté  d'une  extrême  rigueur,  le  défaut  n'était 
pas  assez  considérable  pour  expliquer  la  différence  men- 
tionnée. Cette  circonstance  paraît  avoir  excité  Bessel  à 
proposer  cette  question  à  l'Académie  de  Berlin  ,  s'il  n'exis- 
tait pas  dans  les  attractions  planétaires  quelque  chose  d'a- 
nalogue aux  affinités  électi\^es  en  chimie,  et,  par  là,  on 
pourrait  expliquer  cette  différence  et  encore  une  autre; 
savoir,  la  masse  ditlerente  c|u'on  obtient  pour  Jupiter  en 
considérant  successivement  son  action  sur  Saturne  et  sur 
les  petites  planètes.  Les  explications  ne  se  sont  pas  conCr- 
mées.  Les  perturbations  de  \  esta  ont  montré  qu'une  telle 
ajfinité  élective  n'existe  pas  entre  le  Soleil,  Jupiter  et 
Vesta,  etc.,  et  comme  les  perturbations  qu'exerce  Jupiter 
sur  la  comète  de  Po/?5  {*),  sur  Vesta,  Junon  ,  Pallas,  Cé- 
rès ,  donnent  pour  Jupiter  la  même  masse  que  les  pertur- 
bations exercées  par  Jupiter  sur  ses  satellites  :  on  peut  en 

(*)  C'est  ainsi  que,  par  modestie,  M.  Encke  désigne  la  comète  d'Encke 
nue  l'ons  a  observée  le  premier,  m;iis  dont  Encke  a  calculé  la  courU- 
période. 
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coiicluie  qiu;  la  masse  tliiïerentc  qu'on  oblienl  eu  coiisitlé- 
lant  les  pcrlurbalions  de  Saturne  par  Jupiter  doit  teuir  à 
des  termes  négligés  daus  la  série  des  perturbations,  et  non 
à  une  prétendue  affinité  éleetive.  Jl  ne  restait  donc,  pour 
expliquer  l'auomalic,  qu'à  adopter  une  nouvelle  force  per- 
turbatrice, une  nouvelle  planète  perturbatrice  5  idée  qui 
avait  été  mise  eu  avant  par  Bou\ard  (*),  Hansen,  Bessel, 
Airy  et  d'autres,  mais  sans  devenir  l'objet  d'une  recher- 
che spéciale.  Même  une  question  proposée  à  cet  clfet  par 
l'Académie  de  Goitiugue  resta  sans  réponse. 

La  question  n'a  pas  été  attaquée  sérieusement  -,  on  peut 
indiquer  plusieurs  motifs  : 

i*'.  Les  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  les  plus  in- 
fluentes sur  Uranus,  ne  sont  connues  d'une  manière  sa- 
tisfaisante que  depuis  peu  d'années. 

2".  La  petitesse  de  cette  double  influehce ,  qui  ne  s'é- 
lève qu'à  —^  de  degré  par  siècle;  de  sorte  qu'on  croyait 
devoir  recourir  à  une  voie  indirecte  pour  connaître  l'in- 
fluence principale.  En  effet,  en  i838,  M.  Airy  a  montré, 
d'après  les  observations  de  i833  à  i836,  que  la  distance 
d'Uranus  au  Soleil ,  donnée  par  les  Tables  pour  cette 
année  (i838) ,  était  trop  petite;  ce  qui  indiquait  au  moins 
un  changement  à  faire  dans  la  forme  de  l'orbite. 

3".  La  complication  du  problème,  et  c'est  là  le  motif 
principal,  car  il  s'agit  de  trouver,  non-seulement  les  élé- 
ments de  la  planète  perturbatrice,  mais  même  les  vrais  élé- 
ments d'Uranus.  Le  nombi^e  des  inconnues  croît  d'autant 

(*)  Le  général  d'artillerie  Le  Noury,  amateur  d'astronomie,  mort  en  1889, 
était  lié  avec  Bouvard.  A  la  suite  d'un  dîner  où  je  me  suis  trouvé  avec  ce 
général ,  Bouvard  expliqua  ses  idées  sur  la  planète  perturbatrice ,  et  croyait 
qu'on  pourrait  la  découvrir  par  obsn/vaiiott.  Il  exprima  ,  à  cette  occasion  , 
son  opinion  sur  l'état  de  l'astronomie  pratique  en  France.  Peu  flatteuse, 
il  la  croyait  en  décadence.  Cela  vient  peut-être  de  ce  que  la  vieillesse 
met  volontiers  devant  nos  veux  un  prisme  morose.  Il  y  a  de  cela  une 
douzaine  d'années. 
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plus  qu'on  ne  pcul  plus  considérer  les  ditrérences  enlre  la 
théorie  et  l'observation,  uniquement  comme  l'ellet  de  la 
planète  inconnue,  mais  qu'il  faut  aussi  avoir  égard  aux 
altérations  que  subissent  par  là  les  éléments  admis  pour 
Uranus.  Le  nombre  des  inconnues  s'élève  généralement  à 
treize,  savoir  les  six  éléments  de  chacune  des  deux  pla- 
nètes et  la  masse  de  la  planète  cherchée.  En  faisant  coïn- 
cider le  plan  de  l'orbite  inconnue  avec  le  plan  de  l'éclip- 
tique,  il  reste  encore  neuf  inconnues. 

On  ne  connaît  que  les  formes  des  termes  de  la  série 
perturbatrice,  termes  très- compliqués,  et  dans  lesquels 
il  faut  insérer  de  tels  nombres  pour  les  éléments,  qu'ils 
fassent  disparaître  les  dijférenccs  entre  la  théorie  et  l'ob- 
servation 5  ce  qui  exige  un  talent  spécial,  un  grand  tact 
numérique ,  puisqu'une  solution  rigoureuse  est  impos- 
sible. 

C'est  cette  recherche  que  M.  Le  Verrier  a  exécutée  d'une 
manière  exemplaire  à  Paris  5  il  a  publié  ses  recherches  suc- 
cessivement dans  les  Comptes  rendus  du  10  novembre 
1845,  1*^'  juin  et  3i  août  1846.  Mais  on  trouve  une  re- 
vue complète  de  tout  ce  travail  dans  les  Recherches  sur 
les  mouvements  de  la  planète  Herschel;  par  M.  U.-J. 
Le  Verrier.  Paris,  1846  (*). 

On  y  voit  la  marche  aussi  conséquente  que  sûre  suivie 
par  M.  Le  Verrier,  et  qui  explique  entièrement  comment 
il  avait  peu  à  craindre,  pour  ses  publications,  que  le 
succès  ne  couronnât  pas  ses  efforts. 

Voici,  en  peu  de  mots,  la  marche.  D'abord,  M.  Le 
Verrier  développe  les  perturbations  que  les  nouvelles 
masses  de  Jupiter  et  Saturne  exercent  sur   Uranus,   et 

(*)  Cet  admirable  travail,  si  honorable  pour  I\I.  Le  Verrier  et  pour  la 
France,  est  inséré  dans  la  Connaissance  des  Temps,  iS/jQ.  Tout  y  porte 
l'empreinte  d'une  émincnte  faculté  calculatrice ,  appliquée  à  un  problème 
sublime,  élcrnclle  gloire  de  Newton  et  de  Laplacc. 
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d'une  manière  pins  complèle;  et  par  l"t ,  faisant  d'ailleurs 
disparaiticlcs  fautes  typographiques  et  de  calcnl ,  il  amé- 
liore les  Tables  de  Mouvard.  Ensuite,  conservant  les  élé* 
mcnts  de  Bouvard,  il  caleule  le  lien  pour  les  anciennes  et 
noiivelles  observations.  Il  établit  les  équations  de  condi- 
tion qui  indiquent  poiir  chaque  lieu  l'inllnence  qu'aurait 
un  changement  dans  les  quatre  éléments  d'Uranns,  l'é- 
poque, le  mouvement  moyen,  l'excentricité  et  le  péri- 
hélie 5  il  peut  faire  abstraction  de  la  latitude,  et  consé- 
([uemment  aussi  des  nœuds  et  de  l'inclinaison.  II  examine 
après,  si  en  adoptant  des  erreurs  d'observations  vraisem- 
blables et  par  de  simples  changements  dans  les  éléments 
d'Uranns,  on  ne  pouvait  parvenir  à  concilier  la  théorie  et 
l'observation.  Dans  l'impossibilité  de  parvenir  à  ce  ré- 
sultat, il  établit  les  équations  de  perturbation  pour  une 
planète  inconnue,  et  dont  la  distance  au  Soleil  soit  le 
double  de  la  distance  d'Uranns  au  Soleil.  Il  obtient  ainsi 
huit  inconnues ,  savoir  les  quatre  corrections  des  éléments 
d'Uranns,  les  trois  éléments  et  la  masse  de  la  planète  in- 
connue. Par  l'élimination  des  quatre  éléments  d'Uranus, 
il  donne  aux  trois  éléments  de  la  planète  inconnue,  ex- 
centricité, périhélie  et  masse,  la  forme  d'une  fonction  de 
l'époque  de  cette  même  planète.  Il  trouve  qu'on  n'obtient 
une  valeur  positive  pour  la  masse  qu'en  adoptant  pour 
l'époque  un  arc  renfermé  entre  deux  limites  déterminées, 
et  débarrassant  les  anciennes  observations  de  Flams- 
teed  d'erreurs  probables ,  l'époque  cherchée  est  ramenée 
à  être  comprise  entre  243  et  aSo  degrés  pour  le  i^^  jan- 
vier 1800  ;  limites  qui  suffisent  pour  faire  disparaître  sen- 
siblement les  différences  entre  la  théorie  et  l'observation 
dans  les  quatre-vingts  dernières  années  d'observations,  et 
dans  des  essais  numériques  sur  \q&  autres  éléments,  ou 
trouve  toujours,  pour  la  planète  cherchée,  une  masse 
plus  grande  que  celle  d'Uranus. 
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Dans  une  seconde  amélioration  de  ces  résultats,  M.  Le 
Verrier  calcule  les  perturbations  pour  des  valeurs  diiïe- 
rentes  du  demi-grand  axe  et  de  l'époque,  et  parvient 
ainsi  à  des  éléments  de  la  nouvelle  planète,  difl'érant  peu 
des  précédents  ,  et  qui  donnent  un  accord  parfait  entre  la 
théorie  et  l'observation  dans  les  anciennes  et  les  nouvelles 
observations. 

M.  Galle,  en  compai^ant  le  ciel  avec  la  carte  céleste 
académique  du  D'  Bremiker,  découvrit,  le  23  septembre 
1846,  la  planète  Neptune,  de  huitième  grandeur,  à  en- 
viron 5o'  du  lieu  calculé.  Ce  brillant  résultat  peut  être 
considéré  comme  un  véritable  trophée  pour  M.  Le 
Verrier,  à  cause  de  la  grandeur  du  but,  du  choix  ex- 
quis d'une  méthode  modèle  et  de  1  heureux  emploi  des 
données. 

M.  Airy  a  lait  connaître,  dans  une  Notice,  qu'un  An- 
glais nommé  Adams,  ayant  fait  des  calculs  analogues  à 
ceux  de  M.  Le  Verrier,  est  parvenu  au  même  résultat,  et 
que  M.  Challis,  à  l'observatoire  de  Cambridge,  avait  dé- 
couvert la  planète  d'après  ces  calculs.  Cette  Notice  n  ôte 
rien  au  mérite  de  la  découverte  de  M.  Le  Verrier,  dont 
le  travail  a  été  publié  avant  la  découverte  de  la  planète.  Le 
mérite  de  M.  Galle  n'en  est  pas  non  plus  diminué 5  il  a 
employé  tous  les  moyens  disponibles  pour  découvrir  la 
planète.  Mais  il  y  a  là  un  témoignage  favorable  à  létat 
actuel  de  la  science;  les  progrès  sont  amenés  par  plu- 
sieurs hommes  distingués  et  n'étant  pas  confinés  dans 
la  personnalité  individuelle,  sont  la  conséquence  de  la 
marche  que  suivent  les  travailleurs  en  général. 

«  Je  crois  devoir  m'exprimer  ainsi,  parce  que,  selon 
))  ma  manière  de  voir,  ce  serait  un  dommage  extrême  si 
»  cette  découverte  provenant  d'un  si  bel  accord  entre  la 
1)  théorie  et  l'observation,  tendait  à  affaiblir  ce  lien.  La 
»   science  empirique,  l'observation,  sera  toujours  la  base 
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»  fondamentale  de  l'astronomie.  Jusqu'ici ,  l'observation 
»  seule,  sans  le  secours  de  la  lliéorie,  du  moins  sans  le 
»  secours  direct  de  la  théorie,  a  fait  connaître  tous  les 
»  pliénonièncs  ;  la  théorie  est  venue  ensuite  les  explic[uer, 
»  les  réunir  et  montrer  les  points  sur  lesquels  il  fallait 
»  dorénavant  diriger  Fattention.  Sans  les  dala  de  l'ob- 
»  servation,  la  théorie  ne  peut  rien  déduire,  et  si  elle  est 
»  parvenue  à  découvrir  un  nouveau  corps  céleste,  ce 
1)  n'est  que  grâce  k  cent  cinquante  années  d'observations, 
»  et  ce  résultat  brillant  indique  même  la  nécessité  de 
»  réunir  les  deux.  D'ailleurs,  pour  une  seule  planète  que 
»  l'on  doit  à  la  théorie  seule. ^  ou  en  a  six  qui  appartien- 
»  neut  à  l'observation  (*),  et  ce  sera  toujours  sur  cette 
»  voie  qu'on  fera  les  plus  nombreuses  découvertes.  Car  il 
»  s'écoulera  bien  des  années,  on  peut  dire  bien  des  siè- 
»  clés,  avant  qu'on  puisse  espérer  de  faire  une  sem- 
»  blable  découverte,  du  moins  pour  des  planètes  plus 
»  éloignées  que  Neptune.  Soixante  années  d'observations 
»  depuis  la  découverte  d'Eranus  ont  pu  faire  découvrii- 
»  une  anomalie,  et  donner  lieu  à  des  recherches  qui 
»  n'auraient  pas  abouti  si  Ion  n'avait  eu  des  observa- 
»  tions  remontant  à  quatre-vingt-dix  années  avant  la 
/)  découverte.  Pour  réunir  les  data,  il  fallait  presque 
»  une  double  révolution  d'Uranus.  On  ne  peut  espérer  de 
»  trouver  des  observations  sur  Neptune  comme  étoile 
»  que  dans  Y  Histoire  céleste  ou  chez  Bradley ,  car 
»  Flamsteed  s'est  rarement  occupé  d'étoiles  de  huitième 
))  grandeur.  A  cela,  il  faut  ajouter  que  les  perturbations 
))  que  peut  subir  Neptune  d'une  planète  plus  éloignée 
»  sont  probablement  plus  faibles  que  les  perturbations 
»  d'Uranus   par  Neptune,   et  il  faudra   au   moins  une 

(*)  Depuis  que   ceci  est  écrit   (i8/(.î),   l'observation  a  fait    découvrir 
vingt  el  une  autres  planètes. 
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»  dizaine  d'années  pour  connaître  les  éléments  de  Nep- 
»  tune  avec  assez  d'exactitude  pour  profiter  de  journaux 
»  d'observations  anciennes.  Ainsi  l'agrandissenicnt  de 
»  notre  système  solaire  ,  par  la  même  voie ,  est  placé  dans 
»   un  avenir  très-éloigné.  » 

Observation  (ht  rédacleur.  Le  trismégiste  Herschel 
doit  son  immortalité  uniquement  à  Vohservation,  et  nul- 
lement aux  formules  de  la  haute  théorie,  et  toutefois  il 
n'a  jamais  dénigré,  décrié  cette  haute  théorie,  il  n'a  ja- 
mais cherché  à  en  entraver  l'enseignement. 

Il  est  à  regretter  qu'un  célèbre  calculateur  en  astro- 
nomie .  qui  n'a  jamais  fait  d'observations  et  qui  doit  uni- 
quement, aux  formules  de  la  ISIécanique  céleste,  sa 
grande  réputation  ;  il  est  à  regretter,  dis-je,  que  cet  habile 
investigateur,  que  cet  ingénieux  et  heureux  coordonna- 
teur  de  données  numériques,  ait  tenu  envers  la  théorie 
une  conduite  opposée  à  celle  de  l'illustre  Hanovrien, 
aussi  admirable  de  génie  que  respectable  de  caractère. 


ANECDOTES  SClENTIFIOllES  INÉDITES. 


Un  jeune  professeur  de  province,  versé  déjà  dans  la 
science  du  géomètre,  mais  peu  versé  danscelle  du  monde,  se 
plaint  d'avoir  écrit  à  un  académicien,  sur  un  sujet  scien- 
tifique, sans  qu'on  ait  daigné  lui  répondre.  Pour  le  conso- 
ler, je  lui  dis  qu'en  elVet  toute  lettre  honnèlement  écrite 
sur  un  sujet  honnête ,  et  particulièrement  de  science,  mé- 
rite réponse.  Voltaire  correspondait  avec  des  jardiniers. 
Ainsi  l'exigent  les  convenances;  mais  le  Talmud  dit  que 
ceux  qui  sont  charges  du  fardeau  des  sciences  sont  flé- 
chargés  du  fardeau  des  convenances.  Peu  d'académiciens, 
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à  ce  41U' je  crois,  lisent  le  l'almud  ;  mais  beaucoup  en  pra- 
tiquent la  maxime,  comme  feu  M.  Jourdain  parlait  prose 
sans  s'en  douter.  Tout  ceci  m'a  rappelé  une  anecdote  caii 
m'a  été  racontée  par  Mathias  Mctternich  (*),  mon  col- 
lègue à  l'ancien  lycée  de  Mayence.  INé  dans  le  pays,  il  en 
connaissait  bien  les  traditions. 

Dans  la  s(;conde  moitié  du  xvii*'  siècle,  un  maître  d'école 
rurale  dans  les  environs  de  Mayence  rencontre  quelques 
difficultés  dans  raritlimétique  qu'il  enseignait  aux  enfants 
du  village.  Il  en  écrit  à  un  homme  considérable  attaché 
à  l'électeur  de  Mayence,  et  qui  avait  la  réputation  d'être 
très-versé  dans  les  sciences  de  calcul.  A  quelques  semaines 
de  là,  l'homme  considérable  s'excuse  auprès  du  maître 
d'école,  sur  ses  nombreuses  occupations  de  n'avoir  pas 
répondu  plus  tôt,  et  entre  ensuite  dans  tous  les  détails  né- 
cessaires pour  faii-e  disparaître  les  difficultés  arithmé- 
tiques. 

Cet  homme  considérable  se  nommait  Godefroy- 
Guillaume  Leibnitz.  Il  était  en  relation  épislolaire  avec 
les  personnes  les  plus  éminentes  de  l'époque 5  il  publiait 
des  travaux  sur  presque  toutes  les  branches  des  connais- 
sances humaines;  il  remplissait  des  fonctions  diplomati- 
ques ;  il  voyageait  souvent-,  et  toutefois  il  trouve  encore  le 
temps  et  ne  croit  pas  au-dessous  de  sa  dignité  de  répondre 
à  un  maître  d'école.  Nos  académiciens  sont-ils  plus  occupés, 
plus  élevés  en  dignité  que  Lcibniiz.^  On  le  dirait. 

Voici  une  autre  anecdote  publiée  par  quelques  journaux 
allemands,  mais  inconnue  en  France  : 

Leibnitz  étant  attaché  à  rélccccurde  Hanovre,  fréquen- 
tait la  maison  du  banquier  israélîte  du  prince.  Un  jour 

(  *  )  Auteur  d'une  Géométrie  et  de  trois  Dissertalions  sur  la  ihéorie  des 
parallèles,  sur  le  calcul  de  tt  et  un  Mémoire  de  Frictlone  couronné  par 
l'Acadéniie  de  Gollingue.  H  a  aussi  traduit  en  allemand  VÀlgchre  de  La- 
croix. Mort  vers  i8iG. 

Aitii.  de  Mathéniat. ,  t.  Xlî.  (Novembre  i8;"3.)  -27 
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ce  banquier  lui  propose  de  donner  des  leçons  de  mathé- 
matiques à  un  de  ses  commis  qui  montrait  une  grande 
aptitude  pour  le  calcul.  Leibnitz  accepte  la  proposition, 
mais  exige  une  rémunération  exagérée.  Le  banquier  y 
consent.  Alors,  Leibnitz  lui  dit,  en  souriant,  qu'il  a  voulu 
savoir  quel  prix  un  banquier  mettait  à  l'enseignement 
des  sciences-,  qu'il  se  chargeait  de  soigner  l'instruction 
mathématique  du  commis,  s'il  lui  trouvait  des  disposi- 
tions ,  mais  à  condition  qu'il  ne  sera  jamais  question  d'une 
rétribution  quelconque.  Leibnitz  prit  le  commis  en  telle 
affection,  qu'il  le  Qt  loger  avec  lui,  et  lui  donna  pour  con- 
disciple un  comte  hongrois  5  il  leur  enseigna  à  tous  deux 
les  mathématiques  et  sa  philosophie.  L'Israélite,  nommé 
Raphaël  Levy,  ne  s'appliqua  qu'aux  mathématiques. 
Toutefois,  il  n'a  publié  qu'une  Arithmétique  commer- 
ciale {*).  Le  comte  s'attacha  particulièrement  à  la  mé- 
taphysique, et  il  est  mort  fou. 

Lorsque  la  ville  de  Leipzig  célébra ,  en  i845,  l'anniver- 
saire séculaire  de  la  naissance  de  Leibnitz,  on  chercha 
un  portrait  de  l'illustre  philosophe  pour  en  faire  le  buste. 
On  ne  trouva  qu'un  seul  portrait,  dans  la  famille  du 
commis  existant  encore  dans  cette  ville,  et  dont  Leibnitz 
avait  gratifié  son  élève  (**). 

(*)  Kastner,  dans  son  Hisluire  des  Mathématiques,  tome  II,  page  706, 
cite  avec  éloge  cet  ouvrage  :  Raphaël  Lcvy  rechnuiigs  méthode,  heransgegebcn 
von  Meyer  Aaron ;  Hanovre,  1783  (Méthode  de  calcul  de  R.  Levy,  éditée 
par  Aaron  Meyer).  On  y  trouve  un  procédé  ingénieux  pour  la  règle  de 
trois  composée. 

(**)  R.  Levy  est  mort  à  Hanovre  le  18  mai  1779.  Il  enseigna  les  mathé- 
matiques dans  cette  ville;  un  de  ses  disciples,  lord  anglais,  lui  légua,  par 
testament,  mille  écus,  et,  en  cas  de  mort,  à  ses  héritiers.  Celte  somme  a 
été,  en  elTet ,  remise  à  sa  lille  Eve  ,  qui  épousa,  du  vivant  de  son  père,  un 
nommé  Jacob  Hein.  Celui-ci,  après  la  mort  de  son  beau-père,  étant  de- 
venu possesseur  du  portrait  de  Leibnitz-,  le  vendit  au  gouvernement  «le 
Hanovre,  lorsqu'il  érigea  un  monument  à  Leibnitz  par  souscription.  Hein 
a  souscrit  pour  200  écus. 
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M.  le  I.)'  Geiliai(Jl,de Sallzwedel,  a  clecouvertà  Hanovre; 
des  maiiusciils  de  Lelbnitz;  il  y  a  une  lettre  datée  de 
Paris  le  :^9  octobre  16^5,  dans  laquelle  Leibnitz  parle  du 
caleul  différentiel  et  intégral,  et  avec  les  signes  aujour- 
d'hui généralement  adoptés.  C  est  peut-être  de  ce  jour 
qu'on  doit  dater  la  découverte  de  cette  notation  créatrice 
[Moniteur  An  ii  juillet  i85i).  Il  a  publié  sa  méthode 
en  1684  dans  les  Acta. 


THEOREME  81R  LE  PENTAGONE 

Par   m.    MEISTION. 


1.  Théorème.  Un  pentagone  donne  lieu  à  cinq  qua- 
drilatères en  prolongeant  ses  côtés  de  deux  en  deux  ^  et 
chaque  quadrilatère  a  une  médiane  (*).  Les  cinq  mé- 
dianes se  coupent  au  même  point. 

M.  Terquem  a  demandé  une  démonstration  du  théo- 
rème dont  il  s'agit,  indépendante  de  la  théorie  des  co- 
niques, et  les  Annales  de  1847  renferment  une  Note  de 
M.  Paul  Serret  à  ce  sujet  (page  22).  Mais  l'auteur  fait 
usage  des  coordonnées ,  tandis  que  la  géométrie  pure  doit 
suffire  pour  résoudre  la  question.  Il  n'est,  en  effet,  lit- 
téralement besoin  que  de  regarder  la  figure. 

La  méthode  segmentaire  que  j'emploie  ici  exige  quel- 
que attention  :  il  ne  faut  jamais  prendre  au  hasard  les 
triangles  destinés  à  établii-  le  concours  de  plusieurs  droites 
ou  l'alignement  de  plusieurs  points.  Par  exemple,  Bo- 
bilier,  dans  sa  Géométrie ,  prouve  que  les  trois  milieux 
des  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne 
droite,  au  moyen  d'une  construction  auxiliaire  qui  enlève 

(*)  J'appelle  médiane  d'un  quadrilatère  la  droite  passant  par  les 
milieux  de  ses  diaf;onales. 
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à  la  démonstration  une  partie  de  sa  simplicité.  Cette  pro- 
priété se  conclut  immédiatement  du  théorème  de  Pto- 
lémée;  je  vais  le  montrer,  parce  que  cela  n'est  pas  étran- 
ger à  mon  objet  principal. 


Fi{j.  I. 


Soit  donc  pris  le  triangle  GHK  {fig-  1)5  ^yant  pour 
sommets  les  milieux  des  côtés  du  triangle  BEC  formé  avec 
trois  côtés  du  quadrilatère  ABCD.  Ses  côtés  rencontrant 
les  diagonales  aux  milieux  de  celles-ci ,  on  est  conduit  à 
faire  voir  que  l'on  a 

GM    KL    HN_ 
MKHL*  GN"~  '■. 

Or  les  six  termes  du  premier  membre  de  cette  égalité  sont 
les  moitiés  des  segments  déterminés  par  la  sécante  ADF 
relativement  au  triangle  BCE  :  ces  termes  seront  donc 
assujettis  à  la  même  relation  que  ces  segments. 

2.  Quant  au  pentagone ,  proposons-nous  de  former  un 
triangle  tel,  que  trois  d'entre  les  cinq  médianes  aillent 
aboutir  à  ses  sommets,  qui  pourront  être  trois  milieux 
consécutifs  des  côtés  du  pentagone  tracé  avec  les  ren- 
contres de  ceux  du  proposé. 

ABCDE  [Jig-  2)  est  le  pentagone  donné  ,  FGHIK  est  le 
pentagone  formé  par  les  diverses  rencontres  des  côtés 
(In  prcniiei'.   Soient  L,  M,   PS   les  milieux  des  côtés  IK  , 
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III ,  ll(j.  Les  médianes  MX,  LX',  MX"  se  rappoilcnt  aux 
quadrilalèros  KEDC,   ABEG  ,  AFDE;  elles   coupent  les 
côtés  du  triangle  LMN  en  X  ,  X',  X". 
On  doit  avoir 

MX    LX'     NX/  _ 
LX  '  NX"     MX'  ~  ' 

Soit  a.  le  milieu  de  KDj  les  lignes  La,  MX',  IG  étant 
parallèles,  j'écris  les  proportions 

MX_  La  _IG 

^'^  lx~mn~îd' 

Soit  |3  le  milieu  de  AG  ;  les  lignes  N/3 ,  MX  étant  paral- 
lèles, j'écris  encore 

,    ,  NX'        N  S        AH 

^    '  MX'       ml       KH 

Soit  è  le  point  d'intersection  des  droites  MX"  et  N|3, 
il  me  vient  d'abord 

LX"  _  ML 

NX"  ~  N^' 

Mais  le  milieu  y  de  AD  est  sur  MX",  et  les  trois  lignes 
y|S ,  IG ,  MN  sont  parallèles  ;  donc 


d'où 

et 

(3) 

Conséquemment,  le  produit  des  rapports  (i)  ,  (2),  (!3) 
est  égal  à  l'unité.  c.   q.   r.    n. 


N{i_  vp  _ 
^p  "~  MN  ~" 

DG 
IG^ 

N5       IG 

Np~  ÏD 

ML       ML .  ID 
N^       N8.IG 

IIK.ID 
AH.IG 
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Fig.  2. 


licnuiiqiic.  Les  conditions  pour  que  les  cinq  médianes 
soient  parallèles  découlent  très-simplement  de  notre  dé- 
monstration. Ainsi  les  deux  lignes  MX  et  JNX'  seront 
parallèles  si 

'^i^  —  ^  KH  _  IG 

LX  ~  WX'        ""       ÂH  ~  Ïd' 
De  même, 

KH  _  IF 
KË  ~iB 

A  proprement  parler,  ce  sont  les  conditions  de  circon- 
scriptibilité  d  un  pentagone  à  la  parabole,  et,  au  fond, 
ou  retombe  sur  la  propriété  si  connue  de  cette  courbe, 
qu'une  tangente  quelconque  intercepte  sur  les  deux  côtés 
d'un  angle  ciicoiisc  lit  des  segments  proportioniu'is. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  mathématiques 
se  trouvent  chez  Mallet-Bacheher,  libraire,  quai  des  Augustins,  55. 


Précis  des  OEuvres  matiiémaiiques  de  Pierre  Fermât 
ET  de  l'Arithmétique  de  Diophante;  par  M.  E.  Bras- 
sine,  professeur  à  l'Ecole  impériale  d'artillerie  de  Tou- 
louse, de  l'Académie  des  Sciences  de  cette  même  ville. 
Toulouse,  1853^  i  vol.  in-8°  de  i64pages5  2  planches 
litliographiées.  Prix  :  3  fr.  5o  c. 

(i  Pierre  Fermât,  dit  M.  Brassine  dans  son  introduc- 
tion (pages  I  à  10),  est  considéré  par  les  premiers  géo- 
mètres de  notre  époque  comme  l'inventeur  du  calcul  infi- 
nitésimal et  comme  le  fondateur  de  la  théorie  des  nombres. 
Ses  découvertes  géométriques  et  ses  théorèmes  d'arithmé- 
tique, qui  sont  encore  aujourd'hui  un  sujet  de  recherches 
et  de  méditations  pour  les  savants,  sont  développés  et  énon- 
cés dans  le  recueil  de  ses  Mémoires  publiés  il  y  a  près  de 
deux  siècles  (en  1679),  et  dont  on  trouve  quelques  rares 
exemplaires  dans  les  principales  bibliothèques.  Une 
nouvelle  édition  de  ces  précieux  fragments  était  devenue 
depuis  longtemps  nécessaire  j  le  Gouvernement,  convaincu 
de  son  utilité,  présenta  en  i843  (i*""  et  19  juillet),  aux 
Chambres  législatives,  un  projet  de  loi  dans  lequel  un 
crédit  de  i5ooo  francs  était  demandé  pour  la  réimpres- 
sion, aux  frais  de  l'État,  des  OEuvres  complètes  de  P. 
Fermât.  Le  projet  de  loi  fut  voté  sans  discussion  et  à  une 
grande  majorité;  malheureusement,  des  circonstances  et 
des  difficultés  que  nous  ne  connaissons  pas  empêchèrent 
l'cil'el  de  ce  vote,  et  la  réimpression  n'eut  pas  lieu. 
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«  Peut-être  la  Commission  chargée  de  préparer  la  nou- 
velle édition  a-t-elle  hésité,  après  avoir  examiné  le  texte 
original ,  à  faire  réimprimer  des  fragments  écrits  en  latin 
sous  une  forme  abandonnée  et  avec  des  notations  incom- 
modes qui  en  rendent  l'étude  pénible  et  difficile...  (*).  » 

Le  silence  d'une  Commission  peut  être  interprété  de 
plusieurs  manières  :  celle  que  nous  venons  de  citer  est  as- 
surément l'une  des  plus  charitables  cl  fait  honneur  à  l'es- 
prit bienveillant  de  M.  Brassine.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  sa- 
vant professeur  de  Toulouse,  adoptant  les  motifs  présumés 
de  la  Commission,  en  a  conclu,  non  pas  qu'il  n'y  avait  rien 
à  faire,  mais  qu'un  Précis  où  l'on  trouverait,  sous  une 
forme  substantielle  et  avec  des  notations  commodes ,  les 
principaux  travaux  de  Fermât,  serait  plus  utile  qu'une 
simple  réimpression  des  OEuvres  du  grand  géomètre,  et  il 
a  entrepris  Touvrage  dont  nous  allons  tâcher  de  donner 
une  idée  à  nos  lecteurs. 

La  première  partie  (pages  1 1  à  4^))  est  un  résumé  com- 
plet des  Mémoires  renfermés  dans  les  Varia  opéra  ma- 
theniatica  publiés  à  Toulouse  en  1679  par  Samuel  de 
Fermât,  fils  de  l'auteur.  On  y  trouve,  sous  le  titre  à' In- 
troduction aux  lieux  plans,  un  Traité  concis  de  géomé- 
trie analytique,  comprenant  la  théorie  de  la  ligne  droite 
et  des  courbes  du  second  degré;  deux  Mémoires  d'algèbre, 
contenant  une  première  ébauche  de  la  théorie  générale  de 
l'élimination,  et  un  procédé  pour  débarrasser  les  équa- 
tions des  radicaux  qu'elles  renferment;  deux  fragments 
sur  la  méthode  de  ntaxiinis  et  uiinimis,  sur  les  tangentes, 
sur  les  quadratures ,  premiers  linéaments  de  la  méthode 
infinitésimale;  divers  articles  de  géométrie  ancienne. 
M.  Hrassine  fait  ressortir  avec  beaucoup  de  clarté  tout  ce 


(*)  Ces  inronvcnients  sont  réels;  mais  un   bon   cornmrntairc  les  l'orail 
•lisparailrc. 
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qui  appailicnl  en  propre  à  son  auteur 5  mais  peut-ùlrc 
aurait-il  dû  distinguer  plus  nettement  ce  qui  est  résumé 
de  ce  qui  est  citation  textuelle. 

La  seconde  partie  (pages  47  Ji  i3  i)  contient  les  énoiicés 
des  propositions  qui  entrent  dans. les  six  livres  de  Dio- 
phante,  et  o(ïre  aux  professeurs  une  très-belle  collection 
de  problèmes  arithmétiques.  Les  observations  de  Fermât, 
si  riches  de  beaux  théorèmes ,  malheureusement  sans  dé- 
monstration, ont  été  traduites  avec  soin.  C'est  là  surtout 
que  Fermai  s'est  montré  créateur. 

La  troisième  partie  (pages  il^^i  à  164)  renferme  des  ex- 
traits des  Lettres  de  Fermât,  et  ce  n'est  pas  la  moins  in- 
téressante. H  règne,  dans  la  correspondance  des  grands 
géomètres  du  xvn''  siècle,  une  simplicité,  une  candeur 
qui  les  font  autant  aimer  qu'admirer.  A  une  profonde  vé- 
nération pour  leurs  devanciers,  ils  joignaient  une  vive 
ardeur  pour  la  découverte  des  vérités  nouvelles  :  conci- 
liant ainsi  deux  excellentes  choses ,  la  tradition  et  le  pro- 
grès. On  ne  les  voit  point  reprocher  à  la  science  d'être 
trop  étendue  ou  trop  abstraite,  ni  l'accuser  d'inspirer 
l'orgueil  ou  de  frapper  les  esprits  de  stérilité.  Ces  fa- 
meuses découvertes,  appartiennent  au  xix*^  siècle,  qui ,  s'il 
est  modeste,  ne  devra  pas  trop  s'en  vanter  (*). 

M.  Brassine  nous  paraît  avoir  complètement  atteint  le 


(*  )  «  Quelques  géomètres  veulent  que  l'intelligence  des  élèves  soit  obli- 
gée de  déduire  toutes  les  vérités  de  leurs  principes  les  plus  abstraits,  et 
qu'elle  s'assouplisse  par  cette  gymnastique  qui  la  rend  à  la  fois  plus  sub- 
tile et  plus  léconde  en  ressources  pour  l'argumentation.  Cette  méthode 
réussit  à  quelques  esprits  rares,  mais  elle  décourage  le  plus  grand  nom- 
bre ;  elle  inspire  un  orgueil  d'autant  plus  dangereux  à  ceux  qu'elle  n'ar- 
rête pas,  qu'elle  les  frappe  presque  toujours  do  stérilité  sous  le  rapport  de 
l'invention;  elle  fait  naître  chez  la  plupart  des  élèves  une  foule  d'idées 
fausses,  ou,  du  moins,  elle  les  dispose  à  en  devenir  les  victimes.  « 

L'auteur  du  Rapport  auquel  nous  empruntons  ce  passage  est  un  chi- 
niisle  très-cstiinc;  mais,  comme  on  géométrie,  il  n'y  a  pas  d'autre  auto- 
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bul  qu'il  s'était  proposé,  savoir  de  faire  conuailie  les  tra- 
vaux du  grand  géomètre  dont  la  France  s'honore.  Quel- 
ques monographies  de  ce  genre  seraient  extrêmement  pré- 
cieuses pour  l'histoire  des  mathématiques. 

E.  Proxjhet. 


Della  Vita  et  delle  Opère  di  Guido  Bonatti,  asïrologo 
ed  astrokomo  del  secolo  dec1moterzo  ;  notiz1e  r\c- 
COLTE  DA  Baldassarre  Boncompagni.  Roma  ,  i85i  ; 
in-8  de  267  pages. 

C'est  le  recueil  le  plus  complet  et  le  mieux  discuté  de 
tout  ce  qu'on  a  publié  sur  ce  singulier  personnage,  qui 
jouissait  d'une  grande  réputation  au  xiii''  siècle.  Il  est  né 
à  Cascia,  village  de  la  Toscane,  dans  le  Val  d'Arno.  Etant 
du  parti  des  Gibelins,  il  fut  fort  maltraité  par  les  Guelfes 
et  forcé  de  quitter  Florence  \  il  habita  longtemps  à  Forli , 

rilé  que  celle  de  la  raison,  et  que  les  princes  mêmes  de  la  science  se  dis- 
cutent, nous  ne  croyons  pas  être  trop  hardi  en  joignant  à  l'endroit  cité 
les  observations  suivantes  : 

Quelques  géomètres  :  Lisez  Lagrange ,  Laplacc,  Poisson  ,  etc.,  c'est-à- 
dire  nos  plus  grands  géomètres. 

Les  principes  les  plus  abstraits  :  Le  mot  abstrait  semble  pris  ici  dans  son 
acception  vulgaire  ,  comme  synonyme  de  difticile.  Les  grands  géomètres 
dont  nous  venons  de  parler  pensaient  que  les  principes  les  plus  généraux, 
et,  par  conséquent,  les  plus  abstraits,  sont  les  plus  faciles  à  saisir.  Je  n'ose 
pas  leur  donner  tort. 

Ceux  qu'elle  n  arrête  pas  :  Sont-ce  les  esprits  rares  dont  on  vient  de  par- 
ler et  auxquels  la  méthode  réussit?  Singulière  manière  de  réussir! 

Orgueil:  Terme  impropre.  La  connaissance  de  la  vérité  l'ait  naître  une 
vive  satisfaction,  mais  clic  n'inspire  pas  l'orgueil,  maladie  de  l'esprit,  due 
ordinairement  à  des  avantages  imaginaires  ou  d'une  importance  très-con- 
testable. 

Stérilité  sous  le  rapport  de  l'invention  :  Pourquoi  les  aiitcurs  de  la  nou- 
velle réforme  pédagogique,  qui  tiennent  tant  à  l'esprit  d'invention,  ont- 
ils  banni  les  problèmes,  reconnus  si  propres  à  le  développer?  On  les  a 
remplacés  par  la  règle;»  calcul.  Nous  admirons  autant  qu'un  autre  cet  utile 
instrument;  mais  nous  doutons  qu'il  puisse  donner  beaucoup  d'idées  aux 
ingénieurs.  P. 
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(|u  il  adopta  comim-  nouvelle  patrie,  eu  reniant  1  an- 
cienne,  et  il  prit  le  titre;  de  Foriliviensis.  On  ne  con- 
naît pas  l'année  de  sa  naissance.  On  a  la  certitude  qu'il 
existait  déjà  en  laaS.  Il  a  été  astrologue  d'un  certain 
comte  Guido  de  Montefeltro ,  qui  s'est  emparé,  à  la  ma- 
nière italienne,  du  souverain  pouvoir  à  Forli ,  et  qui  a 
Uni  ses  jours  dans  un  cloître.  Il  paraît  qu'il  a  fait  aussi  des 
prédictions  à  l'empereur  Frédéric.  Après  avoir  séjourné 
longtemps  à  Bologne ,  il  est  venu  à  Paris,  où  il  a  donné  des 
leçons  publiques  d'astronomie.  C'est  en  revenant  de  cette 
ville  ,  et  allant  à  Césène,  qu'il  fut  assassiné  sur  le  grand 
chemin.  On  ne  connaît  pas  non  plus  l'année  de  cette 
catastrophe;  mais  il  est  mort  très-àgé  vers  la  tin  du 
xiii*^  siècle.  Il  y  a  trois  éditions  de  son  ouvrage  :  la  pre- 
mière édition  a  été  publiée  à  Augsbourg  par  Errard  Rad- 
tolt,  en  1491-  C'est  un  volume  grand  in-4"  de  422  pages, 
en  caractères  gothiques  ,  sans  pagination  et  sans  réclame. 
Sur  le  recto  de  la  quinzième  page,  on  lit  le  titre  :  Guido 
Bonatus  de  Forhuion.  Decem  coiitinens  tractatus  astro- 
nomice.  La  deuxième  édition  est  de  Venise,  1 5o6  5  la  troi- 
sième édition  est  de  Bàle,  i55o.  Le  savant  auteur  de  la 
Notice  décrit  avec  beaucoup  de  soin  ces  éditions-,  il  existe 
aussi  une  traduction  allemande  et  des  traductions  fran- 
çaises de  certaines  parties  de  cet  ouvrage,  excessivement 
rare.  L'histoire  littéraire  s'est  enrichie  ici  d'une  précieuse 
acquisition.  Puisse  l'illustre  érudit  nous  faire  connaître 
de  même  les  richesses  de  sa  vaste  bibliothèque  mathé- 
matique, en  y  mettant  la  scrupuleuse  conscience  que 
tout  le  monde  devrait  et  pourrait  avoir,  et  cette  critique 
judicieuse,  qui  est  un  don  providentiel.  L'exécution  ty- 
pographique de  ce  Mémoire  est  d'une  rare  perfection.  Cet 
accessoire  est  très-essentiel  quand  il  s'agit  de  reproduire 
fidèlement  l'écriture  gothique  des  manuscrits  du  nioyeii 
àge. 
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OjV   BISECTANT    axes,    and  THEIR   relation  TO   THE  RADICAL 
AXES    OF   TWO    OR  MORE  GIVEN    CIRCLES  ,    BY    T.-T.     TVU- 

kinson.  F.  JR.  A.  S.  Burnley.  Loudon ,  iSSa;  in-12 
de  1 1  p. ,  figures  dans  le  texte.  — Sur  les  axes  bissecteurs 
et  leurs  relations  avec  les  axes  radicaux  de  deux  ou 
de  plus  de  deux  cercles. 

Les  lliéorèmes  étant  d'une  extrême  facilité,  l'énoncé 
suffit. 

i  .  Définition.  Une  circonférence  b  est  dite  bissectrice 
de  la  circonférence  A  lorsqu'elle  passe  par  les  extrémités 
d'un  diamètre  de  celle-ci. 

2.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  varia- 
ble ]î  passant  par  un  point  fixe  P,  et  bissecteur  d'un 
cercle  donné  A ,  est  une  droite. 

Cette  droite  est  nommée  axe  bissecteur. 

3.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  bissec- 
teur de  deux  cercles  donnés  est  une  droite. 

Cette  droite  est  l'axe  bissecteur  des  deux  cercles. 

4.  Théorème.  L'axe  bissecteur  et  Vaxe  radical  de 
deux  cercles  sont  à  égale  distance  du  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  centres. 

5.  Les  trois  axes  bissecteurs  de  trois  cercles  passant 
par  le  même  point,  il  y  a  là  matière  à  beaucoup  de  ques- 
tions pour  les  élèves. 

A  cette  occasion ,  nous  recommandons  à  tous  ceux  qui 
veulent  s'exercer  dans  la  bonne  géométrie,  le  recueil 
de  quatre  cent  cinquante  théorèmes  et  problèmes  que 
M.  E.  Catalan  a  classés  avec  tant  de  méthode,  démon- 
trés et  résolus  avec  tant  de  sagacité  et  d'adresse,  dans  la 
seconde  édition  des  Théorèmes  et  Problèmes  àe  La  Fre- 
moire.,  ouvrage  nouveau  et  d'une  utilité  vraiment  clas- 
sique.  Dans  une  troisième  édition,  on  pourrait    ajouter 
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les  ihcorèmos  si  féconds  sur  les  Jaisccaux  honiograplii- 
(jucs  et  les  polyèdres  éloilcs,  et  même  les  corps  dits  archi- 
médiqiies,  qui  facilitent  l'étude  de  la  cristallographie 


NOTICE  HISTORIQUE  SIR  LE  CRIRLE  D'ÉRATOSTIIÈIVES  {*); 

Par  m.   a.   dk   POLIGNAC, 

Élève  do  l'École  Polytechnique,  aujourd'hui  élève  à  l'Ecole  d'application 
de  l'artillerie  et  du  génie  ,  à  Metz. 


Éraiosthènes  florissait  en  Egypte  du  temps  d' Archimède; 
son  savoir  immense  lui  valut  d'être  nommé,  par  le  troi- 

(  *)  Ératosthènes  est  né  àCyrène  dans  la  126^  olympiade  ( — 276);  il  fut 
placé  à  la  tète  delà  Bibliothèque  alexandrine  par  Ptolémée  Évergète,  dans 
la  189*  olympiade  ( —  226)  ;  il  occupa  cette  place  sous  le  règne  entier  de 
Philipator  et  jusqu'à  la  10^  et  12*  année  de  Ptolémée  Épiphanes.  Sa  vue 
s'étant  considérablement  affaiblie,  il  s'est  laissé  mourir  de  faim  l'an  — 194 
ou  — igf).  Voici  la  liste  des  ouvrages  dont  les  noms  se  sont  conservés  : 

1°,  Ka.ratrTifïa^um,  Description  désastres  et  leur  histoire  Jabuleuse.  C'est 
le  seul  ouvrage  qui  nous  soit  parvenu;  la  première  édition  a  été  entre- 
prise par  J.  Fellus,  Ojtoii,  1672;  in-8,  avec  des  Notes.  On  le  trouve  avec 
une  traduction  latine  dans  les  Opusculu  Physica  et  Eihica,  de  Thomas 
Galcus;  Amst.,  1688;  in-8.  Le  P.  Petau  a  inséré  cet  ouvrage  dans  son 
IJranologia  ;  Paris,  i63o;  et  réimprimé,  Amst.,  1703  ;  in-fol.  Il  en  attaque 
l'authenticité,  parce  qu'on  y  trouve  :  i"  le  nom  d'Hipparque;  2°  le  nom  du 
mois  de  juillet,  postérieur  à  Ératosthènes;  3'^  le  mot  barbare  àXfxTfo^ocTiov, 
par  lequel  les  Grecs  plus  modernes  ont  désigné  Orion  ; 

tP.  AfiO/j.iiTiKti  ;  citée  par  Théon  de  Smyrne,  Jamblique,  et  d'autres  ; 

3°.  fî  pxi'Tix-Tovlx.civ,  de  l'Architecture  ;  cité  par  Sophocle,  scholiaste 
d'Apollonius;  lib.  I,  v.  29; 

4".  A's^fovo/Aia;  cité  par  Suidas; 

5".  Tia)-^pu.(ji'oo/jiiti.,  Geographica  i  citée  par  plusieurs  et  par  César,  de 
Bello  Gallico,  VI,  24  ; 

6"'.  TvmfxwX^'j  attribué  à  Ératosthènes,  d'après  un  endroit  de  Censo- 
rinus; 

7".  Ko<7-;t(vûv,  Cribrum  ariihmeiicum;  la  construction  nous  a  été  conservée 
par  IS'icomaque;  Arithni.,  lib.  I,  cap.  17;  il  paraît  que  c'est  extrait  do 
l'arithmétique  (  2°  )  ; 

8".  E'-n'ia-raX/i  ;  Lettre  ii    Hégétore,  Lacédémonien  ;  citée  par  Macrobc; 
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siènio  Ptolc'niéc,  l)il)]iolhécaii'o  de  la  côlèhie  bibliothè- 
que d'Alexandrie.  Il  excellait  à  la  fois  daus  la  pliiloso- 
phie,  les  mathématiques,  l'éloquence,  la  poésie  et  dans 
la  science  des  antiquités  ;  aussi  est-il  désigné  parfois  sous  le 
nom  de  Trtvruiy^oç  (*]  :  c'est  ainsi  que  les  anciens  nommaient 
ceux  qui,  aux  jeux  olympiens,  avaient  été  vainqueurs  à  la 
fois  dans  les  cinq  exercices. 

Ses  travaux  mathématiques  ,  dirigés  principalement 
vers  l'astronomie  et  la  géométrie,  lui  méritèrent  d'être 
associé  dans  l'admiration  des  anciens  aux  trois  célèbres 
géomètres  :  Aristée,  Euclide,  Apollonius.  Il  travailla 
moins  la  science  des  nombres  que  Pythagore  ou  Dio- 
phante ,  mais  il  laissa  cependant  sur  ce  sujet  une  méthode 
fort  ingénieuse  pour  trouver  indirectement  tous  les  nom- 
bres premiers. 

Je  n'expliquerai  point  ici  cette  méthode,  qui  mainte- 
nant se  trouve  dans  plusieurs  Arithmétiques,  et  que  les 
anciens  désignaient  sous  le  nom  de  Crible  d'Eratosthènes, 
attendu  qu'Ératosthènes  arrivait  à  la  connaissance  des 


V,  21  ;  à  Ptolcmée,  sur  la  Duplicalion  du  cube;  conservée  par  Eutocius 
dans  son  Commentaire  sur  la  sphère  d'Archimède,  et  éditée  par  Fellus, 
nommée  ci-dessus  ; 

9°.  Xlifi  Kmium  'TOfj.m,  sur  les  sections  du  cône;  cité  par  le  commen- 
taire de  Proelus  sur  Euclide,  lib.'ll,  p.  3i:  c'est  le  seul  passage  qu'on  cite 
ordinairement  pour  montrer  qu'Ératosthènes  a  traité  des  sections  coni- 
ques; mais  ce  passage  est  relatif  à  la  Lettre  sur  la  duplication  du  cube, 
adressée  à  Ptolémée; 

loo.  MêTfHcT-ijç,  Dimensions  des  planclcs;  citée  par  beaucoup  d'anciens, 
Vitruve,  Pline,  etc. 

Ceux  qui  désirent  plus  de  détails  doivent  consulter  la  Bibliothèque  grec- 
(jue  de  Fabricius;  tome  IV,  pages  1 17-137,  nouvelle  édition,  1795.     Tm. 

(*)  11  l'ut  aussi  surnommé  ;6«Tai  ;  les  uns  disent  parce  qu'il  occupe  dans 
toutes  les  sciences  au  moins  la  seconde  place  ;  d'autres  parce  qu'il  était  le 
second  bibliothécaire  en  chef  de  la  bibliothèque  alexandrine.  Le  premier 
fut  Zénodote,  le  second  Ératoslhèncs ,  le  troisième  Apollonius,  et  le  qua- 
trième Aristonynie;  rependant  on  n'a  pas  surnommé  Zénodote  par  la 
lettre  a,  etc.  Tm. 
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nombres  promicrs  par  l'exclusion  di;  lous  ceux  qui  ne 
l'étaient  pas.  Depuis ,  quelques  auteurs  ont  travaillé  là- 
dessus,  mais  sans  rien  ajouter  d'intéressant  à  ce  qu'avait 
fait  l'inventeur. 

Ces  auteurs  sont  :  i"  Aicomaque  de  (ierasè,  qui  vivait 
dans  le  iv"  ou  v"  siècle,  et  qui  ,  dans  son  E'io-ufaf^  a' (.iSf^tiriK-^ ^ 
tout  en  clicrcliant  à  amplifier  le  principe  d'Eratostliènes, 
l'a  un  peu  dénaturé  j 

a**.  Johanues  Gramniaticus,  commentateur  de  Nico- 
maquc  ; 

3".  Bœtius  (Boëce),  dont  Je  Traité  sur  l'arithmétique 
[Isagoge.  Arithm.,  Bcotii,  Arithm.,  lib.  II),  n'est  guère 
qu'un  abrégé  de  celui  de  Nicoraaque  5 

4°.  Enfin  Horsloy,  qui  lut,  en  1772,  un  Mémoire  (im- 
primé dans  le  tome  LXII  des  PhUosopliical  2^ van  s  action  s, 
pages  327  et  suivantes),  ayant  pour  titre  :  «  K02KIN0P 
EPATO20ENOT2 ,  on  the  sici^c  of  Eratosthenes  y  Bcùig  an 
account  of  his  inethod  of  finding  ail  llte  prime  niim- 
bers ;  by  theRei^.  Samuel  Horsley.  F.  R.  S.  [*).  » 

Horsley  s'eilbrce,  dans  cet  ouvrage,  de  rétablir  le  véri- 
table esprit  de  la  méthode  d  Eratosthènes,  méthode  qu'il 
regarde  comme  un  des  plus  précieux  legs  de  l'antiquité. 
Il  remarque  que  cette  méthode  était  à  peine  connue  de 
son  temps.  C'est  donc  peut-être  à  Horsley  que  nous  som- 
mes redevables  de  la  vulgarisation  de  cette  découverte. 
Au  reste,  l'auteur  anglais  n'a  absolument  rien  ajouté  de 
son  propre  fonds;  il  se  contente  de  donner,  comme  ap- 
partenant à  Eratosthènes,  exactement  le  même  procédé 
qu'on  enseigne  aujourd'hui  dans  presque  tous  les  cours. 

Horsley,  pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode, 
écrit  les  nombres  impairs  consécutifs  de  3  à  iSy.  Dans 
ce  tableau,  il  raye  les  termes  de  3  en  3 ,  mais  non  com- 

(*)   Éditeur  (les  OF,inr(-'>  de  Newton.  Mort  en  180G.  1  ai. 
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pi'is  3 ,  de  5  en  5,  mais  non  compris  5,  et  aijisi  de  snile 
pour  7  et  II.  Alors  il  remarque  que  tous  les  nombres 
non  rayés,  et  ceux-là  seuls,  sont  premiers  dans  le  tableau 
ron  sidéré. 

On  pourra  voir  clairement  en  quoi  la  méthode  que 
j'emploie  pour  Tétude  des  nombres  premiers  dilTère  du 
procédé  d'Eralosthènes  5  en  eftet,  le  savant  grec  n'ayant  en 
vue  que  de  trouver  le  plus  vite  possible  un  grand  nom- 
bre de  nombres  premiers,  ne  s'arrête  pas,  après  un  cer- 
tain nombre  d'opérations,  pour  examiner  dans  quel  ordre 
se  suivent  les  nombres  rayés  et  non  rayés  dans  la  suite 
infinie  des  nombres  impairs.  Or,  c'est  là  dedans  que  C(m- 
siste  toute  la  méthode  de  la  diatomiej  il  était  donc  im- 
possible qu'Eratosthènes  trouvât  aucune  loi  dans  son 
Crible  {*). 

Legendre,  dans  son  Essai  sur  les  nombres  (2"  édition), 
lorsqu'il  croit  démontrer  que,  dans  toute  progression 
arithmétique,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers, 
s'appuie  sur  des  considérations  qui  auraient  dû.  le  con- 
duire aux  suites  diatomiqucs  s'il  les  avait  poussées  plus 
loin;  mais  l'idée  de  périodicité  lui  a  manqué,  et  c'est  à 
cela  qu'il  faut  attribuer  l'inexactitude  de  sa  démonstra- 
lion. 

Je  n'ai  pas  connaissance  d'autres  ouvrages  se  rappro- 
chant de  la  considération  des  suites  diatomiqucs.  Je  suis 
donc  fondé  à  croire  que  cette  méthode  est  entièrement 
neuve,  ou  du  moins  qu'elle  emprunte  bien  peu  de  chose 
au  Crible  d'Eratosthènes  ('*'■*'). 

(•)  Voir  t.  VIII,  p.  423. 

{**)  Dans  l'ouvrage  de  l'abbé  Privai  do  Molières  :  Leçons  de  Mallicnia- 
liques  nécessaires  pour  "intelligence  des  principes  de  Physiques  qui  s'ensei- 
gnent actuellemeni  au  Collège  rojal ,  1726,  in-12,  on  trouve  des  procédés 
rapides  pour  rorincr  une  Table  de  nombres  premiers.  Pr.oriiET. 
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SUU  UNE  rROPUIK II-  M  MAXIMUM  KELATIVE  A  LA  SPHÈRE; 

Pau   IM,    Ossian   BONNKT. 


M.  Jellelt ,  dans  le  cahier  du  Journal  de  M.  Liouville 
qui  vient  de  paraître,  a  essayé  de  déduire,  du  calcul  des 
variations ,  ce  théorème  connu  :  Pariiti  toutes  les  sur- 
faces FERMÉES  de  niéme  contour,  la  sphère  est  celle  qui 
comprend  le  plus  grand  volume.  Pour  cela,  l'habile  géo- 
mètre de  Dublin  se  propose  de  démontrer  que  la  sphère 
est  la  seule  surface  fermée  dont  la  courbe  moyenne  soit 
constante.  La  question  ainsi  posée  parait  présenter  de 
très-grandes  diilicultés;  aussi  M.  Jellett  n'a-t-il  pu  en 
venir  à  bout  qu'en  se  bornant  à  considérer  des  surfaces 
fermées  telles,  que  des  droites^  issues  d'un  point  de  leur 
intérieur,  ne  les  coupent  qu'en  un  point.  Or,  il  me 
semble,  tout  en  reconnaissant  l'importance  de  la  ques- 
tion traitée  par  M.  Jellelt,  qu'on  peut  éviter  ces  difficultés 
quand  il  ne  s'agit  que  d'établir  la  propriété  de  maximum 
relative  k  la  sphère,  et  arriver  simplement  au  but  de  la 
manière  suivante. 

I. 

Soit  A  la  surface  fermée  qui ,  parmi  toutes  celles  qui 
ont  une  étendue  égale  à  4 '^«^5  comprend  le  plus  grand 
volume.  Cette  surface  devra  satisfaire  à  la  condition 

112 

R  et  R'  étant  les  rayons  de  courbure  principaux,  et  /;  une 
<"onstante. 

Mais  au  moyen  d'un  théorème  démontré  par  M,  Jrl- 

Ann.d,^   Mathrniat.,   (,    Xtl.     Novembre    i8.53.)  28 
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lett,  on  voit  facilement  que  S  étant  l'étendue,  et  V  le  vo- 
lume de  la  surface  A ,  on  doit  voir,  par  cela  même ,  que 
cette  surface  remplit  la  condition  (i) 

v  =  |s, 

ou  bien ,  d'après  la  valeur  de  S, 

Cela  nous  montre  déjà  que  b  doit  être  >«,  car  sans  cela 

la  sphère  de  surface  /^Tia^  aurait  un  volume  ~'i:a^  plus 

grand  que  le  volume  de  la  surface  A,  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse. 

D'un   autre  côté,   si  Ton  met  l'équation   (i)  sous  la 
forme 

l^lV^i 4_ 

^R       R7         b'       RR'' 

que  l'on  multiplie  par  l'élément  ^S  de  la  surface  A  et 
qu'on  intègre  en  étendant  l'intégration  à  tous  les  éléments 
de  la  surface,  il  viendra 

Sou  bien  ^na^  =  /i^b^  +  jjf(^^-:^}j'dS, 

ear 

dS         . 
7'  =4^» 


//k^ 


d'après  un  théorème  démontré  pour  la  première  fois  par 
M.  Olinde  Rodrigues  dans  la  Correspondance  de  l'Ecole 
Polytechnique.  Donc 

bz-  a: 


<"» 


rapprochant  le  résultat  de  celui  qui  a  été  obtenu  plus 
haut,  on  en  conclut 


par  su  lie 


et  enfin 


(  4:^5   ) 


I  I 

ce  qui  piouvi"  que  l.i  surface  A  est  une  sphère. 

II. 

On  peut  établir  plus  siniphunent  (jue  ne  le  fait  M.  .lel- 
lett  le  théorème  au  moyen  duquel  il  prouve  que,  pour 
toute  surface  fermée  satisfaisant  à  l'équation  (i),  on  a, 
entre  le  volume  ^  et  la  surface  S,  la  relation 

v  =  ^- 

En  ellet,  soient  \  le  volume  compris  dans  une  surface 
fermée  quelconque  A,  /•  le  rayon  vecteur  de  cette  surface 
issu  d'un  point  de  son  intérieur,  rIS  son  élément  super- 
ficiel,  a  l'angle  de  la  normale  extérieure  avec  le  rayon 
vecteur  /'•,  on  a,  comme  on  sait, 

3  V  =:jyrcos  cidS, 

l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface. 
Considérons  maintenant  la  surface  obtenue  en  dilatant 
d'une  quantité  infiniment  petite  on  la  surface  A;  on  aura 
de  même,  pour  cette  seconde  surface, 

3  (  V  -h  b"  V  )  =  ff[r  cas  y.  -+  o  [r  ros  a  ]  (r/S  +  ^r/S) , 

d'où 

3r/V  i=_/y'.î(/-COSa)r/S  -f- . /■/■/•  COS  5cd\/S. 

Or 

oV=rS'Jn,      «î 'rcos  y.)  =  «î",      0  r/S  =  (  -  H- — ,  )^//rfS; 

\R       R  ' 

a8.. 
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donc 


,S  =  J'/,.c„s.(l+^,) 


C'est  le  théorème  de  M.  Jcllett. 

Si,  au  lieu  d'une  surface  fermée,  on  considérait  une 
portion  de  surface  A  terminée  à  un  contour  fermé  C,  en 
appelant  V  le  volume  compris  entre  cette  portion  de  sur- 
face et  le  cône  qui  a  la  courbe  C  pour  base  et  l'origine 
des  rayons  vecteurs  /'  pour  sommet,  on  aurait  encore 

3V=///-cosarfS, 
puis 

3  ^  V  =  //<î  (  r  ces  a)  r/S  -h  Jfr  ces  a  rJrfS  , 

et  enfin 

rî(rcosa)  =i(î//,      Jf?S  =  (  p  +^j  ^«r/S; 

mais  JV  ne  serait  pas  égal  à  ScÎ/a,  comme  précédemment; 
cet  accroissement  se  composerait  en  outre  d'un  petit  vo- 
lume qu'il  est  très-facile  d'évaluer  et  que  l'on  trouve 
égal  à 

Snfpds, 

fis  étant  l'élément  du  contour  C,  p  la.  perpendiculaire 
(avec  un  signe)  abaissée  de  l'origine  des  rayons  vecteurs  /•, 
sur  le  plan  mené  par  la  tangente  à  la  courbe  C,  norma- 
lement à  la  surface  A,  et  l'intégrale  étant  étendue  à  tous 
les  éléments  de  la  courbe  C  5  de  telle  sorte  que  l'on  a 
alors 

2S  =  J  ^cosa  (^^  -f-  -"l  ciS  -jpds. 

Cette  relation  ,  plus  générale  que  celle  qui  a  été  obtenue 
plus  haut  et  qui  donne  une  interprétation  géométrique 
d'un  autre  résultat  de  M.  Jcllett,  peut  être  utile  dans 
diiïérentes  circonstances. 
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On  peut  d'une  manière  analogue  déduire  de  l'égalilé 
un  dernier  théorème  de  M.  Jelletl,  d'après  lequel 

En  edet,  appliquons  la  relation  (2)  à  deux  surfaces  paral- 
lèles infiniment  voisines-,  nous  aurons 

ou  bien ,  en  remarquant  que 

(ÎS  =r  (î«   /    M^  +  ^J  fi?S,         (î(/- ces  a)  =5/1, 


5R  =  5R'  =  5«,  «^^8=:  (-^  -4-^,)')rtrfS, 


il  vient 


//(-os.)|i=/J(i+l).S, 


comme  il  fallait  le  démonti^er. 

Je  terminerai  par  cette  remarque  qui ,  je  crois,  n'a  pas 
été  faite  :  Toute  surface  clans  laquelle  le  produit  des 
rayons  de  courbure  principaux  a  la  même  'valeur,  est 
parallèle  à  une  surface  de  courbure  moyenne  constante. 
En  effet,  soit 

1        I   2 

r"^r^~  « 

Vécjuation  d'une  surface  à  courbure  moyenne  constante  j 
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si  nous  dilatons  la  surface  de  la  quantité  -?  l'équation 
précédente  deviendra 
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NOTE  SIR  LES  DERIVEES  DE  LOG  x  ET  ARC  TANG  x  ET  SIR 
LEURS  DÉVELOPPEMENTS  m   SÉRIE; 

Par  m.   l'Abbé  SOUFFLET, 
Professeur,   docteur  es   sciences  mathématiques. 


i".  Rappelons  d'abord  que 

1-! =1  x"^-'  H-  XX'"-'  +  .  .  .  +  x"—\ 

m  étant  entier  et  positif.  Si  l'on  fait  x^^x^  ou  aura, 

~."i ~m 

limite  de  — •>  ou  dérivée  de  a:"'=:mx'"~^  Ainsi  la 

.r,  —  X 

dérivée  de  x  sera  x^  ou  i ,  celle  de  x^  sera  2 x,  et  en  gé- 

^^m  ^n 

néraî  celle  de  ax'"  sei^a  limite  de  WX— -,  ou  max"'~^. 

X,  X 

Réciproquement,  Xq,  x,  a:%  x*,  etc.,  dérweront  respec- 
tivement de  X,  —5  ^7  -,-• 
1      à     i\ 

2°.   La  dérivée  de  log  x  est,  par  définition ,  la  limite  de 

loL'^j;  +  A)— logx            1      °^\         ^)             1     'og(i4-a) 
-^ — — — ^ 2_  ,  ou  de ^ -•,  ou  de  -— ' •> 

si  l'on  fait  /i  =  ax,   a  et  A  étant  infiniment  petits  en 
même  temps. 

Or  les  progressions  logarithmiques 

I  :  (iH-a)  :  (i  +  a)»..., 
o  .       /a       •     2 / a .  .  . , 

donnent,  par  dèjinkioyi , 

/a  =  log(i  -ha), 
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quel  que  soit  a.  5  donc  la  dérivée  de 


,  /  a        X 

a.x        X 


puisque  nous  avons 


log(l+a)        ,        .  - 


il  s'ensuit  que  (i  H-  a)°'  est  la  base  du  système  logarith- 
mique dont  le  module  A  =  i ,  et  en  la  désignant  par  e, 

nous  aurons 

X-  =  log  e. 

3".  Il  est  évident  que  la  dérivée  de  log(i4-^)    est 

5   puisque,  en  remplaçant  i-hx  par  j^,  on  serait 

ramené  au  cas  précédent.  Or,  une  simple  division  de  i 
par  I  4-  ^  donne 

=  /•  (  I X  +  X-  —  x'^  -\-  .  .  .) 

pour  dérivée  de  log  [i-\-  x)\  donc  ,  réciproquement, 


log(n-.)  =  /l^---  +  3--^  +  . 

Du  reste,  on  sait  transformer  cette  série  en  une  autre 
très-convergente  pour  une  valeur  quelconque  de  la  va- 
riable plus  grande  que  l'unité.  En  supposant  A=  i ,  on 
calculera  donc  /  2  ,  et ,  par  suite ,  /  4  5  ^  ^  :  d'où  l'on  dé- 
duira/10  et- —  pour  valeur  numérique  du  module  A 

dans  le  système  dont  la  base  est  loi .  Le  module  une  fois 

connu,  la  même  série  donnera  les  logarithmes  vulgaires. 

Rcjyiarquc.  Il  semble  peu  naturel  de  déCnir  le  nombre 

e  par  le  binôme  (  i  H )    considéré  seul  en  dehors  des 


, 
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progressions  logarithmiques  et  de  le  calculer  d'avance. 

Nous  préférons  la  marche  précédente,  puisque  l'on  évite 

ainsi  d'employer  les  séries  avant  les  dérivées.  (Voir  les 

Dérwées  et  les  séries  simplifiées  ^  chez  Mallet-Bachelier.) 

4°.  On  a 

sin  a:,       ûxxx       sinfx,  —  x) 

tancj;,  —  lanp  x  --= = ^^ ; 

cosa;,        cosj:        cosor,  ces  a;    ' 

donc  la  dérivée  de  l'arc  x  par  rapport  à  tang  x  ou  la 

limite  de  ^ égale  la  limite  de 

tang  j:,  —  tangx    ° 

Xt  X  II 

X  CCS  X,  CCS  X  =  COS^  X  =z 


sin(a:i  —  x)  sec-x        \ -\- ir 

tangx  étant  remplacée  par  u. 

5°.  En  divisant  i  par  i  -(-  «^,  cette  dérivée  devient 

I  —  lû  ->r  là  —  «''  +  .... 

Donc  réciproquement  l'arc  tang  u  ou  x  égale 

m'        lû        a'        u^ 

„,  —  —  -Jr-p \ •  •  . 

3579 

Si  l'on  fait  u  =:-  ■>   cette  série  donnera   la  valeur  d'un 

5 

arc  «correspondant;  mais 

5  ,  120 

tant;  2  a  =  —  »     tang  4  a  =  - —  > 
='  12  ^  119 

et 

et  si  l'on  pose 

I 
239 
la  série  précédente  donnera  la  valeur  de 


dot 


ou 
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4  arc  tani,'  -^  —  arc  tariL'  -;—  , 
5  I  OC) 


_  ,  (  1 î l i_ 

I  I 
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SOLITION  DE  LA  QUESTION  27; 

(voir  t.  XH,  p.  259)  ; 

Pak  m.  l'Abbé  PEPIN, 
Du    petit    séminaire    d'Iseurc. 


Le  triangle  ABC  a  un  sommet  fixe  A ,  un  angle  con- 
stant A,  les  sommets  B  et  C  sont  sur  une  droite  fixe  : 
quelle  est  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle? 

Prenons  pour  origine  le  point  A  ,  et  pour  axe  des  x  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  fixe. 
Soit  p  la  longueur  de  cette  perpendiculaire  AP,  soit  a 
Tangle  que  la  droite  AB  fait  avec  l'axe  des  x.  Les  coor- 
données des  points  B  et  C  seront 

(  x'  =  p,  (  x"  =1  p, 

Pour  B  I     ,  pour  C        , 

(/— /'langa;  (  j"  = /?  tang  (  A  +  a). 

Le  cercle  circonscrit,  passant  par  l'origine  A,  aura  pour 
équation 

J.-2  _x_  y^  —  2  ax  —  "xhy  =z  o. 

Les  coordonnées  a  cl  h  du  centre  seront 
b  =i'-  [tang  a  4-  tang  (A  4-  a)] , 

n  — ^[i  —  tanga.tang(A  +  a)], 
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t'I  l'équation  du  cercle  deviendra 

jr=  4-  j-  —  px  [  I  —  tang  a .  tang  (  A  +  «  )] 
— />X[  tang  a  4- tang  (A  +  a)]  =  o, 

OU  bien,  en  séparant  l'arc  a,  et  posant  tang  A  =  /?*, 

Îtang'  a  .p  (x  4-  my)  —  tang  a  [m  (^-  —  2/?.r  +/')  -(-  2/>j] 
+  [(a:^  +  j-)  -y.(,r  +  nir)]  =  F  (.r,  j,  a)  =  o. 

En  éliminant  l'angle  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 

dY        2  tang  a 

-r-  —  ;^—  />>  (.r  +  my) 

doL  CCS- a  ' 

on  trouvera  ,  pour  équation  de  l'enveloppe , 

[  m  (a-'  —  'î.px  +  j=)  +  2/rr]^  —  4 y>»  (^■-  +  j^  )  (ar  +  wj) 

+  4/>'  (-^  +  /?ïj)*  =  o. 

Si,  après  avoir  effectué  les  calculs  indiqués  et  les  réduc- 
tions, on  divise  par  tii^  et  qu'on  ait  égard  à  la  relation 

I  4-  w^        I  4-  tang^A  i 

rri^  tang' A  sin-A 

on  pourra  mettre  l'équation  de  l'enveloppe  sons  la  forme 
suivante  : 


(2)  (x'4-j' 


■(-^+r^)--4^,-  +  #1=o. 
sin-A  sin'AJ 


L'enveloppe  cliercliée  se  compose  donc  du  point  A  et  du 

cercle 

/  2/>   \'  ,        cos'A 

[x ^-!—      4- r'  =  iiy. 


sin*  A 

C.    Q,     F.     D. 


M.  Joseph  Sacclîi,  de  Pavie,  donne  à  peu  près  la  même 
solution. 
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M.  Ik'llavitis,  proresscur  à  l'Universilé  de  Padoue, 
fonde  une  solution  très-courte  sur  la  théorie  des  figures 
dérivées,  théorie  encore  peu  connue  en  France,  vi  (jui 
aurait  besoin  d'être  cxpli(juée. 


OIESTIONS. 

282.  Soit  un  polygone  quelconque   inscrit  dans   une 
parabole  conique,  et  pour  fixer  les  idées,  })renons  un 
pentagone  ahcdv^   a,  (3,  y,  c?,  s  sont  les  projections  res- 
pectives  orthogonales  des    sommets   sur    la    directrice 
L'aire  du  pentagone  ahcde  est  égale  à 

aj3  .  py .  ya  H- ay  .  7^.  5a -h  «5 .  ^»  .  ea 

■ 5 

où  p  est  le  paramètre  principal.  De  môme  pour  un  autre 
polygone.  (Waring). 

283.  Dans  un  quadrilatère  plan,  trois  fois  l'aire  du 
triangle  formé  par  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère 
comme  sommet,  et  un  côté  A  du  quadrilatère  comme 
base,  plus  l'aire  du  triangle  formé  par  l'intersection  des 
deux  diagonales  comme  sommet,  et  le  côté  opposé  à  A 
comme  base,  est  égale  à   l'aire  du  quadrilatère. 

(MoBius.) 

284.  Soit  le  quadrilatère  plan  ABCD  ;  E  l'intersection 
des  côtés  CB,  DA;  F  l'intersection  de  BA ,  CD.  Pienons 
un  point  quelconque  T  sur  la  diagonale  AC  ;  par  les  deux 
points  A  et  T  faisons  passer  un  premier  cercle  5  par  C 
et  T  un  deuxième  cercle  :  le  premier  cercle  coupe  AD  en  P 
et  AB  en  Q  ;  le  deuxième  cercle  coupe  CB  en  R  et  CD 
en  S.  Par  les  points  Q.  B,  K  faisons  passer  un  troisième 
cercle,  et  par  les  points  P,  D,  S  un  quatrième  cercle: 
ces  deux  derniers  cercles  (  troisième  et  quatrième)  coupe- 
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roiii  la  diagonale  BD  au  même  point  U.  Menons  nn  cin- 
quième cercle  par  les  poiuts  P ,  E ,  li,  et  un  sixième  cercle 
par  les  points  Q,  F,  S:  ces  deux  dei-niers  cercles  cou- 
pent la  troisième  diagonale  EF  au  même  point  V. 

Les  six  cercles  se  coupent  au  même  point  Z,  et  les  six 
arcs  ZA ,  ZB,  ZC ,  ZD,  ZE,  ZF,  pris  d'un  même  côté, 
sont  semblables. 

Soit  G  rintersection  des  deux  diagonales  AC,  BD;  les 
quatre  points  G,  U,  T,  Z  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

Soit  H  rintersection  des  diagonales  AC ,  EF  ;  les  quatre 
points  H,  V,  T,  Z  sont  sur  une  même  circonférence. 

Soit  enfin  I  l'intersection  des  diagonales  BD ,  EF;  les 
quatre  points  I  ,  U,  T,  Z  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence. (MoBius.) 

28o.  «=  o  est  l'équation  rendue  liomogène d'une  courbe 
plane  de  degré  m  entre  trois  coordonnées.  Lorsque  le  dé- 
tei  minant  (*)  de  celte  fonction  est  identiquement  nul, 
l'équation  représente  un  faisceau  de  m  droites. 

(O.  Hesse.) 

286.  u=i  o  est  l'équation  rendue  homogène  d'une 
surface  de  degré  m  entre  quatre  variables.  Lorsque  le  dé- 
terminant de  la  fonction  est  identiquement  nul ,  l'équa- 
tion représente  un  cône.  (O.  Hesse.) 


EXERCICES  DE  CÂLCIL  TRIGO\OMETRIQl]E 

(Journal  de  AI.  d'elle,  tome  XLV,  page  97  ;  i853). 


Par  un  point  O  pris  dans  un  plan,  on  mène  dans  l'es- 
pace trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  et  l'on  prend 

(  *}  \oir  la  dcfiniliyii ,  tome  X  ,  liage  uj. 


( 


;) 


sur  ces  axes  OX  =  0'^'  =  0Z=  i  ;  on  projelle  ces  lon- 
gueurs sur  le  plan  en  OXi ,  OY, ,  OZj. 

r»    A  OY,  OZ,  ^ 

On  donne  ^—  =  o , 9  -,  -—  =  o  ,d. 

On  trouve 

a  =  X,OX=    cf5o';      p  =  Y,OY  =r  27"3r; 

7  =  Z,OZ    =r6o"29'; 
CCS  a  =  OX,  =  0,9853  ;     CCS  fi  =  OY,  =  o  ,8868  ; 
cosv=OZ|   =0,4927; 

<jp  =  X,OY,  =  95"  II';      ']>  =  Y,OZ,  =  i57''9'; 

X=Z,OX,=  107°  49'. 

2.  Par  le  point  O  on  mène  dans  l'espace  une  droite 
OT,  formant,  avec  chacun  des  trois  axes  OX ,  OY,  OZ 
déterminés  comme  ci-dessus,  un  angle  de  54"  44'?  sup- 
posons que  ces  axes  tournent  autour  de  OT  d'un  angle  de 
Go  degrés  et  prennent  la  position  OX',  OY  ',  OZ',  et  pre- 
nons OX'=OY'=OZ'=  i^  projetons  ces  distances 
sur  le  plan  en  OX, ,  OY', ,  OZ',  5  on  aura,  après  la  rota- 
tion , 

«'  =  7°  34';  p'=56»i4';  v'  =  32041; 

cosa'=i,oo5;       cosp'  =  o,564;        cosy'^:  o,854; 

<}>'=  ioi"29';        Y=i6^°38';         /  =  94°53'. 

Les  lettres  représentent,  dans  la  seconde  position  des 
axes,  des  quantités  analogues  à  celles  de  la  première  po- 
sition. 

Ohsen'ation.  C'est  un  calcul  de  cristallographie  pour 
les  cristaux  géminés:  tandis  f[ue  les  trois  projections 
0X1,  OY^i ,  OZi  sont  inégales,  comme  ci-dessus,  la  pro- 
jection est  à\lc  anisométriq ne  j  si  deux  de  ces  projections 
sont  égales,  la  projection  est  dite  moiiodùnélriqiie ^  et 
lorsque  les  trois  sont  égales,  c'est  une  projection  isoiiié- 
trique.   Ce  dernier  gem-e  de  projection  lait   mainlenant 
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partie;  do  renseignement  graphique  à  IF^eole  Polytccli- 
nique.  Les  deux  premières  sont  de  M.  Weisbach  et  la 
dernièi'e  de  INI.  l'arisli,  Anglais.  JNous  y  reviendrons 
en  1S54. 


IVOTE  SUR  l'AlRE  DE  LV  PORTION  DE  SPDERE  INTERCEPTÉE 
ENTRE  TROIS  ARCS  DE  PETIT  CERCLE  {*); 

Par   m.   h.   FAURE. 


Soient  O,  O',  O"  les  pôles  des  petits  cercles,  p,  p',  ^o" 
leurs  rayons  spliériques,  A,  B,  C  le  triangle  formé  par 
leur  intersection.  Joignons  les  pôles  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  ils  renconti^ent  les  côtés  du  triangle  ou  leurs  pro- 
longements en  des  points  D,  E,  F,  G,  H,  I. 


(*)  r.cUc  ([iii'slioii  ;i  oto  trnitiV  par  d'Alombcrt .   Mrnioircs  il-  Turin;  par 
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Désignant  par  T  l'aire  du  triangle  A,  B,  C,  on  a 

T  =  triangle  OO'O  "  —  (socteur  OIF  -+-  sect.  O'HE  -f-  sect.  0"GD) 
-f- ADE-(-BGF4-CHI. 

Ces  dififérentes  parties  sont  faciles  à  évaluer  j  Tune  des 
dernières,  telle  que  CHI,  est  la  moitié  de  l'aire  spliérique 
comprise  entre  les  deux  cercles  O  et  O'.  Joignant  le 
point  C  aux  pôles  O  et  O'  par  des  arcs  de  grand  cercle, 
on  a 

CHI  =  sect.  OCI  4-  sect.  O'CII  —  triangle  OCO'; 
mais 

sect.  OCI    =  (i  —  cosp)C0O', 

sect.  O'CH  =  (i  —  cos  o')  CO'O, 
triang.  0C0'=C00'+C0'0  +-0C0'—  1 8o"=  COO'+CO'O— C, 

C  étant  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  O  et  O'; 
il  résulte  de  là 

CHI  =  C  —  cos  p  COO'  —  cos  rJ  CO'O , 

de  même 

BGF  —  B  —  ces  p  BOO"  —  cos  p"  B0"0 , 
ADE  =  A  —  cosp'AO'O"—  cosp"AO"0'. 

D'ailleurs 

sect.  OIF  =  O'OO"  (i  —  cos  p) , 

sect.  O'HE  =:  00'0"(i  —  cos  r-') , 

sect.  0"GD=  00"0'(i  —  cos  p"  ), 

triangle  OO'O  "  =  OO'O"  H-  00"0'  -h  O'OO"  —  i8o"; 

donc 

T  =  A-|-B4-C  —  I  80"  —  (a  cos  p  -{-  p  cos  p'  +  y  cos  p"). 

or,  (j,  y  sont  les  angles  sphériqu(;s  sous  lescjucls  les  côtes 
du  triangle  ABC  sont  vus  des  trois  pôles. 

Si 

Kossnl  {Calcul  in  If'grnl  ] ,  ot  par  iNf.  QiiPlolpt.   Conrspondiincc  .   toino  \ii, 
pnge  178  ;  \ ?:?>'> .  Tji. 
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On  p(;ut  donner  à  celle  expression  une  forme  diiVérente, 
en  y  inlroduisant  les  côtés  du  Iriangle  ABC.  Soieul  en 
effet  r/,  h,  c  ces  côtés;  on  voit  facilement  que 

rt  =  a  sin  p ,       />  =  S  sin  o' ,       c  =  7  sin  p", 
donc 
T  =  A  -h  B  4-  C  —  1 80"  —  («  cotg  p  -I-  /;  cotg  ^'  -irc  cotg  p"). 

Si  l'on  suppose 

p=zp'=p"  =  90°, 

on  retrouve  l'expression  connue  pour  l'aire  du  triangle 
sphérique. 

Si  le  cercle  qui  a  O"  pour  pôle  vient  se  confondre  avec 
le  grand  cercle  00',  le  Iriangle  à  évaluer  devient  alors 
CHI.  Il  faut  faire,  dans  la  première  des  expressions  pré- 
cédentes, 

B-j-C=i8o%      cosp"=o,      a  =  COO',      p  =  C0'0; 

on  trouve 

T  =  A  —  (COO'  cos  p  +  CO'O  cos  p'  ) , 

mais  le  triangle  sphérique  OO'C  donne 

sin  COO'  _  sin  CO'O  _  sin  A  _ 
sin  p'  sin  p  sin  ^  ' 

d  étant  la  distance  sphérique  des  centres;  on  a  donc 

2  T  =  2  [aie  sin  (Ksin  0)  —  cosp  arc  sin  (Ksinp') 
—  cos  p'  arc  sin  (  K  sin  p  )]. 

C'est  la  forme  que  donne  M.  Townsend  à  l'expression 
de  l'aire  de  la  sphère  comprise  entre  deux  arcs  de  petits 
cercles.  (Tome  IX,  page  364-) 
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CORiCOWUS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECIINIQIE , 
E.\  iSoô 

(  voir  p.   226 ). 

Epreuve  graphique.  —  Questions  proposées. 

Quinze  questions  ont  été  proposées  à  ce  concouis  : 
quatorze  sur  les  intersections  de  surfaces,  une  sur  les 
plans  tangents. 

Les  trois  premièi^es,  relatives  aux  sections  planes  d'un 
cylindre  et  d'un  cône,  conduisent  à  un  résultat  tout  ;i 
fait  analogue  à  un  cadran  solaire.  Les  deux  suivantes  , 
4  et  5,  traitent  le  cas  de  l'intei  section  de  deux  surfaces 
coniques  suivant  des  brandies  infinies,  hyperboliques  ou 
paraboliques. 

Les  questions  6,7,  8,  9  et  10,  tout  en  partant  des 
mêmes  données,  présentent  une  grande  variété  dans  les 
résultats  :  intei^section  de  deux  cylindres  suivant  des 
courbes  fermées,  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cy- 
lindre de  révolution,  sections  planes,  etc. 

Les  questions  il  ,  12  et  43,  avec  des  données  très-dif- 
férentes des  précédentes,  ramènent  le  dessinateur  à  la 
rencontre  de  deux  cylindres  ,  aux  trous  cylindriques  per- 
cés dans  une  sphère,  «te. 

La  quatorzième  considère  trois  surfaces  se  coupant 
deux  à  deux.  Dans  cette  question,  ainsi  que  dans  quel- 
ques autres,  on  demande  aux  élèves  de  construire  sépa- 
rément le  solide  commun  aux  corps  qui  se  rencontrent. 
Nous  croyons  cet  exercice  très-bon  et  très-propre  à  rendre 
familière  la  lecture  des  projections. 

En  résumé,  le  concours  de  i853  offre  des  questions 
Ann.  de  Mathcwai.,  t.  Ml.  (Décembre  i853.)  29 


(  4r)o  ) 

très-variées  et  cepeiidaiil  duii  degié  de  diflicullé  graphi- 
que à  peu  près  le  luèmc^  mérite  qui  avait  manqué  au 
concours  de  iSSa. 

Intersections  de  surfaces. 

\.  Données.  Un  cylindre  vertical,  langenf  au  plan 
vertical  et  placé  en  avant  de  ce  plan.  Le  rayon  de  la  base 
est  de  f)  centimètres,  la  hauteur  est  indéûnie. 

Nommons  plan  principal  le  plan  mené  par  Taxe,  pcr- 
pendiculaireraient  à  la  ligne  de  terre.  Dans  ce  plan,  sur 
le  cylindre,  en  dehors  du  plan  vertical,  un  point  (C.C) 
est  donné;  il  est  à  lo  centimètres  au-dessus  du  plan  ho- 
rizontal. 

Dans  ce  même  plan,  une  droite  part  du  point  (C.C  ) 
et  va  rencontrer  le  plan  horizontal  en  (D.  D'),  à  8  centi- 
mètres en  avant  du  cylindre. 

Il  s'agit  :  1°  de  faire  passer  par  le  point  (C.C)  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  (CD. CD')  et  de  décrire  dans 
ce  plan  ,  du  point  (C .  C)  comme  centre  et  avec  un  rayon 
de  4  centimètres,  une  circonférence  de  cercle  ;  2°  de  divi- 
ser cette  circonférence  en  douze  parties  égales  à  partir  du 
plan  principal  (point  zéro),  en  les  numérotant  i^j., 
3,  etc.,  de  gauche  à  droite;  3'^  de  construire  rintersec- 
tion  du  cylindre  par  le  plan  que  détermine  la  droite 
(CD  .CD')  et  le  point  n°  i  ;  puis ,  si  le  temps  le  permet, 
de  refaire  les  mêmes  opérations  pour  les  n"^  2  et  3. 

2.  Données.  Les  mêmes  que  celles  de  la  première 
question,  à  rexccplion  du  plan  principal  qui  est  rem- 
placé par  un  plan  faisant  un  angle  de  67°  3o'  avec  le  plan 
vertical  de  projection.  Même  travail  graphique. 

3.  Données.  Qu'on  substitue  au  cylindre  de  la  ques- 
tion précédente  un  cône  droit  vertical;  au  plan  prin- 
cipal, un  plan  incliné  de  67°  3o'  sur  le  plan  vertical  de 
projection,  et  Ton  a  l'énoncé  de  la  troisième  question. 
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i.  Données,  Sur  le  plan  horizonlal ,  une  ellipse  et  un 
cercle  touchant  l'ellipse  intérieurement  et  la  coupant  en 
deux  points.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  =  9  centimètres  . 
le  petit  axe  =  6  centimètres  :  ces  axes  ne  sont  ni  perpen- 
diculaires ni  parallèles  à  la  ligne  de  la  terre. 

Un  point  dont  la  projection  horizontale  S  tombe  dans 
le  cercle  et  dans  l'ellipse,  et  dont  la  projection  verti- 
cale S'  est  élevée  de  10  centimètres  environ  au-dessus  du 
plan  horizontal  -, 

Deux  cônes  indéfiniment  prolongés,  ayant  le  point 
(S. S')  pour  sommet  commun,  et  pour  bases  respectives 
Tellipse  et  le  cercle-, 

Une  droite  indéfinie  passant  par  le  point  (S .  S')  et  ren- 
contrant le  plan  horizonlal  en  un  point  (R.  R')  plus  éloi- 
gné de  la  ligne  de  terre  que  ne  l'est  le  point  S. 

Il  s'agit  de  déplacer  le  cône  à  base  circulaire  parallèle- 
ment à  lui-même ,  en  faisant  monter  ou  descendre  son 
sommet  sur  la  droite  (SR.S'R),  d'arrêter  ce  cône  dans 
une  certaine  position,  et  de  construire  le  résultat  de  son 
intersection  avec  le  cône  elliptique.  On  arrêtera  le  som- 
met du  cône  auxiliaire  au-dessus  du  point  (S  .  S'),  au  tieis 
de  la  longueur  de  la  droite  (SR.S'R'). 

5.  Données.  On  substitue  à  l'ellipse  et  au  cercle  sv. 
touchant  intérieurement  et  se  coupant  en  deux  points. 
une  ellipse  et  un  cercle  se  coupant  en  quatre  points,  et 
Ton  a  l'énoncé  de  la  cinquième  question. 

6.  Données.  Un  point  (O  .  O') ,  situé  à  10  centimètres 
de  chacun  des  plans  de  projection,  est  le  centre  commun 
d'une  sphère  S  de  4  centimètres  de  rayon,  et  d'un  cercle 
horizontal  c  de  2  centimètres  de  rayon  5 

Dans  le  plan  horizontal,  le  point  O  est  le  centre  d'un 
cercle  C  de  8  centimètres  de  rayon  ; 

Une  droite  (D  .  D')  part  d'un  point  de  la  circonférence 
du  cercle  C  et  touche  le  cercle  r,  de  manière  à  avoir  sa 

29. 
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projcttiou  lioiizoïitalt'  tangente  à  celle  du  cercle  (on  ne 
prendra  pas  cette  dioite  parallèle  au  plan  vertical  de  pro- 
jection). 

Il  s'agit  de  circonscrire  un  cylindre  à  la  sphère  S  et  de 
construire  rinterseclion  de  ce  cylindre  avec  le  cylindre 
de  révolution  ayant  la  droite  (D .  D')  pour  axe  et  2  centi- 
mètres de  rayon. 

Ji^otn.  Ou  donnera  au  cylindre  circonscrit  à  la  sphère 
une  direction  telle  que  l'intersection  des  deux  cylindres 
(pénétration  ou  arrachement)  ne  se  réduise  pas  à  des 
droites,  et  qu  elle  soit  convenablement  disposée. 

7,  Données.  Les  mêmes  que  celles  de  la  question  pré- 
cédente. 

Il  s'agit  :  i''  de  construire  l'intersection  de  la  sphère  S 
par  le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 
(D.D')  et  2  centimètres  de  rayon;  2°  de  mener  au  cy- 
lindre deux  plans  tangents  parallèles  entre  eux  et  non  per- 
pendiculaires à  l'un  ou  à  l'autre  des  plans  de  projection, 
et  de  construire  les  cercles  suivant  lesquels  ces  plans 
coupent  la  sphère. 

8.  Données.  Les  mêmes  que  celles  des  sixième  et  sep- 
tième questions. 

Il  s'agit  :  i"^  de  percer  dans  la  sphère  S  le  trou  qu'y 
ferait  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 
(D.  D')  et  2  centimètres  de  rayon;  2°  de  faire  une  coupe 
de  la  sphère  et  de  son  trou  cylindrique  par  un  plan  ver- 
tical passant  par  l'axe  du  cylindre. 

Nota.  Le  cylindre  sera  tracé  en  pointillé ,  sans  distinc- 
tion de  parties  vues  ou  cachées,  et  la  coupe  verticale  sera 
reportée  parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  10  centi- 
mètres environ  de  la  position  donnée,  puis  labattue  sur 
le  plan  horizontal. 

On  tracera  des  hachures  au  crayon  sur  la  partie  soliile 
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du  liou,  la  partie  de   la  splièif!  anléiiciiK'  an  plan  i<m- 
pant  étant  supposée  enlevée. 

9.  Données.  Les  mêmes  (jue  celles  des  trois  (|U(,'slions 
précédentes. 

Il  s'agit  :  i"  de  construire  l'inteisection  de  la  sphère  S 
avec  le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 
(D.D')  et  2  centimètres  de  rayon;  2"  de  mener  deux 
plans  tangents  au  cylindre,  par  un  point  P  distant  de 
i5  centimètres  environ  du  centre  de  la  sphère  et  de  cha- 
cun des  plans  de  projection-,  3"  de  construire  les  cercles 
suivant  lesquels  ces  plans  tangents  coupent  la  sphère. 

iO.   Données.   Celles  des  questions  6.  7,  8  et  9. 

11  s'agit  :  1°  de  construire  l'intersection  de  la  sphère  S 
par  le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 
(D.D')  et  2  centimètres  de  rayon;  1'^  de  construire  sépa- 
rément les  projections  du  solide  commun  à  la  sphère  et 
au  cylindre. 

Nota.  Afin  de  hien  représenter  le  solide  dont  il  s'agit, 
on  déterminera  sur  la  surface  de  ce  solide  un  certain 
nombre  de  génératrices  du  cylindre  et  de  circonférences 
provenant  de  sections  faites  dans  la  sphère  par  des  plans 
perpendiculaires  à  la  droite  (D.D'). 

11.  Données.  Un  point  (O  ■  O') ,  situé  à  10  centimè- 
tres de  chacun  des  plans  de  projection ,  est  le  centre  d'une 
sphère  S  de  4  centimètres  de  rayon  et  d'un  cercle  horizon- 
tal c  dont  le  rayon  a  i  centimètre  7; 

Dans  le  plan  horizontal ,  le  point  O  est  le  centre  dun 
cercle  C  de  8  centimètres  de  rayon,  sur  la  circonférence 
duquel  trois  points  m,  // ,  p  forment  un  trfangle  équila- 
tère  :  par  ces  points  passent  trois  génératrices  M,  N,  P 
de  Thyperboloïde  à  une  nappe  qui  aurait  le  cercle  C  pour 
trace  et  c  pour  cercle  de  gorge  : 

L'axe  de  tout  le  système  est  le  diamètre  vertical  de  1.-». 
sphère  S. 
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Il  s'agit  de  construire  les  courbes  de  pénétration  de  la 
sphère  par  trois  cylindres  de  révolution  de  même  rayon 
que  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperbole,  et  ayant  pour  axe 
une  des  trois  génératrices  M  ,  JN  ,  P. 

Nota.  Chaque  cylindre  sera  limité  ,  en  bas  par  le  plan 
horizontal  de  projection,  en  haut  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  son  axe  et  distant  de  6  centimètres  du  centre 
(O.O')  de  la  sphère  S.  Le  triangle  mnp  n'aura  pas  de 
côté  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

42.  Données.  Les  mêmes  que  celles  de  la  question 
précédente. 

Il  s'agit  de  percer  dans  la  sphère  S  les  trous  résultants 
du  passage  de  trois  cylindres  de  révolution  de  môme 
rayon  que  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde,  et  ayant 
pour  axes  les  génératrices  IM ,  N ,  P. 

Nota.  Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  les 
cylindres  ont  été  enlevés  ;  seulement  on  en  conservera  le 
souvenir  en  figurant  leurs  traces  et  leurs  contours  en 
pointillé  (traits  longs,  égaux  et  également  espacés),  sans 
distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées. 

13.  Données.  Une  droite  (D.D')  dont  les  projections 
font  chacune  un  angle  de  45  degrés  avec  la  ligne  de  terre  : 

Une  ellipse  E,  située  sur  le  plan  horizontal,  dont  les 
axes  de  lo  centimètres  et  de  6  centimètres  ne  sont  ni 
l'un  ni  l'autre  parallèles  à  la  ligne  de  terre  ; 

Tracez  les  limites  des  projections  d'un  cylindre  ayant 
pour  base  l'ellipse  E,  et  pour  génératrices  des  droites 
parallèles  à  (D.D'); 

Considérez  ensuite  les  deux  plans  tangents  ayant  pour 
traces  les  deux  droites  qui  limitent  la  projection  horizon- 
talc  de  ce  cylindre ,  et  imaginez  un  cylindre  à  base  circu- 
laire auquel  ces  deux  plans  soient  aussi  tangents  et  dont 
les  génératrices  ne  soient  pas  parallèles  à  celles  du  cylin- 
dre elliptique. 
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11  s'agit  de  coiislruiit'  I  iiitt  rscciioii  des  deux  suifaces 
<Ylindriques. 

14.  Dx)iiiiécs.  Un  tiiangli'  équilaléral  ahc  t\v.  5  cen- 
l i mètres  di'  coté,  situé  dans  un  plan  horizontal  v\r\r  de 
5  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  ^ 

Trois  sphères  ayant  leurs  centres  aux  points  r/ ,  h,  c  cl 
\\n  rayon  commun  de  5  centimètres. 

Il  s'agit  :  1°  de  construix^e  l'intersection  des  trois  sphè- 
res ;  2"  de  détacher  par  un  mouvement  de  transport  pa- 
rallèle le  solide  commun  à  ces  trois  sphères,  el  d'en  faire 
séparément  les  projections. 

Plans  tangents. 

15.  Données.  Un  hyperboloïde  à  une  nappe  dont  l'axe 
est  vertical  \  sa  trace  a  5  centimètres  de  rayon  ;  le  cercle 
de  gorge,  de  4  centimètres  de  rayon,  est  élevé  de  5  cen- 
timètres au-dessus  du  plan  horizontal  j  l'hyperboloide  est 
limité  dans  sa  partie  supérieure  par  un  plan  horizontal 
élevé  de  9  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  ; 

Une  droite  (D.D)  qui  fait  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  plus  grand  que  celui  de  la  génératrice  rectiligne  de 
l'hyperboloide  avec  le  même  plan. 

11  s'agit:  i"  de  construire  le  contour  de  la  projection 
verticale  de  riiyperboloïde ;  2"  de  mener  une  suite  de 
plans  parallèles  à  la  droite  (D.D')  et  tangents  à  la  sur- 
face, et  de  tracer  le  lieu  des  points  de  contact  de  tous  ces 
plans. 

ENSEIGNEMENT  GR A  PHIQUE . 

Note  du  Rédacteur.  Nous  croyons  être  utile  à  rensei- 
gnement graphique  en  ramenant  l'attention  sur  une  col- 
lection dont  nous  avons  déjà  parlé  (  tome  X,  page  45^)» 
et  qui  depuis  est  entrée  dans  presque  tous  les  grands  éia- 
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blissements  de  Paris  et  dans  plusieurs  lycées  de  province . 
et  qui  devra  trouver  place  dans  toutes  les  grandes  institu- 
tions. Le  catalogue  ci-joint  peut  servir  de  guide  cl  four- 
nir de  nombreux  sujets  d'exercices 5  nous  aurions  désiré 
y  rencontrer  quelques  exemples  de  cristaux  héraitropes , 
géminés  .  etc.,  formes  insolites,  où  les  yeux  sont  d'utiles 
auxiliaires.  On  peut  tout  demander  à  l'habileté  et  tout 
attendre  de  la  science  et  du  zèle  du  chef  des  travaux  gra- 
phiques à  l'Ecole  Polytechnique.  Déjà  M.  Bardin  s'est  fait 
connaître  avantageusement  par  la  publication  d'un  atlas 
dépures  avec  texte,  sous  le  titre  de  Notes  et  croquis  de 
géométrie  descripù\>e  {*):  titre  rare,  car  il  tient  plus 
qu'il  ne  promet. 

COLLECTION  DE  CORPS  SOLIDES 

DESTINÉS  A  l'enseignement  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE  : 

Par  m.   bardin. 

Celle  collection  ,  qui  doit  servir  à  des  élèves  ayant  étu- 
dié la  géométrie  élémentaire  ,  commence  par  les  intersec- 
tions des  surfaces  pyramidales  et  dos  surfaces  prismati- 
ques. 

Les  pyramides  et  les  prismes,  les  polyèdres  irrégu- 
liers, les  polyèdres  réguliers  et  leurs  dérivés  à  points 
(polyèdres  étoiles)  •,  les  polyèdres  symétriques,  etc.,  con- 
sidérés isolément,  appartiennent  à  une  autre  série  qui 
constitue  un  premier  enseignement  dans  lequel  il  n'est 
question  que  de  la  nomenclature  des  grandeurs  figurées 
ne  la  géométrie.  La  vue  des  objets  suflit  pour  rendre 
facile  et  attrayante  la  première  étude  de  ces  grandeurs, 


(*)  A    Paris,    chez    Mallcl-Rarhelior,    imprimciir-lil>rairo ,    cpiai    Hi 
Augustins ,  .').'). 
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surloul  si  l'on  a  soin  de  les  proposer  pour  sujets  clans 
les  exercices  élémenlaiies  du  dessin  d'imilalion. 

INTEUSECTIOJVS    DE    POLYÈnilES. 

Prisme  et  Pyramiiie.  Pénétration  suivant  des  lignes  d'entrée  et 
de  sortie  distinctes  :  les  deux  corps  réunis;  —  séparément,  le 
prisme  pénétre  et  la  pyramide  pénétrante;  —  le  solide  com- 
mun aux  deux  corps;  —  la  coupe  verticale  du  prisme  pé- 
nétré        5  modèles. 

—  Arrachement  suivant  une  ligne  fermée  :  les  deux  corps  réunis; 

—  séparément,  \e  prisme  arraché  ei  \sl  pyramide  arrachante  ; 

—  le  solide  commun [^   modèles. 

—  Cas  où  les  deux  solides  ont  un  plan  rasant  (*)  commun  : 
pénétration  réciproque  suivant  des  lignes  d'entrée  et  de  sortie 
qui  se  croisent;  —  les  deux  corps  réunis  (toit  d'arête  prismo- 
pyramidal) i    modèle. 

Prisme  et  Prisme.  Jrrachement  suivant  une  ligne  fermée.  .  .  . 
I   modèle. 

—  Cas  où  les  deux  corps  ont  deux  plans  rasants  communs  : 
pénétration  réciproque  suivant  deux  lignes  qui  se  croisent  en 
deux  points;  — les  deux  corps  réunis  (toit  d'arête  bi  prisma- 
tique)       . I    modèle. 

Pyramide  et  Pyramide  Cas  où  les  deux  corps  ont  deux  plans 
rasants  communs  :  pénétration  suivant  deux  lignes  qui  se 
croisent  en  deux  points  ;  —  les  deux  corps  réunis  (toit  d'arête 
bi-pyramidal ) i   modèle. 

Prisme  et  Polyèdre  quelconque.  Pénétration  du  ])olyèdre  par 
le  prisme  suivant  deux  lignes  distinctes i   modèle. 

11  serait  facile  de  multiplier  ces  combinaisons  en  éta- 
blissant certaines  conditions  de  parallélisme  entre  les 
arêtes  et  les  faces  des  corps  5  mais  comme  ces  résultats  ont 
peu  d'intérêt  au  point  de  vue  géométrique,  on  a  évité  de 

(*)  Plan    rasant,   celui   qui   passe  ]iar  une   nrète   sans   ronemilinr  le 
corps. 
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les  ropiocluire  en  leliel.  Aidés  par  les  modèles  qui  vien- 
nent d'être  énuméi  es,  et  guidés  par  Tanalogie  qui  existe 
entre  les  prismes  et  les  cylindres,  entre  les  pyramides  et 
les  cônes,  les  élèves  pourront  traiter  graphiquement  tous 
les  cas  (jui  ont  été  laissés  de  côté. 

INTERSECTIONS  DE  SURFACES  COURBES. 

Ces  intersections  donnent  dans  l'espace  des  courbes  des 
deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés  qu'il  serait  dif- 
ficile de  réaliser  autrement. 

Sections  planes. 

Sections  planes  du  solide,  compris  entre  un  hyperboloide  de 
révolution  à  une  nappe  et  son  cône  asymptote.      12  modèles. 

Toutes  les  sections  coniques, — cercle,  ellipse,  para- 
bole ,  hyperbole  ,  droites ,  —  et  leurs  semblables  sur  l'hy- 
perboloïde,  se  trouvent  réunies  dans  ces  douze  modèles. 
11  est  d'ailleurs  facile  de  les  varier  à  volonté,  en  plongeant 
plus  ou  moins  le  solide  conico-liyperboloïdal  dans  un  li- 
t[uide  légèrement  coloré,  afin  de  mieux  faire  ressortir  les 
courbes  de  niveau  qui  sont  des  conicjues. 

Cônes  et  cylindres  du  second  degré. 

CoNE  ET  CôjjE.  Pénétration  suivant  des  courbes  d'entrée  et  de 
sortie  distinctes:  les  deux  corps  réunis;  —  séparément,  le 
cône  pénétré  et  le  cône  pénétrant;  —  le  solide  commun  aux 
deux  corps  ;  —  la  coupe  verticale  du  cône  pénétré.    5  modèles. 

—  Cas  où  les  deux  corps  ont  deux  plans  tangents  communs  : 
pénétration  réciproque  suivant  deux  courbes  planes  (jui  se 
croisent  en  deux  points;  —  les  doux  corps  réunis  (voûte  d'a- 
réte  bi-conique)  ;  coupe  suivant  une  des  ellipses  d'intersec- 
tion        2  modèles. 

—  Cas  où  les  surfaces  ont  des  génératrices  parallèles  :  arraclie- 
iniiit  ///fAy?/// snivaiU  une  courbe  hyperbolique.       1    niodèlr. 
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—  Cas  où  les  surfaces  se  rencontrent  suivant  une  génératrice  et 
une  courbe  du  troisième  degré i    modèle. 

Cylindre  et  Cylindrk.  Pcnctmtion  suivant  deux  courbes  dis- 
tinctes        I   modèle. 

—  Jrrachcmcnt  n-ciproque  d'un  cylindre  ellipti(iue  et  d'un 
cylindre  de  révolution  suivant  une  courbe  fermée  :  les  deux 
corps  réunis  ;  —  séparément  :  i"  le  cyHiidrc  elliptique  arraché 
et  le  cylindre  de  révolution  arrachant  ;  i°  le  cylindre  de  révo- 
lution arraché  el  le  cylindre  elliptique  arrachant  ;  —  le  solide 
commun 5  modèles. 

—  Cas  où  les  deux  corps  ont  deux  plans  tangents  communs  : 
pénétration  réciproque  suivant  doux  courbes  planes  cjui  se 
croisent  en  deux  points;  —  les  deux  corps  réunis  (voûte 
d'arête  bi-eylindrique)  ;  fragment  en  coin  de  l'un  des  cy- 
lindres       2  modèles. 

CÔNE  ET  Cylindre.  Cas  où  les  deux  corps  ont  un  plan  tan- 
gent commun  :  les  deux  corps  réunis  (  voûte  d'arête  cylindro- 
conique  ) i    modèle. 

—  Jrrac/ienient  suivaut  une  courbe  fermée i    modèle. 

—  Cas  où  les  surfaces  ont  des  génératrices  parallèles  :  arrache- 
ment indt^ni  suivant  une  courbe  parabolique.  .      i    modèle. 

—  Cas  d'un  cône  à  deux  nappes  ayant  son  sommet  dans  l'inté- 
rieur du  cylindre  :  pénétration  suivant  deux  courbes  dis- 
tinctes; —  les  deux  corps  réunis;  —  séparément,  le  cylindre 
pénétré  et  les  deux  solides  communs,  le  cône  pénétrant 

4  modèles. 

—  Cas  d'un  c6//e  creux-  à  parois  épaisses,  traversé  par  un  cylin- 
dre de  révolution ....       i    modèle. 

Cette  série,  sans  renfermer  toutes  les  combinaisons 
qu'on  peut  se  proposer  sur  les  surfaces  coniques  et  les  sur- 
faces cylindriques,  présente  les  plus  importantes  et  les 
plus  usuelles,  qui  suffisent  en  même  temps  pour  donner 
une  idée  complète  do  la  question  générale. 
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COUPS    DE    nÉVOLUTION. 

Sphère  et  Cylindre.  PcmHration  suivant  deux  courbes  dis- 
tinctes; —  pénétration  ou  arrachement  suivant  une  courbe  à 
nœud  ; — arrachement  suivant  une  courbe  fermée.   3  modèles. 

Sphère  et  Cône.  Les  mêmes  cas  que  les  précédents.    3  modèles. 

Ellipsoïde  allongé  et  Ellipsoïde  aplati.  Les  mêmes  cas  que 
les  précédents 3  modèles. 

Total  des  modèles. 6o  (*). 

Cette  collection  a  un  complément  nécessaire,  dont  l'é- 
numération  détaillée  ne  saurait  trouver  place  ici.  En 
voici  un  simple  aperçu  : 

Polyèdres  symétriques;  polyèdres  réguliers,  simples  et 
étoiles;  intersection  de  deux  polyèdres  quelconques; 
prismes  ou  pyramides  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur; etc.;  —  voûtes  d'aiêtes  diverses;  —  maison  avec 
lucarnes  et  cheminées  (sujet  de  lever,  d'ombre  et  de 
perspective); — corps  de  révolution:  cônes,  cylindres, 
splières,  ellipsoïdes,  paraboloïdes,  hyperboloïdes;  puits, 
bornes,  niches  (cylindrique,  conique,  cylindro-sphéri- 
que),  consoles  (cylindrique,  conique),  balustres,  tores 
(à  jour,  à  un  ou  à  deux  ombilics) ,  toupie,  poulie,  etc. 

Surfaces  générales  du  second  degré  :  ellipsoïde  avec  ses 
sections  principales,  ses  sections  circulaires,  un  système 
de  sections  elliptiques  quelconques,  mais  équidistantes , 
ses  lignes  de  courbure;  —  Hyperboloïdes  et  paraboloïde 
avec  leurs  sections  principales  et  leurs  sections  circulai- 
res, et  l'hyperboloïde  à  une  nappe  avec  ses  génératrices 
rectilignes  de  l'une  et  Tautre  génération  ;  —  Paraboloïde 
liyperbolique  (Plan  gauche),  avec  ses  sections  principa- 


(*)  Le  prix  de  cette   rollertimi  est  de  cent  frnncs.  .S'adresser  l'ranrn  ii 
M.  Bardin,  23  ,  rue  du  r,lierrlic-Midi  ,  à  Paris. 


(  .if>''  ) 

li'S,  uii  syslèfiie  de  sections  é<jiiidista)il('.s  et  [x-rpciHlitii- 
laires  à  l'axe,  un  système  de  sections  équidistanles  ei 
parallèles  à  rune  des  sections  principales ,  ses  génératrices 
rectiligncs  de  Tune  et  l'autre  génération;  — Cônes  et 
cylindres. 

Formes  hélicoïdales:  héliçoïde gauche  (plusieurs  com- 
binaisons) ;  roues  à  palettes  hélicoïdales;  vis  à  filet  trian- 
gulaire ,  à  filet  carré  ,  à  filet  trapézoïdal ,  et  leurs  écrous  ; 
limons  d'escalier;  variétés  de  serpentins;  colonnes  tor- 
ses, etc. —  Anneaux  tors,  simplement  ou  doublement 
tors  (proGl  carré,  profil  composé)  ;  — Divers  cas  d'inter- 
sections de  deux  surfaces; — Intersections  de  trois  sur- 
faces (trois  cônes,  trois  cylindres);  cas  de  trois  sphères 
égales,  ayant  leurs  centres  aux  sommets  d'un  triangle 
écpiilatéral  (leur  solide  commun) ,  etc. 

Exercices  de  stéréotomie  :  arche  biaise  ou  poni  biais, 
représenté  dans  son  ensemble  à  réchelle  du  centième,  et 
dans  ses  détails  à  l'échelle  du  vingtième;  escaliers;  etc. 

Surfaces  représentant  des  lois  physiques  et  des  lois  nia- 
ihémaliques  à  trois  variables;  —  Construction  en  relief 
de  l'équation  des  cordes  vibrantes  par  Monge ,  de  la  sur- 
face de  l'ontle  lumineuse  deFresnel,  de  la  formule  repi'é- 
senlant  la  surface  dans  laquelle  se  transforme  par  la  tor- 
sion la  section  droite  dun  prisme  élastique  (à  base  carrée, 
rectangulaire  ,  elliptique),  par  M.  de  Saint-^  enant,  etc. 

Collection  très-variée  de  Retiefs  topograp/iïcjues^  études 
de  rochers  à  grande  échelle ,  elc. 

Note  du  Hédacteur.  Les  coquilles  hélicoïdales  de  plu- 
sieurs mollusques  gastéropodes  sont  susceptibles  d'une 
certaine  construction  dont  nous  parlerons  prochaine- 
ment. Les  données  géométriques  fournissent  même  de 
nouveaux  caractères  génériques  qu'on  doit  à  mon  neveu 
Terquem,  conchyliologiste,  qui  habite  Metz, 
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SOLITIOIV  DE  LA  QIESTION  274 

(Toir  p.  239  1  ; 

Par  m.   Joseph  SACCHI  , 
Professeur  à  Pavie. 


1.  Soient 

le  r'^"""  plan  donné,  et 

V.X  -+-  pj  +  Y  z  =  w 

le  plan   mobile  P,  les  coordonnées   sont  rectangles;   la 

II 
condition  \^  ex,,  cos  a,  :^  A  constante  deviendra 

2/'— rTr^ —  =  '' 

ou  bien 

p  a  -h  7  &  -h  m  7  _ 

R  ~  '' 


R  =  \/y:-  -hp'-h  7%      R,  =  v/a,'  -1-  B/  +  C;, 
'^"^,.A,  v>"r7,B,  ^"a,.Cr 


P 


Cette  équation  équivaut  à 


W^' 


OU  bien 

(i)  sin(P,D)  =  -- 


S/P' 


(  4(>:^  ) 

où  I)  rrpii'scnlo  lailroilc  (jui  a  pour  (''<|nalioiis 
P  'I 

Donc  le  plan  mobile  forme  un  angle  conslanl  avec  la 
droite  D,  et  si  dans  son  mouvement  il  se  maintient  tou- 
jours à  la  même  distance  d'un  point  fixe,  il  engendre  un 
cône  droit  ayant  pour  axe  la  parallèle  à  la  droite  D  pas- 
sant par  le  point  fixe  5  variant  //,  le  cône  change,  mais  la 
position  de  l'axe  est  constante.  Le  minimum  et  le  maxi- 
mum de  la  valeur  de  A,  que  l'équation  (i)  donne,  sont 
évidemment  zéro  et  y/^^  H-  ^"  -h  m^  :  dans  le  premier 
cas,  le  cône  devient  un  cylindre  ayant  le  môme  axe  que 
le  cône;  et  dans  le  second,  il  se  réduit  au  mètne  plan 
mobile  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Si  les  a,,  représen- 
taient les  aires  de  figures  placées  dans  les  plans  donnés, 
h  serait  la  somme  des  projections  des  mêmes  aires  sur  le 
plan  mobile,  et  les  plans  tangents  du  susdit  cône  seraient 
les  mêmes  pour  lesquels  h  est  constant ,  et  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  droite  D  celui  du  maximum  de  la  somme 
des  projections  ('*'). 

2.   Prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  fixe, 
l'équation  du  plan  mobile  distant  de  h  de  l'oiigine  sera 

a  .r  4-  P  r  -H  7  "•  —  Z»  R  =:  o  , 
et 

a/;)  -H  p  7  H-  7  m  —  //  R  =  o 

sera  la  condition  donnée.  Si  nous  représentons  ces  équa- 
tions par  ce  =  0  ,  f=^  o  ,  on  a,  pour  les  équations  de  l'en- 
veloppe , 


ou 


r7^ 


(*  )  Plan  invariable  de  Laplace.  Tm. 
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ElFectuaiit  les  calculs  cl  posant 

qx  —  py  =  E  ,      mx  —  pz  =  F,      my  —  (/d  ==  G  , 
bp  —  lix  =  c ,      hq  —  liy  =  /,      hm  —  liz  =z  q  , 
on  a 

RE  =  a/— ptf,      RF  =  7t'—  air,      RG  =  pg'  — 7/, 
lesquelles,  carrées  et  sommées,  donnent  l'équation  du 

cône 

E^  +  F=H-  Çy'  =  c'+,r  +  g\ 
ou  bien 

{px  +  qy  -f-  mz  —  //6)-  =  [x'  -\-y-  +  z'  —  6')  (/;>'+  7'  H-  /«'—  /«'), 

laquelle  confirme  justement  tout  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus. 
Le  cas  de  &  =  o  correspond  à  la  question  comme  elle  a 
été  proposée  par  M.  Steiner. 

Note    du   Rédacteur,    Ce    problème  se   ramène   à    la 
théorie  des  couples  en  stalique ,  et  'vice  versa. 
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Leçons    nouvelles  d'algèbre    élémentaire,    a   l'usage 

DES    aspirants    AUX    BACCALAURÉATS    ET     AUX    ÉCOLES    DU 

gouvernement;  par  M.  A.  Aniiot,  professeur  au 
lycée  Saint-Louis.  i853  \  in-8"  de  220  pages. 
Ouvrage  conformiste^  toutefois,  on  y  retrouve  les  qua- 
lités de  l'auteur  d'un  de  nos  meilleurs  Traités  de  Géomé- 
trie. Tout  est  réduit  en  théorème  5  ce  qui  facilite  l'étude  et 
aide  la  mémoire.  Les  exercices  et  les  exemples  sont  très- 
bien  choisis;  à  la  page  ^5,  on  a  laissé  par  inadvertance 
une  réciprofjuc  fausse  d'un  théorème  de  Fermât.  La 
théorie  des  quantités  négatives  ne  me  semble  pas  satisfai- 
sante. Le  savant  professeur  indique  des  sources  histori- 
ques; heureuse  innovation  ! 
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h         b'  a-^pb  b"  a' -\- pb 
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v'(.r-f-6-^)(i°--c^) 

par  M .  //.  Faiire 2 1  j 

Question  268.  Étant  donnés  un  cône  du  second  dejjré  et  un  point  fixe 

dans  l'intérieur  du  cône,  mener  par  ce^point'un  plan  tel,  que  la 

section  ait  le  point  fixe  pour  loyer;  par  M.  Sacchi -j^-i 

Note  sur  les  loyers  ;  par  MM.  Sacchi  et  Laguene-Yeily u-i5 

Sur  les  propriétés  des  surfaces  du  second  degré  qui  correspondent 

aux  théorèmes  de  Pascal  et  de  M.  Brianchon,  dans  les  coniques; 

d'après  M.  G.  Salmon ^87 

Théorèmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre;  par  M.  A.  Hinllecuiii  t .     398 

(icouictrie  des  lignes  planes. 

Parmi  toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur  /  qui  se  terminent 
à  deux  points  donnés ,  A  et  B ,  déterminer  celle  qui  a  le  plus  grand 
moment  d'inertie  par  rapport  à  AB  ,  etc.  ;  par  M.  Dieu f^<j 

Explication  d'un  paradoxe  que  présente  la  description  organique  des 
courbes;  par  le  Rcdacleur 107 

Démonstration  de  la  proposition  qu'une  courbe  du  n'"""  degré  a  ,  en 

général,  -n(n  — ■j)(m-  —  9)  tangentes  doubles;  d'api'ès /«foii. .  .      i/|i 

Courbes  planes;  génération  par  un  nombre  de  points  et  de  droites 

fixes  ;  par  le  Rédacteur a'j  1 

Problème  polaire 3/|0 

llléraiiiqur. 

Démontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  niasse  peut  tourner 
autour  de  la  droite  qui  joint  s(^s  extrémités  fixes,  en  conservant 
une  figure  permanente,  et  déterminer  cette  figure;  on  fait  abstrac- 
tion de  la  résistance  de  l'air  et  des  frottements;  par  M.  Dieu 
(année  i84'i) 3^ 

Question  237.  Une  sphère  a  un  mouvement  de  rotation  uniforme,  etc.; 

par  MM,  Faute,  Tliiolicr,  de  Sécilloii y'^r 


(  470  ) 
Calcnl  infinitésimal^  séries. 

Pa(»os. 
Remarques  sur  le   calcul   des   dérivées  des   fondions  x"  et  a;  par 

M.  Schloemilch 24 

Nouvelle  analogie  de  l'algèbre  et  du  calcul  intégral  ;  par  M.  Brassine.  82 

Série  relative  aux  tangentes;  par  M.  Joachimsilial 3-23 

Notation  dilYérentielle 3.',3 

Sur  les  dérivées  de  log  jt,  etc.  ;  par  AI.  l'abbé  Soufflet 438 

Physique  malbéoiatiqae ^  Astronomie. 

Sur  l'électricité  et  la  chaleur  ;  par  M.  Jacoh  Amslcr^ 344 

Découverte  des  sept  premières  nouvelles  planètes  ;  d'après  M.  Enckc. 
348  et  4û6 

Questions  proposées. 

Questions  de  s'jo  à  272  inclusivement 99  et  100 

Questions  de  géométrie  descriptive  proposées  au  concours  d'admis- 
sion à  l'École  Polytechnique  en  i852  et  en  i8j3 226  et  449 

Questions  de  273  h  278  inclusivement 260 

Grand  concours  de  i853 3i4 

Questions  de  279  à  281 827 

Questions  de  282  à  286 44^ 

Questions  résolues. 

Concours  d'agrégation  au.\  lycées  ,  année  i843  ;  par  M.  Dieu 21 

Question  167 ;  par  M.  H.  Faute 34 

Concours  d'agrégation  aux  lycées,  années  1842  et  1848;  par  M.  Dieu.  49 

Questions  2.38  et  259 ;  par  M.  Garlin., 70 

Question  25  ;  par  M.  H.  Faure 80 

Question  128;  par  M.  Coupy 128 

Question  242  ;  par  M.  //.  Faure 161 

Question  267  ;  par  M.  Brioschi 167 

(Question  2G.5  ;  par  M.  Thiolier 169 

Question  238;  par  M.  H.  Faure 2i5 

Question  268;  par  M.  Joseph  Sacchi 222 

Question  2C)!^  ;  par  MM.  Faure ,  Thiolier,   de  Sécilloii 287 

Question  27 1  ;  par  M.  Khorassandji 289 

Question  263 ;  par  M.  Philippe  lioralek   Siq 

Question  276;  par  M.  H.   Faure 336 

Concours  d'agrégation  aux  lycées,  année  i845;  par  M.  Dieu "i'jZ 

Question  273  ;  par  M.  l'abbé  Pépin 44  ' 

Bibliographie  et  Biographie. 

Mémoire  de  Léonard  Kulcr  sur  l'utilité  des  mathématiques  supé- 
rieures; traduit  du  lafin  par  M.  KAouard  Lévy > 


i 


(  i7'  ) 

Pa(;es. 

I,a    T)n'inii  piopor liane,  rtc,  de  Lucas  de  lioif^o "Scj 

Euclides  Megrensis,  etc.,  de  CandoJle  de  Foix '|0 

Metrices  astronomicœ,  etc.,  de  liressiiis /ji 

Homocenliica  Lux-  de  Stellis  ,  de  /.  Fiascatore lo!^ 

De  revolulionihus  orhium  cœlestium;  Copernic    Ihid . 

Theoria  philosoph'ca  naluralis,  etc.  ;  Boscowich io/( 

Géométrie  descriptive  de  !M.  Bellavitis Ibid. 

Annali  di  Scicnze  niatematiche ;  Torlolini Ibid. 

Soluzione  di  unprohlcma  gcomelrico  piano,  etc.,  da  Rci/aeli  Minen'ini.      \i(\ 

Pappus  (Manuscrit) 122 

Notice  biographique  sur  Eiseiimann  ;  par  M.  Breton  (de  Champ  ).  .  .  126 

Fiiographie  de  Malfatti 1 3(i 

Biographie  de  Gopcl 1 38 

Supplément  logarithmique  ,  etc.,  de  Leonclli i-ji 

Uenseignements  sur  Leonelli 1  -C 

Notice  bibliographique  sur  le  calcul  décimal  ;  par  le  Bédacieur 19J 

Notice  bibliographique  sur  Simon  Stevin Ibid. 

Notice  bibliographique  sur  Marie  Crous 200 

Notice  bibliographique  sur  de  La  Londe îoS 

Notice  bibliographique  sur  Gougeon 207 

Vher  die  grandformclen  der  liniender  drittcnordnung;  Môbius.  '.uo  et  288 
l'raité  du  calcul  différentiel,  etc.;  par  M.  l'abbé  Laurent;  par  le 

Rédacteur  „ 292 

Règle  à  calcul  expliquée;  par  M.  Benoit 328 

D'Aguillon.  Projection  stéréographique 3/12 

Pappus.  Manuscrit  de  la  Bibliothèque  irtïpériale Ibid. 

Ranius  ( Pierre) Ibid. 

iVancel  (Nicolas  de) ' Ihid. 

Historique  de  la  découverte  des  sept  premières  nouvelles  planètes, 

d'après  M.  Encke;  par  le  Rédacteur 348 

Anecdotes  scientifiques 4 16 

Précis  des  OEuvres  de  P.  Fermât;  par  M.  Brassine 4->^ 

Délia  Vila  et  délie  Opère  di  Guido  Bonnati,  da  Baldassarre  Boncom- 

pagni ....  4'-''' 

On  hissectant  axes ,  etc.  ;  by  Wilivinsoii 4^8 

Notice  historique  sur  le  crible  d'Eratosthènes  ;  par  M.  A.  de  Polignac.  'yi^ 

Leçons  nouvelles  d'Algèbre,  etc.  ;  par  M.  A.  Amiot 4^4 

Mélanges. 

Sur  les  utilitaires 7 

Sur  la  locution.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison  ; 

par  le  Rédacteur 3(î 

Sur  la  chaire  du  collège  de  Guyenne 'l  i 

Note  sur  une  récente  publication.  'Programmes  ;  angles)    100 

Sur  rexprcssioii  honiofocalc .  io3 


(  472  ) 

Pages . 

Règle  à  calculs  modifiée  ;  par  M.  A.  Mannheim 327 

Réponse  du  Rédacteur  à  une  lettre  critique  relative  à  la  rédaction  des 

Nouvelles  Annales 3^0 

Cours  rendus  populaires 3/(5 


TABLE  DES  NOMS  PAR  ORDRE  ALPHABÉTIQUE. 

(Les  noms  des  Auteurs  d'articles  sont  précédés  d'un  astérisque.) 

Pages. 

ABEL i4o 

ADAMS 414 

AIRY 4 1 J  et  4 14 

ALEMBliRT(D') 6,    10,   i3  et  446 

ALLENT 206 

AMIOT  (  A.  ),  professeur  à  Saint-Louis 4^4 

AMSLER  (Jacob) 344  et  356 

APOLLONIUS 120,121,429  61  432 

ARAGO  ,  membre  de  l'Institut 275 

ARCHIMÈDE 4^0 

ARISTÉE 43o 

ARISTONYME 43o 

AUGOYAT  (  Le  colonel  ) 206 

BARRAGE , 328 

*RACH  ,  professeur  au  lycée  de  Strasbourg 108 

*RARDIN,  chef  des  travaux   graphiques   à  l'École  polytechnique. 

226,  4''i9;  4^G  et  !\Qo 

BARRE  (  Chevalier  de  la  ) 6 

BAYLE 342 

*BELLAVITIS(Gu;sTo),  professeur  h  l'Université  de  Padoue.     106  et  443 

BELLIÈVRE 4^  et  44 

BEINOIT  (  P.-M.-N.  ),  ingénieur  civil 328 

BÉRARD 344 

BERNOULLI  (Daniel) i3  et  i.'S 

BERNOULLI  (Jean) 18  et  19 

BERNOULLIS  (Les) 8  et  10 

BRRTRAIND  (de  Genève) 338 

RESSEL 406,   4o7)  'l'o  et  4" 

BINET  ,  membre  de  l'Institut 201  et  39S 

BION 77,  345  et  347 

BIOT,  Membre  de  l'Institut 4^ 

BOBILLIER '"'801  60 


(473 


Pages. 

BODE 355 

BOËCE 43i 

KONCOMPAGNI  (Balthazar),  le  prince io6  et  426 

BOINNATI  (Glido) 426  et  427 

"BONNET  (OssiAN  ),  professeur 192,   243,  3G5,   3GG  et  433 

BORELLI 21 

BOSCOWICH 7o4 ,   io5  et  298 

BOSSUT 446 

BOUGUER 17  et  44 

BOUQUET ,  professeur 3i6 

BOUVARD 409,   410,  411  et  4i3 

BRADLEY 407,   409  et  4i5 

*BRASSINE  (F.),  professeur  à  Toulouse 82,   423,  424  et  425 

BREMIKER 4i4 

BRESSIUS 42  et  43 

"BRETON  (de  Champ) ,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.     126  et  182 

BRIANCHON 287  et  288 

BRIGGS   175 

"  BRIOSCHI  (  François  ) ,  professeur  à  Pavie 1 06  et  167 

BRIOT,  professeur  au  lycée  Saint-Louis 3 16 

BURROW  (  Relden  ) 122 

CANDOLLE  DE  FOIX 4o 

CARNOT i3 

*  CATALAN ,  pi-ofesseur 80,   82,    102,   337  ^^  ■'l^S 

CAUCHY,  membre  de  l'Institut io5,    iiG,    117,   244)  ^56, 

269,   283,   294,   298  et  343 

CAUMONT  (Charlotte  de) 2o3 

CAYLEY,  avocat  à  Londres 98  et  396 

CÉSAR 429 

CEVA 209 

CHALLIS .....; 4i4 

CHAPELAIN  (Jean) •. io3 

CHARLES  IX 293 

CHARPENTIER 293 

CHASLES,  membre  de  l'Institut 28,   3i,   57,   61,   64,   65, 

loi,  108,   218,  219,    274,  299,  3i2,   327,  36o,  401»  4"2>  ^o'i  ^^  4^5 

CHELLINI ,  professeur  à  Rome 1 06  et  236 

CLAIRAUT 10 

CLAVIUS 298 

CLÉMENT 125 

COLLETTE 209 

COMBES ,  membre  de  l'Institut 1 3 

COMMANDIN 106,   122,   i23  et  124 

COPERNIC io3 


(  474) 

Pages. 

CORIOLIS ,:i 

*COUPY,  professeur  au  Prytanée. impérial 126  et  336 

COLRNOT,  inspecteur  général  de  l'Université 298 

CRELLE ,  rédacteur  du  Journal ly,    iSg,    iSg  et  343 

CROUS  (Marie) 200,   2o3  et  208 

U'AGUILLON 298  et  342 

DASYPODIUS 124 

DELAMBRE 174,   307,   309,  3io  et  3i2 

DELAROCHE 344 

'  DELLAC  (  Henki  ),^niaitre  d'étude  (*) 267 

•  DESARGUES .....' 27 

DIENGER  ,  professeur 118 

DIESTERWEG 1 22 

*DIEU,  agrégé,  professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble.  21,  49.  210  et  273 

DIOGÈNE-LAERCE ' 345 

DIOPHANTE 236,  423  et  43o 

DUHAMEL,  membre  de  l'Institut 298 

EISENMANN i23,    i25  et  126 

EISENSTEIN i4o 

ENCKE,  de  l'Académie  de  Berlin 348  et  4'" 

ÉPICURE 345 

ÉRATOSTHÈNES 429,  43o,  ',3i  et  432 

ÉTALLONDE  (d') 6 

EUCLIDE 37,  38,  4o,  41,   100,  293,  3o2,  338,   339  et  43o 

EULER...     6,   7,  8,  9,    i3,   46,    iGi,  194,   232,   235,  265,   266, 

267  et  398 

EUTOCIUS 43o 

FAA  DE  BRUNO 394 

FABRICIUS 43o 

FARISH 44fi 

^F.\URE  (H.),  lieutenant  d'artillerie. ..  .     34;   80,    i34,    161,   2i5, 

237,  336  et  446 

FELLUS(Jean) 429  et  43o 

(*)  Ancienne  dénomination  changée  en  celle  de  maître  répétiteur.  Un 
décret  du  17  août  i853  {Moniteur  du  27  août  i853)  a  relevé  la  condition  et 
amélioré  l'avenir  de  ces  utiles  et  indispensables  fonctionnaires;  avenir  qui 
peut  devenir  brillant.  N'oublions  pas  que  sir  Isaac  Newton  a  été  admis  le 
5  juin  1661,  à  lâge  de  19  ans  ,  au  collège  de  la  Trinité  ,  de  l'Université  de 
Cambridge,  à  titre  gratuit,  comme  écolier  sous-servant  (  subsizar),  astreint 
il  des  besognes  domestiques ,  et  ce  sous-servant  est  devenu  la  lumière  du 
monde.  Le  décret  cité  et  l'arrêté  du  4  septembre  (  Moniteur  du  4  septembre 
i8.S3),  sur  le  régime  alimentaire  des  lycées,  sont  des  mesures  sagement 
libérales,  qui  assurent  à  l'administration  du  Ministre  un  long  et  honorahic 
souvenir. 


I 


' 


(  47;>  ) 

FERGOLA  (Nicolas) i2i 

FERMAT  (I'iekre) 45,  4G,   47,    i36,   iSG,   /,23  et  423 

FERMAT  (Samuel) 424 

FLAMSTEED 409,   4i3  el  4i5 

FOIX(de) 40  et  41 

•FORESTIER  (Cii.  ) ,  prolesseur  au  lycée  de  Metz 3i4 

FRACASTOR  (  J.) io3 

FRANCOEUR 1 29 

FRÉDÉRIC  II 5,6,7  61  9 

*FRENET  (F.  ),  professeur  à  la  Faculté  de  Lyon 365 

FRESNEL 461 

FRIEDLANDER 7 

Fuss 44 

GALLE 409  et  4i4 

GALEUS  (Thomas) 429 

GALILÉE 17 

GALOIS i4o 

*  GARLIN,  Professeur  au  lycée  de  Nitnes 70 

GASSENDI io3,   298  et  345 

GAUSS 3i ,  46,  80,  i3i ,  174,  235,  a36,  3i9,  32C,  35i  et  352 

'GENOCCHI  (AsGELo),  avocat  à  Turin .     106,  218,  235,  236,  26oel  SgS 

GERHARDT 419 

GHETALDI  (Mauincs) 121 

GIRARD  (Albert) igS  et  196 

GÔBEL 408 

GOETHALS  (Félix-Victor),  bibliothécaire  de  Bruxelles 199 

GOLDBACH : 46 

GÔPEL i36,    i37,  i38,   140  et  170 

GOUGEON  (  L.  ) 206  et  207 

GRAMMATICUS  ( Johannes) 43i 

GRAVES  (Jones) 283 

GRÉGOIRE  XIII 127 

GRUNINERT,  professeur 118  et  iSg 

GRYNvEUS  (  Simon  ) 37 

GUDERMANN C6 

GUY 190 

"H.A.ILLECOURT,  professeur  au  lycée  de  INimes 398 

HAMILTON  (  WiLLiAM-RowAN  ) 275  et  283 

HANSEN 411 

HARDING 352  et  353 

HAUY 297 

HÉGÉTORE 429 

HEINE    professeur  à  l'Université  de  Bonn 326 

HEINE  (Jacob) 4i8 


(  476  ) 

Pages. 

HENCKE  (  Chaulls-Lol'is, /|o6  et  .'109 

HENRI  MI /p  Cl  43 

HERMITE,   examinateur /,5 

HERSCHEL(Wiluam) 348,   35o  et  416 

HESSE  (Otto) ,59,    iC.o  et  444 

HIPPARQUE 34  ., 

HORSLEY  (Samuel) 12-.  et  43i 

*  HOUSEL,  professeur  à  Paris 77  et  346 

HYPSICLÈS 38 

IVORY 358 

JACOBI 22,   140,   i4i,   iGi,   .236  et  260 

JAMBLIQUE 429 

*JAUFROID,  au  collège  de  Celte 116  il  118 

JELLETT 433  et  436 

*JOACHIMSTHAL  (T.),  professeur  à  l'Université  de  Halle 3i3 

JORDAN 6  et  9 

KÀSTNER 39,   44  et  4i8 

*KEOGH  (CoiiNELius  ) ,  à  Bordeaux 6,   3o4  et  3o6 

KEPLER 16  et  353 

*KH0RASSANDJ1  (T.-B.),  Arménien 289 

*KORALEK  (Philippe),  employé  au  Ministère  de  l'Agriculture,  etc. 

(Statistique  générale  de  France) 319 

LACROIX loi  et  3o2 

LAGRANGE 6,   9,    10,    175,   261,  267,   296  et  426 

*LAGUERRE-VERLY,    élève    admis  le   quatrième   k  l'École    Poly- 
technique      .57,   1 1 1 ,   225  et  236 

L.iLANDE 299,  353  et  407 

LA  LONDE  (de) 2o5,  206  et  207 

LAMBERT 201,   267,   284,  299,  3oo,   3oi,   3o2  et  3o3 

LAMÉ,  Membre  de  l'Institut io3,    io5  et  273 

LAMY 298 

LAPLACE 1 26 ,   412 ,   423  et  463 

LAURENT  (l'abbé) 29201  298 

•LEBESGUE  (  Victou-Amêdée),  professeur  ii  la  Faculté  de  Bordeaux. 

67,    170,   232  et  3o4 

*LECOINTE.  (le  Père.  S.  J.) loi 

LEGENDRE 02,    100,    101,    i36,    170,   286,   3oi,   338  et  432 

LEIRNITZ  (Godefroy-Guillaume).   10,    i3,    io5,   339,   4'7)   4'8  et  4'9 

LEMONNIER 409 

LE  NOURY ,  {général  d'artillerie 4 "» 

LÉONARD  DE  VINCI 4^ 

LEONELLI 171,    173,    174     cl  176 

LEROY 398 

LE  VERRIER,  Membre  de  rinstitut 409,   4i2,    4i4  et  4i6 

LE  VOIRRIER V'  et  43 


(  477  ) 

*I.tV\   (Edouard),  répétiteur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Stras- 

bour(5 T) 

l.EVY  (Rai'iiael) /,i8 

L'HOPITAL  (Marquis  de) :V,o 

* LIONNET  (Euoèse),  professeur  au  lycée  Louis-lc-Grand i ^•j 

LORENZ :58  cl  339 

LORGNA.  . , ,36 

LISTNER.. ■ 299 

LITTROAV , 35o 

LIOUVILLE,  Membre  de  l'Institut 34.    lor.    162,   3/|'|  et  365 

MACHIN 096 

MACLAURIN 296 

MACROBE 429 

MALFATTl i3i,    i36  et  176 

*  MANNHEIM  (A.) ,  lieutenant  d'artillerie 107,    ii3,    327  et  337 

MARLNONl 299 

MAUPERTUIS 9 

MAURICE  DE  NASSAU igS  et  196 

MAYEPx 409 

MENABREA,  ofTicier  du  génie  sarde,  de  l'Académie  de  Turin.  .  . .  265 

MÉNÉLAUS 43 

*  MENTION,  professeur 4 '9 

*  MERAY  (Charles),  élève m   et  337 

MERIAN 6  et  7 

MERSENNE 298 

METTERNICH  (Matuias) 417 

MEYER  (Aaron) 4i8 

MINERVINI  (Rafaello) 120,    121  et  122 

MOBIUS 209,   238,  239,   260,  443  et  444 

MOIGNO  (l'abbé) 298 

MONGE 402  et  461 

MORERI 342 

MORIN .  Membre  de  l'Institut. . .    1 3 

MONTUCLA 40  et  298 

MONTEFELTRO  (Gi;iD0) 427 

NANCEL  (Nicolas  de) 122  et  342 

NAVIER i3  et  i25 

NÉPER  (Jean) 175,  3o8,   3io,  3i2  et  3i3 

NÉPER  (Robert) 173 

NEWTON 10,    iG,   43,    120,   249,   252,  253,    294,  412  et  43i 

NICOMAQUE 429  et  43i 

OLBERS  (Mathieu) 35i,  352,  354,   355  et  356 

OUGHTRED i85 

PACCIOLl 39  et  40 


(  478  ) 

l'ages 

PAIXHANS  (le  général ,    275 

PAPPUS. 120,   122,    123,    126  et  342 

PASCAL 287  et  288 

*  PEPIN  (l'abbé) 267  et  441 

PESTALOZZl 202 

PET  AU  (le  Père) 429 

PIAZZI  (Joseph) 348,  35o,  35i  et  407 

PLINE 43o 

PLÙCKER,  professeur  à  l'Université  de  Bonn iSy  et  226 

POISSON 344,   402  et  436 

*POLIGNAC  (A.  de),  oITicier  d'artillerie 4^9 

PONCELET,  Membre  de  l'Institut i3,   55,  59,    126,    160  et  219 

PRESTET 2o5 

PRIVAT  (de  Molières  ) 432 

PROCLUS..- 430 

*PROUHET,  professeur  à  Paris.  .     85,    169,   208,  236,  345,   426  et  432 

PTOLÉMÉE,  roi «oi 

PTOLF.MÉE 43,   3o7  et  43o 

PYTHAGORE 100,  306  et  43o 

QUÉTELET,  directeur  de  l'observatoire  de  Bruxelles 199  et  44'"' 

RAMSDEN 35o 

RAMUS(P.) 42,  43,    122  et  293 

REGIOMONTANUS 199 

ROBERTS  (Michael) 2i5  et  21G 

ROBERTS(W.) 34 

ROBINS 18 

'SACCHI  (Joseph),  de  Pavie 222,   225,   442  et  Ifiî 

SALMON  (Georges) 287 

SAINT-VENANT  (de) io5  et  461 

SAVILLE  (Jean) 43 

SCHELLBACH,  professeur  à  Berlin i3i  et  390 

SCHLOMILCH ,  professeur  à  Dresde 3i 

SCHNEITLER 77 

SECCHI  (le  P.) lof. 

*SÉCILLON  ( DE ),  élève 237 

SEDERINO  (  Petro  ) 4o 

SERRET  (Alfred),  examinateur 261,  262,   265,   268  et  397 

*SERRET  ('Paul  ) ,  professeur  à  Paris 68     et  419 

SERVOIS 3o2 

SFORCE  (Louis) 4o 

SOPHOCLE 429 

*SOUFFLET  (l'abbé) 438 

STAUDT fin 


I 


(  479  ) 

Patîcs. 

STEINHR,    piol'essoui  à  l'Université  de  Berlin /17,   l'iK,   05, 

f)9,    100,    118,   218,   257/259,   289,   292,  358,  36o,  398  et  /|6/( 

STEV IN  (Simon) igS,    19G,    198  et  199 

STUBBS 208,   209  et  327 

STURM,  Membre  de  l'Institut 58,    2/19,   286  et  335 

SUIDAS ' 429 

♦SYLVESTER  (J,-J.),  avocat  à  Londres 28G,   328  et  394 

*TARDY,  professeur  à  Gênes 106 

TAYLOR 269 

*TEMPIER,  sous-directeur  des  Ecoles  chrétiennes  à  Montpellier.  ...  345 

TERQUEM(O),  rédacteur 2],   36,   90,    107,   ii5,   218,    220, 

236,  243,  272,  292,   298,  3i4,  338,  340,  348,  358,  419,  455  et  464 

TERQUEM  (  Olry  ) ,  conchyliologiste  à  Metz 461 

THÉON  de  Smyrne 429 

THIOLIER,  élève  à  l'Ecole  des  Mines  de  Saint-Élienne. ...      169  et  23; 

TORTOLINI,  professeur 106  et  236 

TOWNSEND 443 

TRANSON  (Abel),  professeur 1 16  et  268 

TSCHIRNHAUSEN 340 

VAUBAN  (de) 207 

VEGA ,74 

VIÈTE 3io 

*VILLEMSENS,  élève,  admis  le  premier  à  lÉcole  navale 337 

VINCENT,  Membre  de  l'Institut i23  et  124 

VITRUVE 43o 

VLACQ 175  et  176 

VOLPICELLI,   professeur  h  Rome 106  et  236 

VOLTAIRE 6,   io3,   207  et  416 

WARING 267  et  443 

WEISBACH 446 

WERTHEIM,  physicien 344 

WILKINSON  (T.-I.) 428 

WOEPCKE,  géomètre  arabiste  à  Paris 3o2 

WOLLASTON 35o 

WOODHOUSE 343 

Y'VONNET  (Pierre-Hexri-Émile),  docteur  en  philosophie.     i36  et  176 

ZACH 355 

ZENODONTE 43o. 


2l8 


(  48o  ) 


QUESTIONS   NON   RÉSOLUES 
Dans  les  douze  premiers  volumes. 


TOME  I. 

4' 

396 

Pages, 
et  447 

61 

79 

TOME  II. 

48 
454 

93 

TOME  IV. 

259 

120 

TOME  V. 

202 

,41 

TOME  VI. 

,34 

180 

TOME  VII. 

''>7 

190 
192 
193 

240 
368 
Ibid. 

«99 
ao5 

TOME  VIII. 
TOME  IX. 

10; 

TOME  X. 

NOS. 

Pages. 

240 

357 

Q/jf; 

TOME  XI. 

3.58 

25l 

échec) 

n.') 

252 

domino) 

Ihid. 

2.5fi 

3i4 

206 

TOME  XII. 

401 

270 

99 

272 

100 

280 

327 

281 

Ihid. 

282 

443 

283 

Ihid. 

284 

Ihid. 

285 
286 

444 
Ihid. 

Ohservalion.  Sur  286  questions,   il  en   reste  28  à  résoudre.  Les  autres 
sont  résolues  et  imprimées,  ou  bien  en  manuscrit,  et  paraîtront  en  i854. 


PARIS.  -  IMPKIMERIE  DE  MALLET-BACHELIKR, 


rii(>  (lu  .T;irdinot ,  n"  12. 


^>^  X- 


v^ 


r  A 


à. 


V 


K. 


QA 

1 

N8 

V.12 


Nouvelles  annales 
de  mathématiques 


♦< 


y 


V 


/ 


Physical  & 
Apipljed  ScL 
SeriaW. 

PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


\ 


^  -V 


/ 


•Vf    ■ .'       t      •■ 


^    .  M 


-r  V 


f  - ../ .  ri 

*4  ■'  ■ 

■^:-'  ■ 

►      -"    V 

t* 
1 

V^"**^^-» 

^ 

* 

y» 

iie 

\i    ^ 

/ 

.L^%^    V 

•T  'V 

'4.^ 

w-^- 

vZ  ^• 

^'-    -l 

4  J^..  "^ 

^ 

K' 

;    *^  >  ' 


v;    *    n 


^.ï?8^' 


